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S  E  C  T  I  O  N    I. 
NOTIONS    PRÉLIMINAIRES. 


Définition  de  la  Dynamique.  Détaili  hïstonquei.  Belationi  qui  lient  la  théoria 
de  l'équilibre  à  celle  du  mourenaent. 

666.  Li  A  Dynamique  est  la  partie  de  la  mécanique  qui  apprend  à  ré- 
soudre les  questions  relatives  aux  mouvements  des  systèmes  de  corps  , 
en  considérant  le  mouvement  particulier  de  chaque  corps  de  ces  systèmes, 
comme  produit,  tant  par  les  actions  que  les  autres  corps  exercent  sur  lui  ^ 
que-par  les  actions  des  puissances  quelconques  auxquelles  il  est  soumis.  (*) 
Les  données  et  les  inconnues  de  ces  questions  peuvent  se  rapporter, 
et  aux  systèmes  de  forces ,  et  aux  systèmes  de  corps.  Ainsi ,  par  exemple, 
lorsqu'un  système  donné  de  ces  corps  doit  avoir  des  mouvements  dont 
on  attend  des  effets  déterminés,  on  assigne  ,  par  les  règles  de  la  Dyna- 
mique ,  les  forces  capables  d'opérer  ces  mouvements  ;  et  réciproque- 


(*)!<£  mot  Dynamique  y  dérivé  A»  ^'évoLfit^ ,  force  ,  puissance  ,  devrait, 
dans  l'acception  étymologique  ,  désigner  la  science  générale  des  forces;  maïs 
on  est  conveiin  d'appeller  Statique,  de  STClTixOf ,  qui  a  la  force  d'arrêter ,  U 
partie  de  cette  science  qui  traite  ipécialement  de  l'équilibre  ,  et  le  mot  Dyna~ 
mîque  eit  restreint  à  désigner  la  partie  de  la  même  science  qui  traite  du  mon^ 
vement.  De  plus  ces  deux  mots  Statique  et  Dynamique,  s'appliquent  spéciale- 
ment à  l'équilibre  et  au  mouvement  des  corps  solides;  et  lorsqu'il  s'agit  da 
l'équilibre  et  du  mouvement  des  corps  fluides^  on  les  lie  à  un  autre  mot  Hydro 
(dérivé  de  Taca^ ,  eau)  pour  en  faire  lea  mot*  coursés  Hydroitatique  et 
Hydrodynamique, 
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ment,  si  on  est  obligé  d'employer  des  forces  données  pour  obtenir  des 
olTets  déterminés,  on  assigne,  par  les  mêmes  rtrgles,  la  composition  du  ■ 
système  de  corps  auquel  il  faut  appliquer  les  forces,  la  durée  de  leur 
action  nécessaire  pour  la  production  des  effets  demandés,  etc.  ;  la  théo- 
rie générale  des  machines  est  un  des  corollaires  des  solutions  de  ces 
deux  problêmes. 

Dan$  d'autres  cas ,  un  système  de  corps  est  assujéti  à  des  change- 
ments de  formes ,  dépendants  des  forces  qui  le  sollicitent ,  et  ces  forces 
dépendent  elles-mêmes  des  positions  respectives  des  corps  ;  si  les  lois , 
auxquelles  leurs  actions  se  trouvent  soumises ,  sont  connues ,  et  que  Vélat 
du  système  soit  aussi  connu,  pour  une  certaine  époque  ,  la  Dynamique 
fournit  des  méthodes  pour  en  conclure  l'état  du  même  système  à  des  é- 
poques  quelconques  antérieures  ou  postérieures  à  celle  qui  correspond 
à  Vétat  donné.  La  théorie  de  Vastronomie  phjsique  découle  des 
principes  sur  lesquels  ces  méthodes  sont  fondées,  etc. 

667.  La  Dynamique  ^t  une  science  nouvelle  ;  il  y  a  environ  deux 
siècles  que  l'illustre  Galilée  a  découvert  les  premières  vérités  qui  lui 
servent  de  fondement,  et  les  a  publiées  dans  son  ouvrage  intitulé  Dià- 
loghi  délie  scienze  nuove ,'m\%  au  jour,  pour  la  première  fois,  à 
Leyde  en  ï638.  Archimède  avait  crée  la  Statique  j  posé  les  bases  de  . 
la  théorie  de  l'équilibre  des  corps  ^flottants  (*)  et ,  pendant  les  18 
siècles  qui  se  sont  écoulés  entre  lui  et  Galilée ,  la  mécanique  était,  à 
peu  de  chose  près,  restée  dans  le  même  état  où  l'avait  mise  la  puissance 
de  son  génie  ;  mais,  après  une  si  longue  enfance,  elle  a  fait,  tout-à-coup, 
des  progrès  dont  la  rapidité  offre,  aux  annales  de  l'esprit  humain  ,  un 
de  leurs  faits  remarquables;  cette  science,  l'une  des  moins  avancées 
avant  l'invention  du  calcul  dilTérentiel,  est  maintenant  celle  qui  ap- 
proche le  plus  de  sa  perfection  (  qi^pnt  à  la  partie  théorique  )  si  toutes- 
fois  elle  n'y  touche  pas. 

668.  La  Dynamique  présente,  en  général,  des  sujets  de  méditation 
et  d'étude  plus  composés  et  plus  dilTîciles  que  ceux  dont  on  a  à  s'oc- 
cuper dans  la  Statique  ,  restreinte  à  la  considération  des  forces  de  pres- 
sion, pareeque  la  première  embrasse  et  met  en  œuvre  la  totalité  de  ce 
qu'on  peut  appeler  les  matériaux  primitifs  de  la  mécanique,  dont  j'ai 

(*^  Traités  de  Vét^ilSire  des  plans  et  de^  corps  portés  sur  unjtuùit. 
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dpnné  l'cnumération  article  3,  au  lieu  que  la  Seconde,  n'employant  au- 
cune des  quantités  qui  dépendent  du  temps ,  ne  se  rapporte,  d'ailleurs, 
qu'à  un  cas  particuli^f  de  l'action  dés  fprces ,  et  ne  considt're  les  sys-' 
témes  de,  corps  auxquels  ces  forces  sont  appliquées ,  que  comme  de 
simples  moyens  de  transmission  de  leurs  actions  (voyez  l'art.  35)  ;  il 
reste  même  encore,  après  les  cas  d'équilibre  traité  dans  la  première 
partie  de  ce  cours,  l'examen  important  de  ceux  qui  ont  lieu  entre  les 
corps  en  mouvement ,  examen  qui  appartient  proprement  à  fa  Dyna- 
mique ,  et  qui ,  en  complétant  la  science  de  l'équilibre  ,  mettra  dans 
tout  leur  jour,  et  son  unité  de  principe ,  et  les  relations  qui  la  lient 
à  la  science  du  mouvement. 

669.  On  verra,  quand  j'aurai  fait  les  rapprochements  fournis  par  les 
relations  dont  je  viens  de  parler,  que  la  Statique  n'est,  au  fond,  qu'un 
corollaire  de  la  Dynamique  ;  la  vérité  de  cette  proposition  doit  être  na- 
turellement pressentie  quand  on  considère,  soit  les  rapports  qui  existent 
entre  les  diverses  théories  mathématiques  à  mesure  qu'elles  acquièrent 
plus  de  généralité,  soit  la  propriété  qu'ont  les  formules  analytiques 
de  s'appliquer  à  toutes  les  valeurs  et  à  tous  les  états  possibles  des 
variables  qu'elles  renferment  ;  et  ,  si  ces  variables  se  rapportent  au 
mouvement  les  formules  doivent  donner  les  cas,  soit  du  mouvement 
nul  ou  évanescent,  soit  du  mouvement  acquis  et  actuel  dont  les  change- 
ments sont  nuls ,  cas  qui  ont  lieu  lorsque  les  systèmes  de  corps  et  de 
forces  sont  tellement  combinés  que  ces  forces  se  contrebalancent  réci- 
proquement ,  et  se  font  équilibre. 

Ces  observations  et  quelques  autres  que  je  supprime  pour  abréger 
prouvent  qu'on  pourrait ,  ainsi  que  je  l'ai  déjà  insinué ,  art.  i3 ,  com- 
mencer l'étude  de  la  mécanique  par  la  partie  de  cette  science  qui  traite 
du  mouvement ,  et  même  ne  pas  regarder  la  Statique  comme  une  de 
ses  divisions  particulières ,  en  liant  la  série  des  propositions  qu'on  y 
démontre  aux  questions  de  mouvement.  Cetle  marche  serait  peut-étrcj 
philosophiquement  parlant,  la  plus  régulière,  et  même  il  est  conve- 
nable de  la  suivre ,  ainsi  que  je  l'ai  fait ,  au  moins  en  présentant  les 
premières  notions  sur  la  force  ou  puissance,  notions  auxquelles  je. suis 
parvenu  par  la  considération  du  mouvement,  les  rattachant  par  là  aux 
effets  qui  frappent  le  plus  souvent  et  le  plus  vivement  nos  sens  ; 
c'est  après,  les  avoir  ainsi  établies  que  je  me  suis  restreint  à  un  cas  par- 
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liculier  <le  l'action  de  la  force,  pour  établir  la  théorie  de  l'équilibre  de» 
pressions  sur  laquelle  la  théorie  du  mouvement  jette  encore  quelque 
jour,  quelque  claire  et  rigoureuse  que  soit  son  exposition  immédiate 
et  isolée. 

670.  J'ai  déjà  dit  que  l'organisation  et  !e  but  des  études  de  l'école, 
pour  laquelle  ce  cours  est  rédigé ,  motivaient  et  rendaient  nécessaire 
l'enseignement  séparé  et  préliminaire  de  la  Statique.  Si  la  nature  offre , 
à  nos  yeux  beaucoup  plus  de  phénomènes  de  mouvement  que  de  cas 
d'équilibre  ,  si  elle  nous  indique  le  passage  des  premiers  aux  der- 
niers comme  le  plus  conforme  à  la  saine  méthode  de  raisonner,  d'un- 
autre  coté,  les  besoins  des  arts  et  la  science  de  l'ingénieur  fournissent  ît 
chaque  instant  des  occasions  de  traiter  des  questions  importantes  qui  ap- 
partiennent à  laStatique;  cette  partie  de  la  mécanique  est  un  instru- 
ment dont  on  a  à  se  servir  si  fréquemment ,  qu'on  ne  saurait  trop  tôt 
s'en  rendre  l'usage  extrêmement  familier.  J'ajouterai ,  par  anticipation , 
que  la  Dynamique ,  elle  même  ,  après  avoir  donné  naissance  h  la  Sta- 
tique ,  trouve  ensuite ,  dans  les  formules  de  celle-ci ,  des  moyens  pour 
la  mise  en  équation  des  problêmes  auxquels  elle  doit,  principalement. 
Son  état  actuel  d'avancement  et  de  perfection. 

Du  tempt ,  considéré  comme  quautité  mathématique ,  et  de  sa  mesure.   * 

671.  Les  formules,  tant  de  la  Statique  que  de  la  Dynamique,  ren- 
ferment, comme  variables  ou  constantes,  connues  ou  inconnues,  les 
intensités  des  forces,  les  quantités  par  lesquelles  on  détermine  leurs 
directions  et  leurs seqs  d'action,  les  dimensions,  les  formes  et  les  positions 
des  systèmes  auxquels  elles  sont  appliquées;  mais,  parmi  les  quantités 
qui  se  rapportent  aux  dimensions  de  l'espace,  il  en  est  d'employées  ex- 
clusivement par  la  Dynamique,  savoir  celles  au  moyen  desquelles  on 
fixe  les  positions  successives  d'un  point  matériel  ou  d'un  corps  qui  en 
change  continuellement.  Ces  indéterminées  doivent  être  soigneusement 
distinguées  dç  celles  qui  se  rapportent  aux  positions  respectives  des  dif- 
férents points  d'un  corps  ou  d'un  système  de  corps,  et  déterminent,  par 
conséquent ,  son  étendue  et  sa  forme  ;  les  unes  et  les  autres  sont ,  à  la 
Térité ,  destinées  à  représenter  et  à  mesurer  les  trois  dimensions  de- 
j'espace  j  mais  les  premières  dépendent  toujours ,  et  essentiellement  du 
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lemps  ,  c'est-à-dire  qu'elles  sont  fonctions  du  temps  j  constantes  et 
variables  avec  lui.  Le  temps,  dont  la  considération  était  étrangère  à 
nos  précédentes  recherche^  sur  l'équilibre  ,  doit  donc  devenir  un  élé- 
ment de  calcul  dans  celles  qui  vont  nous  occuper,  et  il  faut  désormais 
le  considérer  comme  une  quantité  mathématique. 

672.  La  mémoire  nous  fournit  un  premier  moyen  de  nous  repré- 
senter le  temps,  comme  susceptible  de  plus  et  de  moins,  lorsqu'elle 
retrace  à  notre  esprit  une  série  de  sensations  ou  d'idées  qui  l'ont  suc- 
cessivement occupé  ;  il  est  naturel  d'aflirmer  que  la  durée  de  la  pre- 
mière et  de  la  seconde  surpasse  la  durée  de  l'une  ou  de  l'autre,  des 
deux ,  que  la  durée  des  trois  premières  surpasse  celle  d'une  oiî  de  deux 
quelconques  de  ces  trois  premières  etc.  ;  nos  jugements  sur  le  temps- 
écoulé,  sont  même  tellement  dépendants  de  nos  sensations  et  de  nos 
idées  successives,  que  si  nous  avons  été  totalement  privés  de  ces  sen- 
sations,  ou  idées,  entre  deux  instants,  qui  peuvent  être  séparés  par 
une  durée  quelconque  ,  nous  n'avons  aucun  sentiment  de  cette  dui-ée , 
les  deux  instants  qui  l'ont  commencée  et  fmie  se.  confondant  pour  nous 
en  un  seul. . 

Ainsi  l'homme,  en  qui  l'attribut  essentiel  de  la  quantité,  c'est-à-dire 
la  propriété  de  pouvoir  être  augmenté  ou  diminué,  est  naturellement 
lié  à  l'idée  du  tem.ps.  ,  ne  trouvant  dans  ses  facultés  individueltes  , 
pour  comparer  diverses  durées  ,  qu'une  échelle  on  ne  peut  pas  plus  in* 
fidèle  et  fautive ,  a  besoin  de  chercher  hors  de  lui ,  un  lype_  déterminé 
et  invariable ,  auquel  il  puisse  rapporter  cette  espèce  de  quantité ,  lors- 
qu'il s'agit  de  l'introduire  dans  des  calculs  rigoureux.  J'ai  fait  voir , 
art.  14,  qu'il  en  était  de  même  de  \%.  force  ou  puissance  ,  et  la  pe- 
santeur ,  à  qui  la  statique  doit  les  moyens  de  mesurer  celle-ci ,  va  aussi, 
nous  fournir  Xunitè  ou  le  terme  de  comparaison  du  temps. 

Imaginons  un  nombre  indéfini  de  fils ,  attachés  à  une  même  ligne 
horizontale  ,  à  chacun  desquels  soit  suspendu  un  {)oint  matériel  pesant , 
et  formant ,  par  conséquent ,  un  système  de  pendules,  que  je  suppose 
de  même  matière ,  parfaitement  semblables  et  égaux  à  tous  ^ards  ^ 
imaginons,  dé  plus,  que  ces  pendules  sont  retenus  dans  le  plan  verti- 
cal qui  passe  par  la  ligne  horizontale  de  suspension,  et  dans  des  posi- 
tions inclinées ,  de  manière  que  chaque  fil  fasse  le  même  angle  avec 
la  verticale  \  supposons  enfin  que  r<^acle  qui  tient  le  premier  pen- 
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dule  (celui  qui  est  à  Textrèmité  du  syatéme)  incliné,  soit  tout4-coup 
détruit,  sans  qu'il  en  résulte  aucune  action  sur  le  pendule,  de  manière 
que  ce  pendule ,  cédant  à  la  pesanteur ,  aille  reprendre  sa  situation 
verticale ,  qu'aussitôt  qu'il  est  dans  cette  situation ,  le  s",  pendule  sott 
lâché,  puis  le  3".  dès  que  le  2'.  est  devenu  vertical,  et  ainsi  des  autres; 
on  peut ,  si  l'on  veut ,  supposer  encore  qu'aussitôt  que  chacun  de  ces 
pendules  arrive  dans  la  verticale ,  il  est  subitement  caché  de  manière 
à  disparaître  aux  yeux  du  spectateur  qui  a  la  perception  de  leurs  chutes 
successives  i  ce  spectateur  sera  ,  dans  cette  circonstance ,  et  pour  cette 
espèce  particulière  de  phénomène,  en  droit  d'affirmer  que  le  rapport  de 
la  durée  partielle  d'une  des  sensations  causées  par  les  chutes  de  ces  pen- 
dules, est  à  leur  durée  totale  comme  l'unité  est  au  nombre  des  sensa- 
tions; il  en  est  de  cette  proposition  comme  de  celle  qui  m'a  conduit,  art. 
i6  et  suivants,  k  la  détermination  du  type  naturel  de  \aybrce  ou  pitis- 
sancCy  on  ne  saurait  la  nier  qu'après  avoir  ruiné  toute  base  de  raisonne- 
mentenphysique.  Lespectatcurdontj'ai  parlé,  poura  donc  désormais,  sans 
■  s'occuper  de  la  chute  de  ces  pendules  qui  est  censée  continuée  indéfi- 
niment, comparer  exactement  entr'elles  les  diverses  portions  de  la  du- 
rée de  sa  vie,  s'il  connaît  les  nombres  des  chutes  qui  ont  eu  lieu  pen- 
dant chacune  de  ces  portions  de  durée,  prise  pour  unité  de  temps. 
'  Les  so'us-divisions  égales  de  cette  unité  ne  sont  pas,  comme  je  le 
ferai  voir  dans  la  suite  du  cours,  données  par  les  sous-divisions  égales 
des  arcs  que  décrivent  les  pendules ,  mai&  on  peut  les  obtenir  par  iin 
autre  système  de  pendules,  tel  que  deux,  trois  etc.  chutes,  dans  ce 
deuxième  système  ,  correspondent  à  une  seule  chute  du  premier. 

^yS.  Ces  moyensde  mesurer  le  temps,  sont  effectivement  ceux  qu'on 
emploie,  avec  celte  différence,  qu'un  seul  pendule  tient  lieu  du  système 
que  j'ai  supposé  en  contenir  un  nombre  indéfini.  Cette  substitution  est 
fondée  sur  la  propriété  qu'a  le  pendule  (si  certaines  conditions, que 
je  ferai  connoître  quand  il  sera  temps,  se  trouvent  remplies),  lorsqu'il 
est  arrivé  à  la  verticale,  de.décrire  en  montant,  de  l'autre  côté  de  cette 
verticale,  un  arc  égal  à  celui  qu'il  a  décrit  en  descendant.;  de  plus, 
chacun  de  ces  arcs  est  parcouru  dans  le  même  temps,  et  le  chemin  que 
fait  le  pendule,  en  les  parcourant  tous  deux,  se  nommç  une  oscilla- 
tion j  lorsqu'il  a  fait  cette  oscilla/ion  dans  un  sens ,  il  en  fait  une 
parfaitement  égale  et  de  même  durée  dans  le  sens  opposé,  laquelle 
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est  suivie  d'une  3*.  remplissant  les  mêmes  conditions,  et  ainsi  de  suite. 
Une  machine  fait  ordinairement  l'office  de  compteur ,  et  sert  à  indi- 
quer le  nombre  des  oscillations  qui  mesure  le  temps  écoulé  entre  dcilr 
instans  ,  le  pendule  mathématique j  dont  je  viens  de  parler,  pouvant 
toujours  être  remplacé  par  une  masse  finie,  qui  oscille  autour  d'un  axe 
horizontal ,  lorsque  ia  distance  entte  cet  axe  et  un  point  de  la  masse , 
que  les  élèves  apprendront  à  déterminer  dans  la  suite  du  cours ,  est 
égale  à  la  longueur  du  pendule  mathématique, 

674.  Dès  qu'on  a  une  seule  de  cc's,  machines ,  construite  de  manière 
k.  être  un  chronomètre  régulier ,  on  en  peut  construire  un  nombre  ar- 
bitraire d'autres,  auxquelles  elle  sert  de  modèle  ou  à^étalon,  et  avoir 
en  divers  temps,  dans  un  même  lieu,  des  types  de  durée  comparables 
entr'eux  ,  cbmme  on  en  a  pour  toute  autre  espèce  d'objet  mensurable  ; 
mais  quelques  précautions  qu'on  prenne  poilr  rendre  un  type ,  fourni 
par  l'art,  aussi  exact  et  aussi  peu  altérable  que  puissent  l'être  des  ou* 
vrages  sortis  de  la  main  des  hommes,  iln'en  est  pas  moins  très-impor- 
tant de  savoir  si  la  nature  ne  nous  en  fournirait  pas  un  autre  qu'au- 
cune cause  de  destruction  et  de  vicissitude  ,  dépendante  des  lois  con- 
nues  auxquelles  elle  est  soumise ,  nâ  puisse  atteindre  ;  ce  type  naturel 
et  invariable  existe,  on  peut  y  avoir  recours,  avec  la  même  facilite, 
dans  tous  les  temps  et  dans  tous  les  lieux  ,  et  il  est  donné  par  la  ré- 
volution de  la  terre  sur  son  axe,  autour  duquel  elle  décrit,  dans  des 
temps  égaux ,  des  angles  dont  l'égalité  est  également  constatée,  et  par 
la  théorie  et  par  l'observation. 

L'intervalle  de  temps  écoulé  Atre  deux  retours  du  même  méridien  à 
un  plan  qui ,  parallèle  à  un  autre  plan  fîxe,  passe  par  l'axe  de  rotation  de 
la  terre,  est  ce  qu'on  appelle  un  )o\ir  sjdéral.  Pour  rapporter  ce  jour  et 
ses  sous-divisions  à  des  mesures  absolues,  il  faut  avoir,  à  la  latitude  de 
Paris,  un  pendule  physique,  faisant,  dans  un  temps  donné,  un  nombre 
d'oscillations  égal  à  celui  qu'on  obtiendrait, pendant  le  même  temps,  du 
pendule  mathématique  dont  j'ai  parléà  l'art,  précédent  (nombre  qui  se 
détermine  ,  avec  la  plus  grande  précision,  par  le  calcul)  et  supposant 
que  le  dernier  pendule  ait  une  longueur  de  o"',73786ii,  la  durée  du 
jour  sydéral  sera  exactement  mesurée  par  rooooo  de  ces'  oscillations. 

Cette  longueur  convient  au  niveau  de  la  mer  et  à  la  latitude  de- 
Paris;  k  une  latitude  quelconque  et  toujours  au  niveau  de  la  mer. 
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la  longueur  du  pendule  qui  donne  un  looooo*.  du  jour  sydéral  se  calcule^ 
comme  je  le  ferai  voir  dans  la  suite  du  cours,  par  une  formule  qui  contient 
un  terme  constant  et  un  terme  proportionnel  au  quarré  du  sinus  de  la 
latitude,  formule  à  laquelle  on  peut  en  substituer  une  contenant  un 
terme  constant  ct.un  autre'terme  proportionnel  au  cosinus  du  double 
de  la.latitude  ;  le  terme  constant  de  la  première  formule  étant  la  lon- 
gueur du  pendule  syderal  soas  l'équateur,  et  le  terme  constant  de  la 
seconde,  la  longueur  du  même  pendule  sous  le  parallèle  moyen. 

Si  on  divisait  le  jour  sjdéral  en  24  heures,  et  chaque  heure  ea  60 
minutes ,  ou  36oo  secondes ,  une  de  ces  secondes  serait  mesurée  par 
l'oscillatiQn  d'un  pendule  de  o^,çfàB^2'j  de  longueur. 

675.  Le  temps  sydéral  dont  les  astronomes  font  un  fréquent  usage , 
a  cependant ,  pour  les  usages  civils ,  des  inconvénients  qui  ne  permettent 
pas  de  l'employer:  inconvénients  qui  tiennent  à  la  différence  entre  le 
■  jour  sidéral  et  le  jour  solaire  celui  qui  s'écoule  entre  deux  passages 
consécutifs  du  soleil  par  le  même  méridien.  Si  une  horloge,  réglée  sur  le 
temps  sydéral ,  marque  midi,  un  jour  donné,  au  moment  où  le  soleil 
traverse  ce  méridien ,  le  lendemain  l'instant  de  son  midi  précédera  le 
midi  solaire,  d'environ  ~'^  de  jour,  et  l'intervalle  de  temp  entre  les 
deux  midi,  s'accroîtra  de  jour  en  jour,  de  manière  que  l'horloge  sjr- 
déral'e  ne  sera  nullement  propre  à  indiquer,  même  k  peu  près,  soit 
l'instant  du  midi 'solaire,  soit  les  divisions  du  jour  rapportées  k  cet  ins- 
tant ,  et  il  est  indispensable  qu'une  horloge  adaptée  aux  besoins  de  la 
société  remplisse  celte  condition.  L'expédient,  qui  se  présente  naturel- 
lement dans  cette  circonstance,  eshde  prendre  le  jour  solaire  pour 
.type  du  temp  civil,  mais,  par  cet  expédient,  on  n'arriverait  point 
encore  au  but  proposé,  parceque  les  jours  solaires  ne  sont  point  égaux 
rntr'eux.  Pour  se  tirer  de  ces  divers  embarras  et  avoir  une  mesure  du 
jemps  invariable  et  convenable  aux  usages  civils,  on  a  adopté  un  jour 
fictif  qu'on  appelle  jour  moyen  ,  dont  la  durée  qui  tient  un  certain  mi- 
lieu entre  les  plus  grands  et  les  plus  petits  jours  solaires,  est  telle  que 
si  une  horloge,  réglée  sur  le  temps  moyen,  indique  midi,  à  l'instant 
du  passage  du  soleil  au  méridien,  son  midi  différera,  le  lendemain*,  du 
midi  solaire;  cette  différence  s'accroitra  les  jours  suivants,  mais  sans 
plier  au  delà  d'une  certaine  limite  ;  arrivée  à  cette  limite ,  la  difff  rence 
diminuera  pour  reprendre  entité  des  accroissements,  et  aura  lieu  ainsi, 
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tantôt  eivplus,  tantôt  en  moins ,  de  manière  cependant  que  jamais, 
l'instant  de  départ  étant  convenablement  choisi ,  l'avance  ou  le  retard 
du  midi  moyen  sur  le  midi  solaire,  qui  s'appelle  équation  du,  temps, 
n'excède  777^  de  jour  environ;  on  trouve  l'équation  du  temps ^  pour 
chaque  jour  de  l'année,  dans  le  livré  de  la  connaissance  des  temps  et 
dans  l'annuaire  du  bureau  des  longitudes. 

676.  La  longueur  du  pendule,  qui,  à  la  latitude  de  Paris,  fait  looooo 
oscillations  pendant  un  jour  moyen,  est  de  o"», 741 9070  et  celle  du 
pendule,  qui,  à  la  même  latitude,  divise  ce  jour  en  86400  parties,  est 
de  o™,99385a6;  je  démontrerai ,  dans  la  suite  du  cours,  la  théorie  sur' 
laquelle  ces  déterminations  sont  fondées.  Le  premier  pendule  s'appelle 
pendule  décimal  ^  et  le  second,  pendulesexagésimal.  On  prend  pour 
unité  de  temps  la  durée  d'une  oscillation  ,  ou  de  l'un  ou  de  l'autre,  et, 
lorsque  je  donnerai  des  mesures  absolues  de  durée,  j'aurai  soin  de  dire 
M  elles  se  rapportent  à  la  division  décimale  ou  à  la  division  sexagési- 
male du  jour  moyen. 

Il  suit  de  ce  qui  précède  que,  le  jour  moyen  étant  représenté  par 
l'unité ,  le  jour  sydéral sera  =  0,99726967  ;  la  différence  =  0,00273048 
de  jour  moyen j  et,  en  division  sexagésimale  de  ce  jour,  3',  55",  9091. 
Réciproquement  si  le  jour  sydéral  =:  i ,  le  jour  moyen  =  1,00273791. 

CoBs itération •  géoéralet  gur  les  relations  entre  les  espaces  parcourus  par  un 
point  niatériel ,  et  les  temps  employés  jt  parcourir  ces  espaces.  BiiFéreDtes 
espèces  de  mouvemeots  ^e  comportent  ces  relations.  DéfÎDitions  du  mouve- 
ment uniforme  et  du  mouvement  varié.  Ce  qu'on  entend  par  mouvement  ac~ 
ciléré  et  mouvement  retardé.  Considérations  analytiques  applicables  à  fous 
les  genres  de  mouvements. 

■677.  \a  forte  ou  puissance  étant  une  propriété  de  la  matière,  et 
une  faculté  des  êtres  animés,  dont  la  nature  intime  nous  est  inconnue, 
et  dont  nous  ne  pouvons  nous  faire  une  idée  que  par  ses  effets,  je  dois, 
avant  de  la  conùdérer  comme  produisant  un  mouvement  actuel,  et  de 
poser  les  principes  relatifs  à  sa  mesure  et  à  son  introduction  dans  le 
calcul ,  sous  ce  point  de  vue ,  parler  d'abord  du  mouvement ,  abstrac- 
tion  faite  de  la  cause  motrice ,  et  chercher  k  faire  un  classement  des 
phénomènes  qu'il  offre  à  nos  yeux.  On  verra  bientôt  combien  cet  ordre 
d'exposition  est  utile  et  même  indispensable  pour  la  clarté. 
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Je  ne  considérerai ,  daos  ces  premières  ootions ,  qu'un  seul  corp» 
mobile,  et  même  ce  mobile  sera  réduit  à  n'être  qu'un  point  matériel.  Je 
supposerai  de  plus,  pour  fixer  davantage  les  idées, que  la  ligne  décrite  par 
ce  point  mobile,  dans  l'espace,  est  une  ligne  droite  donnée  de  position 
(juoique  cette  dernière  hypothèse  ne  soit  pas  absolument  nécessaire  à 
rintelligence  de  ce  que  je  vais  dire. 

Dans  cet  état  de  choses,  si ,  en  observant  les  diflP^rents  points  de  la  ligne 
du  mouvement  que  le  mobile  occupe  successivement,  on  observe  simul- 
tanément le  nombre  d'unités  de  temps  indiquées  par  un  chronoAètre, 
et  qu'on  nomme  /  le  nombre  de  ces  unités  comptées  k  l'instant  où  le 
mobile  est  à  une  distance  x  d'un  point  fixe  pris  sur  la  ligne  droite  du 
mouvement,  l'expression  analytique  des  lois  auxquelles  sont  soumis  les 
pliénomènes  apparents  du  mouvement  dont  il  s'agit  ne  pourra  être  que 
renonciation  de  certaines  relations  entre  les  quantités  x  et  ty  quantités 
dont  le  rapprochement  four^ra  bientût  des  bases  importantes  de  théorie. 

678.  Les  résultais  de  ce  rapprochement  seront  donc  énoncés  par  des 
formules  dans  lesquelles  x  etise  trouveront  comtùnécs  ensemble  ;  mais 
ces  quantités  sont  de  natures  différentes  et  il  faut  d'abord  expliquer 
comment  elles  doivent  être  envisagées ,  lorsqu'on  les  introduit  dans  une 
même  équation. 

Une  quantité,  de  quelque  nature  qu'elle  soit,  ne  peut  devenir  l'é- 
lément d'un  calcul  qu'autant  qu'elle  est  raf^rtéc  k  une  unité,  ou  à  une 
autre  quantité  de  même  nature  qu'elle,  dtint  la  fixation  est  arbitraire, 
R>ai»qui,  une  fois  fixée,  ne  doit  plus  changer,  du  moins  tant  qu'elle  est 
employée  dans  un  qiéme  calcul;  l'énoncé  numérique  de  cette  quantité 
n'est  autre  chose  que  Fénoncé  du  rapport  qu'elle  a  avec  la  quantité 
déterminée  choisie  pour  son  unilé\  ainsi  prenant  la  looooo*.  partie  du 
jour  moyen  pour  la  quantité  détermmée  de  temps  qui  doit  servir  d'u  - 
nité  aux  quantités  de  son  espèce,  le  signe  /  n'est  que  l'indication  du 
nombre  de  fois  qu'un  temps  quelconque  contient  ce  temps  déterminé 
égala  la  looooo".  partie  du  jour  moyen.  On  voit,  par  là,  comment  l'in- 
troduction de  t,  dans  te  calcul  n'est  que  celte  du  rapport  entre  deux 
quantités  de  même  espèce,  ou  d'un  nombre  abstrait. 
.  Les  mêmes  raisonnements  s'appliquent  à  la  quantité  x  relativement 
à  l'unité  de  longueur,  et  dès-lors  la  co-existence  de  x  et  <  dans  une 
même  équation  n'ofTce  plus  de  difficulté. 
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^9.  Ces  préliminaires  posés  et  ^  étant  le  signe  de  fonction  .tout  ce 
que  les  ptiéoon>fBes  du  mouvement  rectili^e  d'un  point  matériel 
peuv^t  ofTrir  à  l'apaljTK  doit  pouvoir,  s'exprimer  par  une  équation  qui 
a  pour  symbole  générai 

ou  s'en  déduire ,  les  diverses  espèces  de  mouvement  se  rapportant  à  des 
cas  particuliers  de  cette  équation. 

J'observerai  *  avant  de  passer  à  ces  différents  cas,  qu'on  ne  doit  point, 
en  général,  ainsi  que  les  commençants  sont  presque  toujours  tentés  de 
le  faire,  considérer  ce  comme  l'espace  parcouru  pendant  le  temps  tj 
celte  circonstance  n'a  lieu  que  lorsque  l'équation  ^(x,i)=o  est  telle 
qu'on  a  en  même  temps,  /^o  et  x^oj  dans  tout  les  autres  cas  si 
on  suppose  qu'en  faisant  i=:0,  on  ait  a!=^E,  l'espace  parcouru, 
pendant  le  temps  t  sera  x — Ej  la  constante  E  étant  la  distance  à 
laquelle  le  mobile  se  trouve  du  point  fixe,  pns  sur  la  ligne  du  mouve- 
ment pour  origine  des  iT^  lorsque /=o.  Les  variation»  de  .t  et  /  sont, 
et  seront  dans  ce  qui  suit,  assujetties  &  la  lot  de  continuité. 

680.  Le  cas  de  i'équation  générale  ^(a^^  f)  ==0,  qui  donne  la  relation 
la  plus  simple  entre  les  espaces  ar — £  et  les  temps  t  employés  à  par- 
courir ces  espaces,  a  lieu  lorsque  ^{^x,i)  ^3è —  E — 'Vt  ou  lorsque 

X — E 

— rr=o 

F  étant  une  quantité  constante.  Le  mouvement  qui  comporte  celle 
relation  s'appelle  mouvement  uniforme,  j'en  parlerai  bientôt  avec 
quelque  détail. 

681.  Lorsque  la  i^lation F'=  o  n'a  pas  lieu  le  mou- 
vement prend  la  dénomination  générique  de  mowvement  varié j  ce 
genre  se  sous-divise,  ensuite,  en  deux  classes,  savoir  :  le  mouvetnent 
accéléré  dans  lequel  le  rapport  entre  les  espaces  parcourus  et  les  tempe 
t  employés  à  parcourir  ces  espaces  augmente  avec  tj  etle mouvement 
relardé  dans  lequel  ce  même  rapport  diminue  avec  t. 

68a.  Le  mouvement  uniforme,  dans  lequel  le  rapport  dont  je  viens 
de  parler  est  constant,  peut  ainsi  être  regardé,  soit  comme  le  passage- 
du  mouvement  accéléré  au  mouvement  retardé,  soit  comme  le 
passage  inverse;  de  plus  il  résulte,  de  la  théorie  des  équations»  qu'un 
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iDOUVemeht  peut  être  successivement  accéléré  et  retardé  quoique  sa  loi 
lie  cesse  pas  d'être  eiprimée  par  une  même  équation  formant  un  cas  par- 
ticulier de  l'équation  générale  ^p(^x^t)=:Qj  mais  ^  comme  je  suppose 
que  a;  et  /  sont  assujettis  à  la  loi  de  continuité,  je  puis  présenter  le  clas- 
sement de  l'article  précédent  de  manière  à  indiquer ,  sans  équivoque , 
le  mouvement  qui  a  lieu  à  un  instant  déterminé  en  disant  que  ce  mou- 
vement est  uniforme,  accéléré  ,  ou  retardé,  respectivement,  suivant 

que  —-J — est  constant,  croissant  ou  décroissant  lorsque /varie  d'unequan- 

tité  infiniment  petite.  Je  prends  dl  pour  différentielle  constante  et 
je  conserverai  cette  hypothèse  dans  la  presque  totalité  des  questions  de 
mécanique  auxquelles  l'analyse  devra  être  appliquée. 

683.  L'origine  de  la  variable  x  est ,  d'après  la  convention  faite  art.679., 
à  une  distance  E  du  point  où  le  mobile  se  trouve  lorsque  l'on  compte 
zéro  temps  j  pour  avoir j  à  ce  dernier  point,  l'origine  des  espaces  par- 
courus pendant  les  temps  t,  et  désignés  par  ^,  on  fera  a: — jE  =  ^  et  on 
substituera  ^  +  Eh.  x  dans  l'équation  ^{^.T,t)=.oj  mais  on  a  une 
méthode  générale  pour  déduire,  de  l'équation  ^  (  Xj  /)  =  o ,  une  relation 
entre -des  espaces  quelconques,  désignés  par  e,  et  les  temps,  désignés 
par  Tj  pendant  lesquels  ces  espaces  e  sont  parcourus,  relation  qui,  don- 
nant, par  l'état  de  la  question,  *  =  o  lorsque  r=o,  permet  en  même 
temps  de  placer -rorigine  des  f  à  un  point  arbitraire  de  la  ligne  du  mou- 
vement. Supposant,  pour  plus  de  commodité,  que  l'équation  ^  {.^^^^  =0 
est  résolue  par  rapport  ^x ,  cette  équation  devient 

x=f{t)s 
prenant  l'origine  de  e  à  l'extrémité  d'une  valeur  arbitraire  de  x,  et  faisant, 

etc.  (  il  faut  se  rappeler  que  dt  doit  toujours  être  supposé  constant ,  & 
moins  qu'on  ne  prévierme  qu'il  .est  variable)  on  aura,  par  les  théorèmes 
d'analyse  connus, 

*  =  »•/'(')  +  T'-«/"(')  +  T^  r3/"'(,)  +eK. 
f  i^y^f"  (') J  y"  (')j  ^'c.  représentent  ici  des  constantes  ;  ce  sont 
des  quantités  qui  se  rapportent  à  l'origine  de  r  et  tant  que  cette  origine 
demeure  la  même  les  seules  vaoables  de  l'équation  précédenle  sont 

«  et  r. 
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684.  ^  dans- la  foDCtionj^' (/)  on  substitue  k  tj  t-\-XT,  en  désignant 
par'^.  une  quantité  positive  plus  petite  que  l'unité,  on  aura  par  le  thé- 
orème de  Lagrange 

cette  équation  me  servira  à  éclaircir  quelques  points  de  théorie. 

Propriétéa  du.  mouTMnent  uniforme.  Définilion  de  la  vîtenc.  Mouvcfneoti  Ta- 
ries qni ,  pour  certaines  division»  du  temps ,  oâjent  les  propriétés  du  noi»- 
vement  uniforme. 

685.  On  peut  énoncer  ainsi  la  propriété  fondamentale  du  mouvement 
uniforme:  «  la  ligne  parcourue  par  le  point  mobile  étant  supposée 
«  divisée  en  parties  égales,  les  temps  employés  à  parcourir  chacune  de 
«  ces  parties  seront  aussi  égaux  entr'eux,  quelque  soit  la  distance  entre 
«  deux  points  de  division  consécutifs  de  la  ligne  parcourue.» 

Cette  propriété  fondamentale  est  évidemment  énoncée  par  réquatio» 
de  l'art.  680 

dans  laquelle  x  est  la  distance  à  laquelle  le  mobile  se  trouve,  au  bout 
du  temps  t,  d'un  point  fixe  pris  sur  la  ligne  du  mouvement,  £  ta  dis- 
tance  de  ce  point  fixe  à  celui  où  se  trouve  le  mobile  lorsque  l'on  compte 
zéro  temps  j  et  V  une  autre  constante. 

On  vMten  effet  que  si,  par  exemple,  &  partir  du  point  o&".t==£^  0(1 
porte,  sur  la  ligne  des  Xy  des  divisions  égales ,  la  longueur  d'une  de  ces- 
divisions  ,  que  je  désigne  par  ca  ,  étant  arbitraire ,  les  valeurs  de  a; , 
correspondantes  à  chacune  d'elles ,  de  part  et  d'autre  de  ce  point  où 
x  =  Ej  seront  E+6>jE-\-s.a,E-\-'Se>&iC.E—G>,E—s.<Oje\.c.  et  le» 

valeurs  correspondantes  de  useront  .-^j  ~v~  ' — W'  j^^- ^j 

p^  ^  ^^^'  ^^  manière  que  le  temp  employé  à  parcoupir  l'une 


soit  la  valçur  particulière  de  es.  On  arriverait  à  un  résultat  semblable  en 

plaçant  un  des  points  de  division  partout  ailleurs  qu'au  point  où  x  =  E. 

686.  Les  valeurs  de  x  et  /  étant  quelconques  si  t  augmente  d'une 

unité  de  temps,  ou  de    \" ,  l'équation   a;  =:s  £  +  V^ t   deviendra 
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.T  +  tD=E  +  P'(£+ 1")  eo  désignant  par  a  l'espace  parcouru  par  le 
mobile  pendant  i^' j  retranchant  la  première  équation  de  la  seconde 
on  n  a  =  Vf  d'où  on  conclut  que  la  constante  V  est  l'espace  que  le 
mobile  parcourt  pendant  chaque  unité  de  temps. 

Cette  constante  ^est  une  quantité  que  )'a.^^t\\tcaractéristique,  parce* 
qu'elle  distingue  un  mouvement  uniforme  de  tout  autre  mouvement  du 
même  genre  ;  une  propriété  semblable  i»e  peut  point  appartenir  i  la 
constante  B,  vu  que  cette  constante  dépend  de  la  position  de  l'origine 
des  Xj  laquelle  origine  peut ,  pour  un  même  mouvement,  être  placée  ar- 
bitrairement, au  lieu  que  y  ne  peut  changer  qu'avec  le  mouvement. 

Par  cette  raison  on  a  donné  à  la  caractéristique  V\m  nom  particulier 
et  on  l'a  appelé  vitesse j  l'acception  de  ce  mot  est  parfaitement  con- 
forme &  celle  qui  lui  est  attribuée  dans  le  langage  ordinaire;  on  dit 
qu'un  mobile  se  meut  plus  ou  moins  vite  qu'un  autre,  lorsqu'il  par- 
court iHi  même  espace  dans  un  temps  plus  ou  moins  court,  ce  qui, 
en  présupposant  l'uniformité  du  mouvement,  revient  à  dire  qu'il  par- 
court, pendant  chaque  division  égale  du  temps,  un  espace  plus  ou 
moins  long. 

687.  Lorsque  l'espace  parcouru  pendant  chaque  unité  de  temps 
n'est  pas  immédiatement  donné,  mais  que  l'on  connoit  l'espace  total 
X  parcouru  pendant  un  temps  T,  on  en  conclut  la  vitesse  V  en  subs  - 
tituant,dans  l'équation  de  l'art. 685,  X  à  x — £  et  7* à /^  ce  qui  donne 

y-  j,  ^ 

«  la  vitesse j  dans  le  mouvement  uniforme,  est  égale  à  l'espace  parcouru 
«  divisé  par  le  temps  employé  à  parcourir  cet  espace.  » 

688.  L'équation  VT^Xàt  l'art,  précédent  sert  à  déterminer  l'une 
quelconque  des  trois  quantité  V,  Tet  X  lorsque  les  deiix  autres  sont  * 
connues;  ainsi,  la  vitesse  et  le  temps  étant  les  données,  l'espace  par- 
couru se  calcule  en  multipliant  la  vitesse  par  le  temps;  «  lorsque  ces 
«  données  sont  l'esptace  parcouru  et  la  vitesse  le  temps  se  calcule  en 
«t  divisant  l'espace  parcouru  par  la  vitesse.  » 

Il  ne  faut  pas,  relativement  à  ces  règles  de  calcul,  perdre  de  souve- 
nir les  explications,  consignées  dans,  l'art. 678  ,  sur  la  manière  d'envi- 
sager les  quantités  X  et  T  lorsqu'elles  constituent  les  éléments  d'un 
même  calcul. 
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£89.  Si  plusieurs  points  mobiles  se  meuvent  uniformcment ,  le  mou' 
ventent  de  chacun  d'eux  sera  exprimé  par  une  équation  de  la  forme 
ce  =  E'f-  F^lj  on  peut  supposer  que  tous  ces  mobiles  marchent  sur  une 
même  ligae  droite  ,  et  chercher  leurs  distances  respectives  à  de»  ins- 
tants déterminés ,  les  points  de  ta  ligne  du  mouvement  où  ils  se  ren- 
contrent deux  à  deux,  trois  à  trois,  etc.  les  iostants  de  ces  rencontre» 
etc. }  ces  problèmes  sont  connus  sous  le  nom  Ac  problêmes  des  coût' 
riersj  on  peut  encore  supposer  que  tous  ces  mobiles  circulent  autour 
d'une  même  courbe  fermée  (ce  cas  renferme  les  problêmes  des  aiguilles 
qui  parcourent  un  même  cadran)  ;  dam  ce  cas  les  phénomènes)  dont  je 
viens  de  parler^  se  renouvellent  périodtc)uenneDt ,  et  leurs  époques 
donnent  lieu  ii  des  déterminations  qui  s'obtiennent  généralerrtent,  ainsi 
que  les  Solutions  des  problêmes  des  courriers  ,  par  des  combinaisons 
d'équations  de  la  forme  x'^E-\-  Vtj  ces  problèmes  peuvent  fournir 
une  matière  d'exercice  aux  élèves,  mais  je  ne  m'y  arrêterai  point  vu 
leur  peu  d'utilité;  ils  trouveront  aux  art.  8  et  9  de  ma  Mécanique  phi- 
losophique j  les  formules  générales  qui  les  résolvent. 

690.  J'ai  dit  I  art.  67a ,  à  propos  de  la  mesure  du  temps ,  que  les  os-' 
cillations  du  pendule  étaient  toutes  d'égale  durée ,  mais  que  les  sous-, 
divisions  égales  de  l'arc  décrit  dans  une  oscillation  n'étaient  pas  par- 
courues dans  des  temps.égaux  ;  d'après  cela,  si  on  portait  sur  une  même 
ligne  droite ,  un  nombre  indéfini  de  longueurs  consécutives  et  contigues, 
égales  à  l'arc  décrit  par  le  point  inférieur  du  pendule,  dans  chaque  oscil- 
lation ,  et  qu'un  mobile  parcourut  successivement  ces  longueurs,  ayant, 
ik  un  point  quelconque  de  Tune  d'entr'eUes,  précisément  le  même  mou- 
vement dont  est  doué  le  point  inférieur  du  pendule,  au  point  corres- 
pondant de  l'arc  qu'il  décrit,  i!  résulterait  de  ces  dispositions  que  des  divi- 
sions de  la  ligne  du  mouvement ,  égalés  entr'elles  et  à  un  nombre  enlier 
des  longueurs  dont  je  viens  de  parler,  seraient  parcourues  dans  des  temps 
égauX',  ce  qui  offre,  pour  ce  mode  de  sou3-divi8ion>la  propriété  du  mou- 
vement uniforme,  mais  cette  propriété  n'aurait  pas  lieu  pour  un  mode 
quelconque  ou  arbitraire  de  sous-division  de  la  ligne  du  mouvement. 

L'équation  du  symbole  de  mouvement  uniforme ,  dont  je  viens  de 
parler,  en  ne  le  bornant  pas  au  cas  du  pendule,  mais  en  l'étendant  à  tous 
les  cas  qui  offrent  de*  phénomènes  de  même  espèce ,  est  x^  S  +  Vij 
X  et  C  ont  la  même  signification  que  ci -dessus^  y  est  une  eons- 
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tante  ,  et  S   une  fonction   quelconcjue   ou   arbitraire  des  quantittf* 

la  demi  circonférence  dont  le  rayon  =  i  et  A  le  temps  constant  em- 
ployé par  le  mobile  à  parcourir  une  des  divisions  de  la  ligne  du  mou- 
vement qui  offre  la  propriété  de  l'uniformité.  Il  est  manifeste ,  en 
effet ,  que  0  a  une  valeur  constante  pour  toutes  les  valeurs  t=o , 
t^fcj  e  =  a.k t  =  nkj  n  étant  un  nombre  entier  positif  ou  né- 
gatif. On  trouvera  ,  dans  la  suite  du  cours ,  quelques  exemples  de  l'es- 
pèce de  mouvement  dont  je  viens  dc' parler. 

Pour  voir  les  relations  qui  lient  l'équation  x=  ff+Vt  à  l'équation 
ai=: JE  +  ytj  il  faut  observer  qu'on  satisfait  également  aux  conditions 

de  l'uDiformîté  du  mouvement  par  l'équation  différentielle  —r —  :=o 

et  par  l'équation  aux  différences =  o^*  la  première,  pgr  une 

double  intégration,  conduit  purement  et  simplement  à  la  relation 
a:=É+  Vt^  lés  constantes  arbitraires  étant  £  et  F }  mais  la  seconde, 
d'après  la  théorie  de  la  méthode  inverse  des  différences ,  conduit  à 
une  équation  Hnie  qui  n'acquiert  toute  la  généralité  dont  elle  est  sus- 
ceptible, que  lorsqu'on  y  introduit  la  fonction  arbitraire  Gj  or,  pour 
ramener  l'équatich  finie,  fournie  par  l'équation  aux  diffJ^rences ,  à  la 
forme  a!^=E-\-Vt ,  il  suffît  de  supposer,  dans  0j  l'incrément  du  temps 
infiniment  petit,  c'est-à-dire  de  substituer  à  A_,  la  quantité  -g-  A^  m  é- 
tant  un  nombre  entier  infini ,  positif  ou  négatif;  dès-lors  on  a  ,  pour 

toutes  les  valeurs  possibles  de  /,  sin.      .    ,    =o^*  ces n^=ï» 

et  0  devient  une  constante  absolue. 

Se  U  viteiie  dani  le  mouvement  varié  ea  généra). 

691.  D'après  les  principes  établis  dans  le  chapitre  précédent,  on 
ne  peut  concevoir  une  vitesse  dans  un  mouvement  qu'autant  qu'on 
peut  y  assigner  des  parties  consécutives  et  contigues  d'eispaces  prcou- 
rus,  respectivement  proportionnelles  au  temps  que  le  mobile  employé  . 
ji  les  parcourir,  et  ces  relations  de  longueurs  et  de  temps  sont  incom- 
patibles 
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patibl«s  avec  la  déHaition  du  mouvement  varié  donnée  ,  article  681 , 
lorsqu'oD  y  compare  des  espaces  (înîs  avec  les  temps  finis  employés  à 
les  parcourir.  11  existe  cependant ,  dans  ce  genre  de  mouvement ,  une 
quantité  qui  a  une  valeur  déterminée  pour  chaque  instant,  mais  variable 
d'un  instant  à  l'autre ,  et  à  laquelle  on  peut  rigoureusement  appliquer 
tout  ce  que  j'ai  dit  de  la  vitesse.  Voici  comment  on  obtient  l'expres- 
sion de  cette  quantité,  par  la  considération  des  iiifiniment  petits J 
j'observe,  d'une  part,  que  la  notion  de  vUesse  est  tout-à-fait  indépen- 
dante de  la  grandeur  absolue  de  l'espace  parcouru  ,  d'une  autre  part, 
que  d'après  la  théorie  des  équations  à  deux  variables ,  qu'on  peut  dési- 
gner par  a;  et  /,  si  ^  est  la  différence  entre  deux  valeurs  consécutives 
d'une  des  variables,  de  x  par  exemple,  et  r  la  différence  entre  les  deux 
valeurs  correspondantes  de  l'autre,  l'équation  entre  ^  et  t,  déduite  de 
celle  qui  existe  entre  les  deux  variables  et  qu'on  peut  représenter  par 
a!=J'(t)  ^  approchera 'd'autant  plus  d'être  de  la  forme  «f +  ^T  =  o 
(iz  et  À  se  composant  de  constantes  absolues  et'de  quantités  rapportées 
à  rorlgine  de  ^  et  r  et  considérées  comme  constantes)  que  ^  et  rseront 
plus  petites.  De  manière  que  si  ^  et  rdeviennent  <^.r  et  lit,  la  n«.  partie 
de  iîx  correspondra  à  la  n«.  partie  de  dt,  quelque  soit  le  nombre  nj 
ainsi  x  =y(/)  étant  l'équation  d'un  mouvement  varié  quelconque  et 
5  tix  étant  l'incrément  ie  œ^  ~  </; sera  l'incrément  correspondant  de  t 

,                                        dx        ,                  dt 
et  on  aura,  entre  les  espaces  parcourus et  les  temp»' em  - 

ployés  à  les  parcourir,  les  relations  qui  constituent  un  mouvement 
uniforme  dans  lequel  la  vitesse,  désignée  par  Vj  aura  pour  valeur 
dx        de  dv 

n     '    n  dt 

692.  L'équation  de  l'art.  684  conduit  immédiatement  au  résultat  que 
je  viens  d'obtenir  d'une  manière  d'autant  plus  satisfaisante  qu'elle  four- 
nit la  démonstration  que  j'ai  supposée  connue  du  théorème  sur  la  li- 
mite du  rapport  de  ^  à  t.  En  effet,  on  déduit  de  cette  équation  la  rt- 

lation-2_  =y  (/) -|-i.T/"(i-|-yli-)  dans  laquelle  le  rapport  fini  de 

l'espace  parcouru  ^  au  temps  r  approche  d'autant  plus  d'être  égal  à  la 
quantitéy  (/) ^  constante  par  rapport  à  ^ ,  que  t  est  plus  petit,  et  on 

peut  toujours  donner  à  r  une  valeur  telle  que-= f  {t)  soit  plus 

■  3 
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périt  qu^aiicune  quantité  assignable;  donc,  k  la  limite,  l'équation  qnî 
cxprhne  la  relation  entre  les  espaces  parcourus  f  et  les  temps  r  em- 
ployés à  les  parcourir ,  est  celle  d'un  mouvement  uniforme  dans  lequel 

la  vitesse  serait  égale  kj^  (/)  ou  à  la  valeur  déterminée  qu'a  —j —  à 

Torigine  de  ^. 

693.  La  vitesse  n'est  plus  ici  comme  dans  le  cas  de  l'art.  686  une  quan  - 
tité  caractéristique  qui  distingue  un  mouvement  varié  des  autres  mouve- 
ments du  même  genre  ;  c'est  une  variable  c.qui  a  pour  expression  générale 

et  qui  change,  par  conséquent,  à  chaque  instant.  On  peut  toujours 
assigner  dans  deux  mouvements  variés  quelconques ,  très  -  différents 
d'ailleurs,  les  instants  où  elle  a  une  valeur  commune. 

694.  Le  terme  -y  {t+  àt)  renferme  toutej  les  parties  de  ta  valeur 
de  £  qui  constituent  le  mobile  dans  l'état  de  mouvement  varié j  si 
quelque  changement  k  cet  état  occa»onnait  l'anéantissement  de  ce 
terme,  le  mobile  ne  cesserait  pas  de  se  mouvoir,  mais  sa  vitesse  ces- 
serait de  varier  et  il  continuerait  son  nwuvement  avec  la  vitesse  cons- 
tante y  (;)  ou  — -j — 'j  en  donnant  à  cette  expression  la  valeur  qu'elle 

doit  avoir  au  moment  où  le  changement  de  l'état  du  corps  s'est  opéré. 
696.  Les  élèves  trouveront,  dans  la  suite  du  cours,  quelques  exemple* 
de  mouvements  qui,  par  leurnature,  tendent  k  l'uniformité  et  l'atteignent 
par  fois,  sensiblement,  dans  un  temps  très-court.  Tels  sont  les  mouve- 
ments dans  lesquels  l'équation,  qui  donne  la  vitesse  à  chaque  instant,  est  de 

la  forme  v=  V    ■  .       ,.  ,  a,  b.q.e.actV  étant  des  constantes; 
/i  +  ^e't  ■>     ^    j  1  ■>    '  ' 

les  valeurs  de  ces  constantes  peuvent  ^tre  telles  qu'en  supposant  /  égat 
ù  un  petit  nombre  d'unités,  le  terme  fractionnaire  multiplié  par  Kde- 
vieone,  sensiblement,  ou  l'unité  ou  un  nombre  déterminé,  et  t  pourra,, 
dans  tous  les  cas,  acquérir  une  valeur  qui  remplisse  cette  condition. 

Bu  mouvement  unifier  moment  varié. 

6^;.  Je  dois ,  avant  de  passer  aux  notions  qui  coocerneot  la  foKoe- 
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considérée  relativement  &  la  production  d'uD  mouvement  actuel,  joindre 
à  la  théorie  du  mouvement  uniforme  que  j'ai  exposée  dans  les  art.  685 
et  suivants,  celle  d'une  première  espèce  de  mouvanent  varié,  dont  il 
est  important  que  les  élèves  se  rendent  les  formules  très -familières. 

Le  mouvement  dont  je  parle  et  qu'on  appelle  mouvement  unifor- 
mément varié  est  celui  dans  lequel  il  existe  entre  les  augmentations  ou 
les  diminutions  de  vitesse  du  mobile,  et  les  temps  pendant  lesquels 
ces  ciiangemens  de  vitesse  s'opèrent,  précisément  les  mêmes  relations 
assignées ,  art.  685 ,  dans  le  mouvement  uniforme ,  entre  les  espaces 
parcou/us  et  les  temps  employés  à  parcourir  ces  espaces,  relations  qui 
caractérisent  ce  dernier  mouvement  ou  le  constituent  ce  qu'il  est. 

Le  moMvement  uniformément  varié  est  désigné  particulièrement 
pqr  les  noms  de  mouvement  uniformément  accéléré  ou  uniformé- 
ment retardé j  respectivement,  suivant  que  la  vitesse  croit  ou  diminue 
lorsque  le  temps  augmente- 

697.  Il  s'agit  donc,  pour  exprimer  analytiquement  les  loïx  du  mou- 
vement iinijbrmément  varié,  de  poser  une  équation,  entre  les  vitesses 
V  et  les  temps  t ,  énonçant  que  les  variations  de  v  sont  proportionnelles 
aux  variations  correspondantes  de  tj  cette  équation,  entre  c  et  /_,  doit 
évidemment  être  de  la  même  forme  que  l'équation»  entre  x  et  t,  de 
l'art.  685,  c'est-à-dire  qu*on  a 

i'=V±gts 
les  signes  supérieurs  et  inférieurs  se  rapportent,  respectivement,  aux 
cas  des  mouvements  uniformément  accéléré  et  uniformément  re  - 
tardé ,  U  H  g  sont  deux  constantes  ;  la  première  est  la  vitesse  qui  a 
lieu  loi'squc  l'on  compte  zéro  temps  de  la  même  manière  que  dans 
l'équation  de  l'art.  685,  £"i'(ait,  pour  le  même  cas  de  t  =  o,  la  valeur 
correspondante  de  x  où  la  dislance  du  mobile  a  un  point  fixe  prb  sur 
la  ligne  du  mouvement. 

La  vitesse  acquise  dans  le  mouvement  uniformément  accéléré  ou 
perdue  dans  le  mouvement  uniforniémcnt  retardé,  depuis  l'origine  du 
temps  t,  est,  respectivement,  v — V  ou  U — c,  quantité  proportion- 
nelle à  /,  comme  l'était  x  —  £  dans  ï'équation  de  l'art.  685. 

698-  De  plus  la  constante  ^'*è¥  la  caractéristique  d'un  mouvement 
uniformément  varié,  considéré  en  particulier,  c'est-à-dire  la  quantité 
qui  distingue  ce  mouvement  de  tout  autre  mouvement  de  son  espèce. 
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comme  la  quantité  V  était  ta  caractérisnqne  du  mouvement  uniforme. 
En  effet  la  constante  £7  de  l'équation  c^fif  +  ^i,  ou  la  vitesse  initiale 
peut  être  commune  à  une  infinité  de  mouvements  uniformément  variés, 
différents  les  uns  des  autres,  mais  g,  pour  chacun  de  ces  mouve- 
ments, ne  peut  pas  changer  sans  que  ce  mouvement  ne  change. 
.  La  propriété  caractéristïtine  dont  je  viens  de  parler  devient  mani- 
feste si  on  observe  que  cette  quantité  g  est,  suivant  que  le  mouvement 
est  accéléré  ou  retardé,  l'augmentation  ou  la  diminution  de  vitesse  que 
le  mobile  éprouve,  dans  le  cours  de  son  mouvement,  pendant  chaque 
unité  de  temps  ;  car  si  on  substitue  /  +  i"  Ji  t,  ce  qui  donnera 
/=  ?7  +  ^(£+i")j  et  qu'on  retranche  de  cette  équation  l'équation 
v=  V  +  gt  on  aura^=:  +  (f'  —  f)_,  les  si^es  supérieur  et  inférieur 
se  rapportant  encore ,  respectivement,  au  cas  du  mouvement  accéléré, 
et  à  celui  du  mouvement  retardé. 

699.  J'ai  dit  art.  686  qu'on  avait  désigné,  par  un  nom  particulier,  hi- 
caractérislique  V }  on  en  a  aussi  donné  'ati^\A  caractéristique  ^qui 
s'appel le_yo«re  accélératrice.  Je  reviendrai  bientôt  sur  cette  eipression. 

Lorsque  qu'est  pas  donné  immédiatement,  et  qu'on  connait  la  vitesse- 
^gagnée  ou  perdue  pendant  un  temps  T,  c'est-à-dire  ajoutée  à  celle 
que  le  mobile  avait  déjà  au  commencement  de  ce  temps  T  ou  retran- 
chée de  cette  vitesse  initiale,  on  peut  déterminer  ^ç-  par  le  moyen  de  W 
et  Tj  en  substituant,  dans  l'équation  v —  V ^=-^gt^  Wh.  v — Z7et  T 

W 
\i.  t i  ce  qui  donne  W=  -^gT  et  ^  =  +  — =-  ■ 

Au  moyen  de  cette  équation  Tf^=  "^g  T  l'une  quelconque  des  trois 
quantités  fV,  g  et  Tse  détermine  par  les  deux  autres. 

jl  est  inutile  d'insister  sur  l'analogie  qui  «xiste  entre  ce  que  je  viens 
de  dire  dans  cet  article  et  le  précédent  et-  ce  que  j'ai  expliqué  dans 
les  art.  687  et  688  sur  la  quantité  f^  sa  détermination  par  l'équatioD 
X  =  VTçt  la  dépendance  mutuelle  des  quantités  X,  V  et  T. 

700.  Ainsi  l'analyse  des  lois  du  mouvement  uniformément  varié, 
considéré  quand  à  la  relation  entre  les  vitesses  et  les  temps,  est  abso- 
lument la  même  que  celle  des  lois  du  mouvement  uniforme,  les  for- 
mules de  l'un  devenant  celles  de  l'autre  par  le  simple  changement  de 
>■  en  a;  et  de  la  signification  des  lettres  qui  repr-ésentent  les  constantes. 

L'ejameo  des  relations  entre  les  espaces  parcourus  et  les  temps  »a 
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nous  faire  découvrir  des  propriétés  qui  sont  particulières  au  mouvement 
uniformément  varié. 

Continuant  à  désigner  par  x  la  distance  W  laquelle  le  mobile  se  trouve, 
au  bout  du  temps  i^  d'un  point  fixe  pris  sur  la  ligne  droite  de  son 
mouvement,  j'observe  que,  d'après  la  valeur  générale  de  ta  vitesse 
donnée    art.  698  ,  je  puis  dans  l'équation  c  =  £/  +  ^/  substituer 

—  ,--  à  »*  ce  qui  donne 

dx=^Udt±gtdt (1) 

et  en  intégrant 

ir=£+  Ul±^gt* {2) 

les  signes  supérieur  et  inférieur  continuent  à  se  rapporter,  respective, 
ment,  au  cas  du  mouvement  accéléré  et  à  celui  du  mouvement  retardé. 
£  est  la  constante  arbitraire  introduite  par  l'intégration;  c'est  la  dis' 
tance  à  laquelle  le  mobile  se  trouve  de  l'origine  lorsque  Ton  compte 
zéro  temps. 

■jQi.  X  —  E  est  l'espace  parcouru  pendant  le  temps  /  et  cet  espacé 
se  compose  i^  d'un  espace  Ut  proportionnel  au  temps  /  et  égal  &' celui 
que  le  mobile  aurait  parcouru  d'un  mouvement  uniforme  si,  depuis 
l'origine  de  t^  il  n'eût  été  animé  que  de  la  vitesse  constante  et  initiale 
l] }  sP,  d'un  espace  +  7  gt*,  proportionnel  au  carré  du  temps  et  à  la 
caractéristique  g  :  c'est  l'expression  i  jgi*  qui  détermine  la  variation 
du  mouvement^  lequel,  sans  cette  expression,  serait  uniforme. 

702.  Je  puis,  pour  simplifier  et  sans  nuire  à  la  généralité  des  résultats, 
supposer  que  le  mobile  se  trouve  à  l'origine  des  x  lorsque  l'on  compte 
iéro  temps  et  les  équations  du  mouvement  uniformément  varié  deviennent 

f,==u±gt (0 

is=^Vt±igt' (a) 

Tous  les  problêmes  relatifs  au  mouvement  uniformément  varié  se 
résolvent  par  ces  deux  équations,  mais  on  peut,  pour  plus  de  facilité, 
en  éliminant  t,  déduire  de  leur  combinaison  une  relation  immédiate 
entre  les  espaces  parcourus  et  les  vitesses,  relation  dpnnée  par  l!équa- 
tioQ  suivante  i 

c» — U' 

a:=  +  -il__ti_  .. (3) 

~  S.ff  '■    ' 
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703.  Si  on  suppose  de  plus  que  la  vhesse  initiale  2/estégaleà  zéro,  les 
formules  applicables  au  mouvement  uniformément.accéléré  deviennent 

la  vitesse  absolue,  au  bout  du  temps  t,  est  proportionnelle  à  ce  temps, 
l'espace  parcouru  est  proportionnel  au  quatre  du  temps  employé  par 
le  mobile  à  parcourir  cet  espace,  ou  au  quarré  de  la  vitesse  acquise 
pendant  le  même  temps. 

704.  Dans  cette  dernière  hypothèse,  si  le  mobile,  après  avoir  ac* 
quis  la  vitesse  gt,  au  bout  d*un  temps  /  pendant  lequel  il  a  parcouru 
l'espace  ~ gl'^  continuait  à  se  mouvoir,  pendant  un  second  intervalle 
de  temps  t,  égal  au  prethier,  non  d'un  mouvement  accéléré,  mais  d'un 
mouvenlent  uniforme,  en  conservant  la  vitesse  gt ,  il  parcourrait  art. 
668,  en  vertu  de  cette  vitesse ,  pendant  ce  second  temps  t,  un  espace 
égal  à  ^/  X  ^  ou  à  gl^  double  de  l'espace  ^gl^  parcouru  d'un  mouve- 
ment accéléré  pendant  le  premier  temps  t. 

On  tire,  de  cette  propriété  du  mouvement  uniformément  varié,  une 
conséquence  remarquable  relativement  à  la  valeur  de  la  caractéristique 
gj  si  le  premier  temps  t  est  égal  à  l'unité,  la  vitesse  acquise,  pendant 
ce  temps,  sera  g  et  l'espace  parcouru  ~gj  d'où  on  déduit  le  théorème 
suivant  :  «  ]a  force  accélératrice,  dans  le  mouvement  uniformément  ac- 
«  céléré,  qui,  art.  698,  est  ta  valeur  de  la  vitesse  gagnée  par  le  mobile 
«  pendant  chaque  unité  de  temps,  est  aussi  celle  du  double  de  Tespace 
«  parcouru  pendant  la  première  unité  de  temps ,  la  vitesse  Initiale ,  celle 
«  qui  a  lieu  lorsque  l'on  compté  zéro  temps,  étant  3up|X)sée  huile.  » 

■joh.  Dans  le  cas  du  mouvement  uniformément  retardé  dont  les 

'  u% ,,s 

équations  sont  v=V-^gt,  x^=lJt — \gl',^tx= ,  la 

caractéristique  g  prend  le  nom  de  force  retardatrice  j  l'équation 
g=  fait  voir  que  cette  caractéristique  a  pour  valeur  la  vi- 
tesse perdue  pendant  chaque  unité  de  temps.  Si  on  veut  rapporter  la 
va'leur  de:  cette  même  caractéristique  k  une  certaine  portion  de  l'es- 
pace parcouru  par  le  mobile,  dans  le  cours  de  son  mouvement,  ainsi 
qu'on  l'a  fait ,  à  l'art,  précédent ,  pour  le  cas  àfi  la  force  accélératrice ,  il 
ffiut,  pour  plus  de  commodité,  prendre  l'origine  des  temps  H  l'instant  où  la 
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vitesse  initiale  Z7  se  trouve,  par  les  diminutions  graduelles  qu'elle 
éprouve ,  entièrement  épuisée ,  c'est-à-dire  k  l'instant  où  f  =  o ,  ce  qui 

arrive  après  un  temps ,  le  mobile  étant  alors  k  la  distance 

'^  *^     g  --ig 

de  son  point  de  départ,  et  déterminer  les  positions  de  ce  mobile  par 
ses  distances  au  point  oîi  il  a  ainsi  perdu  toute  sa  vitesse  ■■,  en  consé- 
quence on  fera,  dans  la  i"*.  et  là  3".  des  équations  ci-dessus  rappor- 
ts '■  t/» 

tées, /= T_,  a:  = £  et  les  relations  entre  ^,  r  et  v 

g  '      ^^ . 

seront,  exprimées  par  les  équations 

v^^TS  $=  —  j  d'où^  =  f^r».  . 

dans  riiypothèse  de  r=i"  on  a  c=^et  ^  =  Tgj  d'où  on  conclut  que 
\z.  force  retardatrice  g  est  double  de  la  distance  à  laquelle  le  mobile 
se  trouve  du  point  où  sa  vitesse  initiale  est  anéantie ,  lorsque  le  temp,' 
qui  lui  est  nécessaire  pour  arriTef  fi  ce  point,  est  égal  à  Kunité. 

J'observerai',  avant  d'aller  pliis  loin ,  et  k  propos  de  l»  force  accélê' 
ratrice  et  de  \&  forer  retardatrice  ^  dont  j'ai  donné  la  définition  et  1» 
valeur,  que  l'intelligence  di;  la  signification  de  ces  deux  dénominations^ 
quoique  le  mot  force  y  soit  introduit,  est  cependant  tout-à-fait  indé- 
pendante de  la' considération  de  la  cause  motrice,  et  porte  entièrement 
sur  la  considération  des  effets  ou  pFiénomèneis ,  ce  qui  est  une  consé  - 
quence  manifésïe  de  tout  ce  que  j'ai  dit  depuis  l'art.  677. 

706.  Pendant  la  durée  du  mouvement  qui  suif  l'instant  où  la  vitesse 
initiale  s'est  trouvée  épuisée  ,  la  valeur  de  c=  U — gt  devient  néga- 
'  tive  ,  parcequ'on  a  gt'^.U ,  et  c'ette  valeur  est  continuellement  crois- 
sante ,  en  conservant  le  signe  négatif.  La  valeur  de  ^  =  — — ~ 

conserve  encore  le  signe  positif,  mais ,  de  croissante  qu'elle  était ,  de- 
puis /  =  o.  jusqu'à  /= ,  elle  devient  décroissante,  tellement  que 

le  mobile  se  retrouve  au  point  de  départ  lorsque  Ife  quarré  f"  est  re- 
redïvenu  égal  à  V^,  ou  a  repris  la  valeur  qu'il  avoit  à  l'instant  où  on 
comptait  zéro  temps.  A  partir  de  ce  même  instant,  x  devient  négatif 
et  ses  valeurs  négatives  ont  des  accroissements  sans  limites.  Je  revien- 
drai sur  ces  divers  phénomènes  de  mouvement  lorsque  je  traiterai  di» 
mouvement  des  corps  graves  considéré  avec  les  diverses  circonstances' 
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physiqun,  par  lesquelles  il  est  modifié  dans  le  passage  de  ces  corpe  au 

travers  de  l'atmosphère. 

Application  de  la  théorie  du  mouvement  unirormément  varié   au  mouvement 
vertical  des  corpi  graves  daiu  le  vide. 

707.  J'ai  dit  art.  667  que  Galilée  avait  posé  les  premiers  fondements 
de  la  dynamique j  ses  principales  découvertes  sur  cette  science,  ab- 
solument ignorée  avant  lui,  sont  les  lois  du  mouvement  composé,  dont 
je  parlerai  bientôt,  et  les  lois  du  mouvement  des  corps  graves  pr^s  de  ta 
surface  de  la  terre.  Il  a  reconnu ,  sans  le  secours  de  l'observation  et  par  la 
seule  force  de  son  génie ,  que  ces  dernï&res  lois  étoîent  celles  du  mouve- 
ment uniformément  varié,  exposées  dans  le  chapitre  précédent  ;  et  il  a 
établi  àprioriXa.  théorie  de  ce  mouvement  par  la  méthode  synthétique 
des  anciens.  Les  moyetis  de  soumettre  les  phénomènes  de  la  chute  des 
graves  à  des  expériences  précises  n'ont  été  imaginés  qu'après  lui. 

708.  Je  vais  parler  des  lois  de  ces  phénomènes  comme  de  vérités  de 
fait,  parfaitement  constatées,  lesquelles,  d'une  part,  fourniront  des  quan  - 
tités  ou  des  nombres  absolus  qu'on  a  très-souvent  occasion  d'employer 
dans  les  formules  et  les  calculs  de  dynamique,  et  d'une  autre  part  ser- 
viront de  confirmation  aux  principes  reçus  sur  la  mesure  des  forces. 

Si  on  suppose  qu'un  point  matériel  libre  et  pesant  est  abandonné 
k  la  pesanteur,  dans  le  vide,  sans  vitesse  initiale,  il  se  mouvra  dans 
une  ligne  verticale  ;  prenant ,  à  son  point  de  départ,  l'origine  des  es- 
paces parcourus  x,  comptant  zéro  temps  au  moment  de  ce  départ,  et 
désignant  par  v  la  vitesse  acquise  au  bout  du  temps  t ,  les  relations 
entre  les  espaces  parcourus,  les  vitesses  et  les  temps,  seront  celles 
qu'expriment  les  équations  de  l'art.  703. 

.      ,  *^ 

On  pourra  donc,  dès  qu'on  connaîtra  une  seule  des  indéterminées  x , 
V  ou  /^assigner  les  deux  autres  en  nombres  si  on  connait  la  constante 
ou  caractéristique  g.  Or  la  valeur  de  cette  caractéristique,  déduite  de 
l'observation  et  du  calcul  par  les  moyens  que  j'indiquerai  dans  la  suite 
du  cours,  est,  au  niveau  de  ta  mer  et  à  la  latitude  de  Paris,  égale  à 
9B>,8o9-  Il  suffit,  dans  presque  tous  les  cas  d'application,  d'employer 

h: 
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le  nombre  9",8l  et  on  le  fixera  dans  sa  m^-moire  en  obseiwant  que 
les  parties  de  ce  nombre  qui  se  trouvent  k  gauche  et  k  droite  de  la 
Tii^ule  sont,  respectivement,  les  2*.  et  4".  puissances  de  3. 

709.  La  caractéristique  ou  force  accélératrice  9™,8i,  constante  au 
niveau  de  la  mer  sous  te  parallèle  de  Tobservatoire  de  Paris ,  varie  - 
arvec  la  latitude  en  la  supposant  toujours  prise  au  niveau  de  la  mer; 
elle  a,  depuis  l'Equateur  jusqu'au  Pôle,  des  augmentations  proportion- 
nelles au  carré  de  la  latitude,  et  en  désignant  cette  latitude  par  L  on 
a  en  général, 

L-uniio  i,  lemp.  «t  f      .      .  .  ,  g^  7,3oo58  +  o,o3863  sin.»  L  J. 

une  partie    du    jour  )  «■         / 

moyen  égal  a  (-«tÎ-tî-  •  •  ■  S=  9>77S^°  +  o,o5l74  sin."  Lj 

le  terme  constant  du  3*.  membre  est  la  valeur  de  g  sous  l'Equateur  ;  si 
on  veut  prendre  pour  type  la  valeur  de  g  sous  le  parallèle  moyen  on 
employera  les  deux  équations  suivantes  qui  ont  les  premiers  termes 
de  leurs  %*.  membres  égaux  k  la  valeur  de  g  sous  ce  parallèle  moyen. 

L'unitédefeii.p.e.t(_^___  _         *-=7,3i989  —  o.oigSi.  cos.  sX^- 
uii«  partie  au  jour  ) 
moyen  égale  à  /^btU»    •  *  ■  *  f^9.8o567 — o,oa587  COS.  a  Z^* 

toutes  ces  valeurs  sont,  ainsi  que  j'en  ai  prévenu,  prises  à  la  surface  de 
la  mer,  mais  à  partir  d'un  point  quelconque  de  cette  surface  la  valeur 
de  g  varie  encore  à  mesure  qu'on  s'élève;  je  donnerai ,  dans  la  suite  du 
cours,  la  loi  de  celte  variation  en  hauteur  quand  j'aurai  expliqué  la 
théorie  sur  laquelle  sa  loi  est  fondée- 

710.  Tous  ce  que  j'ai  dit  depuis  l'art,  707,  convient  particulièrement 
au  cas  du  mouvement  vertical  de  descente  d'un  corps  grave;  ce  corps, 
pour  se  mouvoir  verticalement  de  bas  en  haut,  doit  avoir,  au  point  de 
départ,  une  vitesse  initiale  qui  diminue,  ensuite,  graduellement  jusqu'à 
ce  qu'elle  soit  éteinte;  lorsque  cette  vitesse  initiale  se  trouve  épuisée 
le  corps  est  parvenu  au  point  culminant  de  sa  marche  ;  à  ce  point  il 
se  trouve  dans  le  cas  d'un  corps  grave  libre  et  abandonné  sans  vitesse 
initiale  ti  la  tendance  qu'il  a  à  descendre  et  à  laquelle  il  cède  pour  se  mou- 
voir de  haut  en  bas  pendant  un  temps  indéfini  ;  toutes  ces  circonstances 
sont  exprimées  par  les  équations  du  mouvement  uniformément  refar/ié 
données  art.  705,  et  contenant  la  caractéristique  g  laquelle  conserve, 
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(1*aprè3  I9  dôiinition  de  ce  mouvement,  la  même  valeur  tant  dans  la 

marche  directe  que  dans  la  marche,  rétrograde  du  mobile. 

Le  raisonnement  et  l'expérience  s'accordent  pour  prouver  que  les 
mêmes  équations  représentent  les  phénomènes  des  mouvements  suc- 
cessifs d'ascension  et  de  descente  d'un  grave  lancé  de  bas  en  haut  avec 
'  une  vitesse  initiale.  Je  ne  dois  en  ce  moment ,  d'après  la  manière  dont  je 
suis  convenu, art. 677,  d'envisager  le  mouvement,  donner  cette  propo- 
sition que  comme  l'énoncé  d'une  vérité  de  fait,  cependant  on  s'assurera 
aisément  que  le  mouvement  vertical  et  ascensionnel  des  graves  est 
uniformément  retardé  avec  une  caractéristique  négative  numéri  - 
qiitment  égale  à  celle  du  mouvement  uniformément  accéléré  de 
leur  chute,  sî  on  considère  que  la  cause  motrice  qui,  pendant  chacun 
des  éléments  égaux  de  temps  dt  de  la  descente  d'un  mobile,  ajoute  à 
sa  vitesse  acquise  un  élément  de  vitesse  constant  dv ^  en  agissant  sur 
lui  dans  le  sens  de  son  mouvement,  doit,  lorsqu'elle  agit  dans  un  sens 
contraire  à  celui  de  ce  mouvement,  c'est-à-dire  lorsque  le  corps 
monte ,  retrancher ,  pendant  chaque  instant  dt  de  sa  vitesse  actuelle ,  le 
même  élément  de  vitesse  qu'elle  y  ajoute  dans  le  cas  de  la  descente. 
Les  équations  de  l'art.  706  sont  donc  applicables  aux  mouvements 
successifs  de  montée  et  de  descente  d'un  grave  lancé  verticalement  de 
bas  en  haut  avec  une  vitesse  initiale,  et  la  constante  g  doit,  dans  l'ap  - 
plication  dont  je  parle,  avoir  pour  valeur  numérique  9«j8i  à  la  la-  ■ 
titude  de  Paris  et  au  niveau  de  la  mer,  les  valeurs  numériques,  au 
même  niveau  et  à  différentes  latitudes,  devant  se  calculer  d'après  les 
formules  de  l'art.  709. 

j/a pa 

711.  D'après  le  contenu  de  l'art,  précédent  et  l'équation  x  = 

de  l'art.  706,  si  un  corps  pesant  est  lancé  dans  le  vide,  de  bas  en  haut, 
avec  une  vitesse  initiale  V ,  le  maximum  de  la-  hauteur  à  laquelle  il 

s'élèvera    sera  ;  mais,  d'après  l'équation  se  = de  l'art.  708 , 

^g  ig  ' 

ce  corps  grave  ,  supposé  libre  et  abandonné  à  lui  même  sans  vitesse 

initiale,  aura  acquis  la  vitesse   V  lorsqu'il  sera  tombé  d'une  hauteur 

,  d'où  on  conclut  «  qu'un  corps  pesant  lancé  de  bas  en  haut  avec 

«  une  certaine  vitesse  U ^  s'élève,  dans  le  vide,  à  la  même  hauteur  X 
«  de  laquelle  il  faudrait  qu'il  tombât  pour  acquérir  cette  vitesse  U. 
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Z7  est  ce  qu'on  nomme  la  vitesse  due  à  la  hauteur  %,  et  réci- 
proquement Xs'appelle  la  hauteur  due  à  la  vitesse  V. 

Comparâifon  d'un  mouTement  varié,  d'une  manière  quelconque,  avec  le  moa- 
vement  uDiforméroeut  varié.  De  la  quantité  qui,  dans  un  roouveinent  quel- 
conque ,  a  le  Dom  Ae  force  accélératrice. 

712.  J'ai  expliqué,  art.  697,  698  et  690,, tout  ce  qui  était  relatif  à 
la  quantité  appelée yb/rc  accélératrice ,  dans  le  mouvement  uniformé- 
ment varié  ;  je  vais  ,  maintenant ,  déterminer  une  quantité  analogue  , 
dans  le  mouvement  varié  d'une  manière  quelconque,  en  le  comparant 
avec  le  mouvement  uniformément  varié  et  en  employant  une  marche  de 
raisonnement  semblable  k  celle  par  laquelle  j'ai  déduit,  art.  691  et  692, 
la  notion  et  la  valeur  de  la  vitesse,  dans  le  mouvement  varié  en  g^é- 
ral,  de  la  comparaison  de  ce  mouvement  avec  le  mouvement  uniforme. 

La  valeur  instantanée  de  la  vitesse  Vj  pour  un  mouvement  quel« 
conque,  dans  lequel  x=f{t)  exprime  la  relation  entre  les  espaces 

dx 
parcourus  et  les  temps,  est,  art.  6^2,  f=  —^ — ^J''(t)j  j'appelle 

v'  la  valeur  de  c  au  bout  du  temps  /+  r^  et  faisant  / — v  =  Vj  j'ob- 
serve que  plus  w  et  T  seront  petits ,  plus  le  rapport s'approchera 

dv 

prochera  d'être  égale  hf  {t)  +  ^Tj  <p  étant  une  quantité  constante  pen- 

.    dant  le  temps  tj  (la  quantité  —j~  appartient  à  l'origine  de  w  et  T  et 

doit  être  considérée  comme  une  constante  dans  l'équation  qui  exprime 
la  relation  entre  ces  variables  v  et  t);  mais  /  ^y  (t)  +  4>T  est, 
art.  701,  l'équation  d'un  mouvement  uniformément  varié,  dans  lequel 
J'  (t)  est  la  vitesse  initiale,  celle  qui  a  lieu  lorsque  r=o,  et^  lacarac- 
téristù/ue  ou  force  accélératrice ,  art.  698  et  699 ,  la  vîtewe  v  gagnée 
pendant  le  temps  r  ayant,  pour  valeur,  v  =  ^t.  On  rattache  donc,  de 
celte  manière ,  les  phénomènes  d'un  mouvement  varié  en  général,  h  ceux 
du  mouvement  uniformément  varié,  et  l'identité  devient  rigoureuse  en 

supposant  r  infiniment  petit  ;  dans  ce  cas,  chaque  valeur —  ,  répond 

.  à  une  valeur (n  étant  un  nombre  positif  quelconque  plus  grand  que 

l'unité)  et  l'équation  v  =  4>Tj  dans  laquelle  t»  et  r  deviennent  respec- 

I  >      1  ,         ^^  ddx         _„ ,  , 

tivement  ds>  et  dt ,  donne  .  .  .é  =  — p-  =  — ; —  =/"(/) 

'  ^         dt  dl^        •*     ^  ' 

celte  quantité  remarquable  ^ ,  dont  nous  aurons  &  faire  un  usage  conti  - 

□uel  dans  la  Dynamique  ,  doit  porter  le  même  nom  que  son  analogue 
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dans  1r  mouvement  uniformément  varié  ;  nous  l'appellerons,  eti  consé- 
mtcnce,Jbrce  accélérairice.  Je  crois  devoir  répéter  ici  l'observation,  déjà 
consig'ce  à  l'an.  706,  que  quoique  l'usage  ait  introduit  le  mat  force 
dan-i  crttc  dénomination,  cependant  la  considération  de  la  cause  mo- 
trice, peut  ôlre,  relativement  à  l'objet  que  j'ai  en  vue  dans  ce  chapitre 
et  le  précédent,  séparée  de  la  notion  de  la^rec  accélératrice  qui  ne 
porle  que  sur  les  pnénomènes  de  mouvement  dont  les  lois  sont  censées 
oonnérs  par  le  fait.  Le  signe  ^  représenie  ici  un  e^cl  analogue  à  celui 
OLiC  j'ai  désij^né,  art.  698,  par  le  signe  ^,  en  traitant  du  mouvement  uni- 
foriiiémnet  varié  ;  cet  effet  est  le  changement  de  vitesse  du  mobile , 

=  — — -  X  dv{\&  seconde  est  prise  pour  unité  de  temps)  qui  aurait  lieu 

si ,  pendant  l'unité  de  temps ,  le  rapport  — —  _,  ou  l'une  des  quantités 
ddx  '^^ 

dl» 

le  cas  général  actuel  et  le  cas  particulier  du  mouvement  uniformément 
varié,  consiste  en  ce  que,  dans  celui-ci,  1'^^/ est  réellement  produit, 
au  lieu  que ,  dans  le  cas  général ,  il  est  simplement  hypothétique. 

713.  Il  résulte  des  rapprochements,  précédemment  faits ,  entre  les 
mouvements  uniforme  ^  uniformémenL  varié  et  un  mouvement  varié 
suivant  une  loi  quelconque  et  formant  îin  cas  particulier  de  l'équation 
gém'rale  x:=f(l),  que  dans  le  développement  de  la  valeur  d'e  (voyez 
pour  la  notation  l'art.  683). 

<=  «•/'  (')  +  T''/"(')  +  -iV/"'(')  +  "<:• 
i".  Les  coefficients  de  r  et  de-ï-*'  sont,  respectivement,  la  vitesse  et  la 
force  accélératrice  à  l'origine  de  r  ou  à  la  lin  de  /;  a",  le  mouvement, 
dont  il  s'agit  ne  diffère,  pendant  la  durée  de -r,  d'un  mouvement  unîfor- 
mémentvarié ,  dont  le  double  du  coefficient  de  r»  est  la  caractéristique 
o\x  force  accélératrice,  que  par  les  termes  contenant  les  puissances  de  r 
égale  et  supérieures  à  la  troisième,  et  ne  diflere  d'un  mouvement  uni- 
forme ,  dont  le  coefficient  de  r  est  la  caractéristique  ou  la  vitesse  j 
que  par  les  puissances  de  r  égale  et  supérieures  à  la  seconde. 

Ainsi  le  mouvement  qui  alieu  pendant  le  temps  rapproche  d'autant 
plus  d'être  un  mouvement,  soit  uniformément  varie,  soit  uniforme , 

3ueTest  plus  petit,  ce  qui  est  sur- tout  sensible  lorsqu'on  met  la  valeur 
e  e  sous  l'une  des  formes  finies  e  =  rf  ( / )  -I-  y  t^f"  (t  +  ÀT)j 

A  et  À'  étant  deux  nombres  positifs  plus  petits  que  l'unité;  il  faut 
seulement  remarquer  qu'en  général  la  valeur  rigoureuse  de  e  converge 
plus  rapidement  vers  celle  qui  convient  au  mouvement  uniformément 
■yarié  que  vers  celle  qui  convient  au  mouvement  uniforme ,  ou  ,  en 
d'autres  termes,  que,  pour  une  petite  valeur  déterminée  de  r,  on  com- 
met une  plus  grande  erreur  en  calculant  e  dans  l'hypothi-se  du  mou- 
vement uniforme  qu'en  le  calculant  dans  celle  du  mouvement  unifor- 
i.mément  varié. 
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Ces  résultats,  ramenée  à  des  considérations  géométriques,  se  trouve - 
roient  liés  à  la  théorie  des  osoulations  de  différents  ordres. 

Clasaement  des  effete  dynamiques  produits  par  une  foreo  sur  un  corps.  Cas 
où  la  force,  après  la  génération  instantanéfl  d'une  vitesse  finie,  cesse  d'a- 
gir sur  le  mobile.  PhéaomètieE  qui  ont  lieu  lorsque  ce  mobile  est  ainsi  aban- 
donoé  à  lui  même.  De  la  force  d'inertie, 

714.  Les  notions  et  les  principes  établis  dans  les  deux  chapitres  précé- 
dents, sur  les  différentes  espèces  de  mouvement,  sur  les  quantités  carac* 
tcrisfiques  qui  entrent  dans  leurs  équations,  ou  qui  s'en  déduisent^ 
étaient  indispensables  pour  l'intelligence  de  ce  qui  me  reste  à  dire  sur  la 
comparaison  et  la  mesure  des  forces ,  envisagées  sous  te  point  de  vue  qui 
intéresse  la  Dynamu^ue  j  je  vais  faire  un  premier  usage  de  ces  notions, 
pour  rapporter  à  des  idées  nettes  et  classer  les  divers  effets  dynamiques 
d'une  forée  sur  un  corps  qui  sera  d'abord  censé  être  un  point  matériel. 

Ce  mobile ,  mis  en  mouvement  par  la  force ,  se  meut ,  à  un  instant 
quelconque,  aVec  une  certaine  vitesse  et  dans  une  certaine  direction;  or,- 
on  peut  imaginer  qu'il  a  acquis  cette  vîtesse  par  l'action  instant'ailée 
d'une  cause  motrice  qui,  après  la  lui  avoir  impnmée.a  cessé  d'agir'surtui, 
ou  qu'il  l'a  acquise ,  par  l'action  prolongée  et  soumise  à  la  loi  àe'coniinii' 
ité  d'irae  puissance  de  direction  et  d'intensité  constantes  ou  variables. 

Il  résulte  ,  de  ces  divers  modes  d'action,  des  états  très- différents  du 
corps  à  l'instant  où  il  commence  à  être  mis  en  mouvemgnt  ;  dans  le 
premier  cas,  il  est  dès  ce  premier  instant,  par  hypothèse,  animé  d'une 
vitesse  finie  ,  dans  le  second  il  a  une  simple  •>'?/wje  naissante  qui  ne 
devient  une  vitesse  finie  qu'au  bout  d'un  temps  fini ,  après  avoir  acquis, 
en  suivant  la  loi  de  continuité 3  toutes  les  valeurs  intermédiaires  entre 
zéro  et  sa  valeur  au  bout  de  ce  temps.  Je  vais  d'abord  m'bccuper  du 
premier  cas  ,  celui  de  la  génération  instantanée  d'une  vitesse  finie  par 
une  force  qui ,  après  l'avoir  imprimée,  cesse  d'agirsur  le  mobile ,  et 
l'abandonne  k  lui-même. 

Je  commence  par  observer  que  cette  génération  subite  et  instantanée 
d'une  vitesse  finie  dans  un  corps  n'existe  pas,  selon  toute  apparence,, 
dans  la  nature,  oîi  la  communication  et  les  modifications  du  mouve- 
ment sont ,  en  général ,  soumises  à  la  loi  de  continuité  ;  quelques  phéî 
nomènes,  il  est  vrai ,  semblent  contredire  cette  assertion  ,  tels  sont  ceux: 
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ïjui  accompagnent  les  chocs ,  les  explosions  de  gaz  ,  etc.,  cependant 
en  examinant  les  choses  de  près,  on  recoonait  aisément  que  la  loi  de 
continuité  n'est  viok-e  dans  ces  phénomènes  qu'en  apparence  ;  on  s'as  - 
iture  que  les  modîBcatîons  successives  et  nuancées  du  mouvement  existent 
réellement ,  mais  qu'elles  échappent  à  nos  sens  par  leur  rapidité.  D'après 
CCS  observations,  il  faut  considérer  la  durée  infiniment  petite  de  la  géné- 
ration d'une  vîlesse  finie  comme  une  limite  qui  n'est  jamais  atteinte , 
et  dont  les  durées  effectives  des  phénomènes  de  ce  genre  s'approchent 
plus  ou  moins  ;  je  n'en  résoudrai  pas  moins  des  questions  importantes 
de  dynamique  dans  l'hypothèse  d'une  pareille  génération ,  et  ce  n'est  p^s 
la  seule  circonstance  où  ,  pour  se  préparer  ,  avec  avantage  ,  à  des  ap- 
plications physiques,  il  faut  d'abord  traiter  des  cas  extrêmes ,  ou  abs- 
traits, qui  ne  sont  jamais  rigoureusement  ceux  de  la  nature. 

7i5.  Les  questions  à  faire  sur  les  phénomènes  résultants  de  l'impul- 
sion ,  ainsi  donnée  au  mobile,  portent  sur  la  direction  initiale  ,  sur  la 
ligne  qu'il  suivra  dans  l'espace,  et  sur  la  loi  de  son  mouvement  le  long 
de  cette  ligne,  c'est-à-dire  sur  la  relation  entre  les longtjeurs  qu'il  par- 
courra et  les  temps  qu'il  employera  &  papcourir  ces  longueurs. 

Li  réponse  à  la  première  question  est,  que  la  direction  initiale  du 
mobile  sera  celle  suivant  laquelle  la  cause  motrice  aura  agi  sur  lui, 
proposition  qu'on  peut  regarder  comme  évidente  par  elle-même;  les  deux 
autres  questions  ,  relatives  à  la  ligne  parcourue  et  à  la  loi  du  mouve- 
ment le  long  de  cette  ligne  ,  se  résoudront  par  le  raisonnement  déjà 
employé  en  plusieurs  endroits  de  ce  cours,  et  particulièrement  à  l'art. 
43,  par  lequel  on  s'assurera  que  le  corps  doit,  suivre  la  ligne  droite 
suivant  laquelle  sa  direction  initiale  a  lieu  ,  et  se  mouvoir  d'un  mou- 
vement uniforme;  en  effet,  si  on  fait  passer,  par  la  ligne  dont  je  viens 
de  |}arler,  un  plan  qui  peut  avoir,  d'ailleurs,  une  position  quelconque, 
et  qu'on  imagine,  dans  ce  plan,  deux  lignes  courbes  quelconques,  dé- 
crites de  part  et  d'autre  de  la  ligne  de  direction  initiale  du  mobile , 
parfaitement  semblables  ,  égales  ,  placées  symétriquement  par  rapport 
à  cette  ligne  de  direction ,  l'une  de  ces  courbes  étant  supposée  devoir 
être  parcourue  par  le  mobile,  les  mêmes  raisonnements,  par  lesquels  on 
voudrait  prouver  que  le  mobile  doit  suivre  celte  dernière  courbe ,  prou- 
verait également  qu'il  doit  suivre  l'autre  ;  d'où  on  conclut  qu'il  n'en 
suivra  aucune  des  deux,  et  qu'il  ne  s'écartera  pas  de  la  ligtK  droite  de 
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direction  initiale  ,  qui  divise  en  deux  parties  t-gales  les  distances  entre 
les  points  homologues  des  deux  courbes. 

Pareillement ,  si  on  dit  que  le  mobile  ne  se  mouvra  pas  uniformément 
sur  la  ligne ,  il  faudra  prouver  que  son  mouvement  sera ,  ou  accéléré ,, 
ou  retardé  ;  mais ,  k  un  instant  quelconque  de  ce  mouvement,  dont  l'équa- 

n'a  pas  plus  ae  raison  pour  poser/'  {t)  = 

quey  (i)  = -j —  j  donc  la  seule  hypothèse  recevable  est  celle  de 

f  (/)^o  ,  c'est-à-dire  que  le  mouvement  est  uniforme.    . 

716.  Tous  les  raisonnements  qui  précèdent  peuvent  aussi  être  appli- 
qués à  un  corps  qui ,  après  avoir  acquis  une  vitesse  finie  par  des  gra- 
dallons  nuancées,  et  soumises  à  la  loi  de  continuité,  est  ensuite  aban- 
donné à  lui  même,  les  puissances  qui  l'ont  mis' en  mouvement  cessant 
d'agir  sur  lui  ;  à  l'instant  où  cette  cessation  d'action  a  lieu ,  il  suit  néces' 
sairement  une  certaine  direction  qu'il  conserve  dans  les  instants  suivants, 
en  se  mouvant  uniformément  le  long  de  la  droite  qui  a  cette  direction, 

717.  Les  preuves  des  propositions  énoncées  dans  les  deux  articles 
précédents  tirent  essentiellement  leur  force  de  cette  loi  de  ta  nature, 
déjà  citée  k  l'art.  6 ,  par  laquelle  «  un  corps  ne  passe  jamais  de  l'élat 
«  de  repos  à  celui  de  mouvement,  et  réciproquement,  sans  que  le  chan- 
«  gement  d'état  ne  soit  la  suite  d'une  action  exercée  sur  ce  corps  |)ar 
«  un  agent  qui  en  est  indépendant.  » 

Celte  inaptitude  d'un  corps  à  changer  de  lui-même  son  état  de  repos 
ou  de  mouvement  a  été  nommée  yô/rc  d'inertie.  Je  conserverai  cette 
dénomination  ,  quoique  le  mot  force  n'y  soit  pas  placé  avec  plus  de 

raison  qu'il  ne  l'est  dans  la  dénomination  du  rapport  -•     -  ,  qu'on  a: 

appelé,  art.  ji^,  force  accélératrice j  je  me  bornerai  à  observer  que 
l'existence  de  ceue  force  d'inertie  est  constatée,  tant  paî-  les  observa- 
tions des  phénomènes  de  mouvement  qui  se  passent  k  chaque  instant 
autour  de  nous,  que  par  les  observations,  dont  les  conclusions  sont 
encore  plus  rigoureuses,  des  mouvements  des  corps  célestes.  Vainement 
voudrait-on  conclure  de  l'action  réciproque,  constatée  par  ces  observa- 
tions ,  des  molécules  de  matière  les  unes  sur  les  autres,  qu'il  existe 
dam  les  corps  un  principe  de  mouvement  incompatible  avec  la^yîurr 
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d'inerties  cette  objection  aurait  toute  la  force  dont  elle  est  susceptible 
dans  le  cas ,  purement  idéal ,  d'un  point  matériel  agissant  par  attraction 
sur  un  autre  point  matériel,  qui  n'agirait  pas  sur  lui,  et  vers  lequel  il  de- 
vrait se  mouvoir,  comme  je  le  ferai  voirparîa  suite;  et  cependant,  même 
dans  ce  cas  idéal ,  \a.  force  d'inertie  n'en  subsisterait  pas  moins  diins 
le  point  matériel  attirant,  puisque  son  mouvement  n'est  pas  le  résultat 
d'une  action  qu'il  exerce  sur  lui-même,  maïs  exige  la  présence  d'un 
autre  corps  ,  hors  de  lui ,  sans  lequel  ce  mouvement  n'aurait  pas  lieu  ; 
pour  rendre  les  propositions  relatives  à  \d, force  d'inertie,  absolument 
indépendantes  de  la  considération  des  forces  de  la  nature  qui,  très- 
probablement,  tiennent  toutes  les  parties  de  la  matière  dans  un  mou* 
vement  perpétuel ,  il  faut  appliquer  ces  propositions  à  un  point  matériel 
dans  l'hypothèse  où  il  n'y  aurait  pas,  dans  l'espace ,  d'autre  matière  que 
la  sienne. 

pivertcG  manières  d'agir  de*  forcet  dont  l'action  «it  toumiM  à  U  loi  de  con- 
tinuité, eu  égard  au  mouvement  actuel  des  corps  qui  éprouvent  cette  actiou. 
Principes  sur  la  comparaison,  de  ces  Forces  entr'cUes.  Définilion  de  la  force 
motrice. 

718.  Les  forces  dont  l'action  est  soumise  h  la  loi  de  continuité  sont, 
très -probablement,  ainsi  que  je  l'ai  observé  dans  le  chapitre  précédent, 
les  seules  qui  existent  dant  la  nature  quoique,  eu  égard  à  l'imperfection 
de  nos  organes,  les  phénomènes  sensibles  paraissent  souvent  contredire 
cette  assertion;  et  il  faut  d'abord  poser,  sur  leur  comparaison  et  leur 
mesure,  des  principes  qui  pourront  ensuite  s'appliquer  aux  cas  hypo- 
thétiques des  changements  brusques  dans  l'état  dynamique  des  corps. 
Avant  d'entrer  en  matière  sur  ces  objets,  je  dois  faire  remarquer  quelques 
particularités,  dans  les  actions' co/i//'/i«e5  des  forces,  qui  établissent, 
entr'cUes,  une  distinction  remarquable. 

Ces  particularités  sont  relatives  à  l'Influence  qu'a  la  vitesse  actu- 
elle d'un  corps,  ou  point  matériel  mis  en  mouvement,  sur  l'intensité 
de  l'action  qu'exerce  sur  lui  la  cause  motrice;  pour  citer,  sur  cette 
influence,  un  exemple  bien  familier,  je  supposerai  qu'on  veut  aug- 
menter par  unç  impulsion,  donnée  avec  la  main,  la  vitesse  d'un  corps 
déjà  en  mouvement;  on  sait  par  expérience  que  pour  produire,  dans  ce 
corps,  une  accélération  déterminée,  la  vitesse  de  la  main  qui  le  suit, 

doit 


y  Google 


■  ;  St  CT!  ON    P  R  Ê  M  I  à  R  E-  33 

doit  surjHWier  la  sienne  d'une  quantité  pareillement  détemiinée,  et 
que  sans  cet  excès  de  vîtegse  le  corps  échapperait  enlit;rement  à  l'action 
de  la  main. 

La  même  remarque  a  lieu  pour  l'infipulsion  donnée  par  un  ressort,  par 
un  fluide  etc.  le  point  matériel,  mis  en  mouvement ,  éprouve  d'autant 
m'oins  l'action  du  corps  moteur  que  sa  vitesse  approche  davantage  de 
celle  du  point  de  #e  corps  moteur  avec  lequel  il  est  en  contact;  les 
valeurs  de  l'une  et  l'autre  de  ces  deux  vitesses,  à  un  instant  quelconque, 
ont  donc,  sur  la  variation  de  la  vitesse  du  mobile,  au  même  instant, 
une  influence  qui  doit  entrer  en  considération  dans  le  calcul  de  son 
mouvement. 

719.  ïl  n'en  est  jias  de  même  de  certaines  forces  de  la  nature,  dont 
\a  plus  généralement  connue ,  par  ses  eflets,  est  la  pesanteur;  leur  action 
est  indépendante  de  la  vitesse  actuelle  du  mobile  dans  le  sens  de  cette 
action.  Ainsi  un  grave  étant,  à  partir  de  l'état  de  repos,  abandonné  à 
la  pesanteur,  il  en  recevra  un  certain  élément  de  vitesse ,  ou  une  vitesse 
naissante  df^  au  bout  du  premier  instant  dt^  égal  k  l'incrément  que  la 
pesanteur  aurait  ajouté  à  une  vitesse  finie  quelconque  dont  il  aurait  pu 
être  doué,  dans  le  sens  vertical,  au  commencement  de  ce  même  instant. 

La  pesanteur  ou  l'atraction  universelle  ne  possède  pas  exclusivement 
cette  propriété  ;  d'autres  forces  de  la  nature  telles  que  les  attractions 
magnétiques,  les  attractions  et  répulsions  électriques,  en  jouissent  dans 
l'étendue  de  leur  sphère  d'activité;  elle  paraît  s'étendre  k  toutes  les 
forces  dont  le  mode  matériel  d'action  sur  les  corps  échappe  à  nos  sens; 
les  calculs  faits  dans  l'hypothèse  de  son  existence  sont  généralement 
confirmés  par  l'observation. 

-  On  peut  donner  une  explication  de  la  propriété  dont  je  viens  de 
parler  en  disant  que  la  propagation  des  actions  des  forces,  auxquelles 
elle  appartient,  a  lieu  avec  une  vîtesse  ou  infinie,  ou  si  grande  qu'on 
peut  la  regarder  comme  infinie ,  (')  de  manière  que  les  corps  en  mouve  - 

(*)  II  parait,  en  effiît,  que  les  actions  de  la  pesanteur,  et  des  autres  forces 
de  même  nature  ,  ne  sont  pas  rigourevsemtnt  indépendantes  deg. vitesses  de> 
corps  soumis  à  ces  actions  ;  voici  comment  s'explique,  à  cet  égard,  l'illuslro 
auleur  de  L'Exposition  du  système  du  monde  e(  de  la  Mécitniijue  céleste  : 
j  Nous  it'avoQï  aucun  moyen  pour  mesurer  )a  durée  de  la  propagation  de  la 
.  K  pciautcur;  parceque ,  l'attraction  du  soleil  ayant  une  fois  atteint  les  planètes, 

>  s 
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inent,  dans  le  sens- de  ces  actions,  en  reçoivent  des  ifiipuUions- aussi 
énergiques  que  s'ils  étaient  en  repos.  On  raoïènc  à  ce  cas  les  actions'  des 
forces  qui  y  échappent  en  introduisant  dans  les  expressions  analytiques 
de  leurs  impulsion»,  ou  pouvoirs  moteurs,  le%vUessiM  relatipes  comme 
on  le  verrai  dans-  la  suite  du  cours. 

yao.  Ayant  ainsi  réduit  les  diverses  espèces-  de  forcca  à  un  mode 
commun  d'action,  H  s'agit  de  voir  comment  en  prut^par  des  considéra- 
tions déduites  des  phénomène»  du  mouvem«»t,  comparer  leurs  inten- 
sités. Un  moyen  simple  d'arriver ,  sur  cet  objet ,  aux  résultats  générale  - 
ment  adoptés,  est  de  supposer  que  plusieurs  forces  impriment,  pendant 
un  même  instant  dt^  i°.  difFérentes  vitesses  élémentaires  à  une  même 
masse  ou  point  matériel,  3fl.  la  même  vitesse  élémentaire  à  différentes 
masses  OU' points  matériels.  Après  avoir  examiné  cesdeurcas  dans  l'hypo- 
thèse des  générations  des  vitesses  élémentaires  (lendant  un  même  instant 
dt ,  je  rendrai  les  résultats  indépendants  de  cette  hypothèse ,  et  je  le» 
appliquerai  ensuite  à  des  productions  instantanées  de  vntrsses  finies.  Or, 
dans  le  premier  cas.,  le»  rapports,  entre  les  forces,  qtii  agissent^  sur  uoe 

H  cet  aMre  conlînue  d'agÎF  »ur  elles  romtne  si  la  force  attractiTe  se  commu- 
o-  mfjnait ,  danr  un  iiritant ,  aus  extrémités  du  ijatéme  planétaire  ,  en  ne  peut 

•  donc  pas  sapois  en  coDibion-  de  temps  elle  se  Iranonet  3  la  terre  ;  de  mëms 
u  cju'il  eût  é(é  impossible  ,  saui  1»  cclipstâ  des  satellites  de  Jupiter  ,  et  sans 

•  l'abcrraiion ,  de  reconnaître  le  mouvement  successif  de  la  lunNèrc.  11  n'en 

•  est  pas  ainsi  de  la  petite  dîfl^rence  qui  peut  exister  dans  l'action  de  la  pe- 
«  sanleur  sur  les  corps ,  suivant  la  direction  rt  la  grandeur  de  leur  vitesse.  Le 

•  calcul  m'a  finît  voir  qull  en  résulte  une  accélération  dans  les  moyens  mouve- 
«  ments  des  planl-tes  autour  du  soleil  et  des  satellites  antanv  de  leurs  plaaèles. 

■  J'avfws  imaginé  ce  tawfrn  d'eicpliqucr  Téq^ation  séculaire  de  la  Looe ,  lors- 

■  que  je  croyais,  avec  tous  les  géomètres.,  qu'elle  était  litexplicable  daus  les 

■  hypothèses  admises  sur  l'action  de  la  ycsanteur.  Je  trotsvait  que  ,  si  elle  pro-; 
"  venait  de  celte  cause ,  il  fallait  supposer  à  la  Lune ,  pour  la  soustraire  en- 

•  iiîrement  à  sa  pesanteur  cers  la  terre ,  ime  lîlesse  fers  le  centre  de  celte  pla- 
«  nète  ,  au  moins  sept  millions  de  fois  plus  grande  que  celle  de  la  lumière.  La 

■  vrâ're  cause  de  r'équation  séculaire  de  la  lune  étant  aujourd'hui  bien  connue , 

•  notes  sommes  certains  que  ractitHé  de  la  pesanteur  est  beaucoup  -plus  grande 

■  encore.  Cette  force  agit  donc  avec  une  vitesse  que  nous  pouvons  considérer 
a  comme  infinie  ;  et  nous  devons  en  conclure  qu.:  Vattraction  du  S^oleit  se  com- 
«  mmiique  ,  dans  un  instant  prcsqu'inâhisiblc  ,  aux  extrémités  du  systî'mk 
»  solaire. 
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m^tne  oiassc,  ne  peuvent  être  as9i'gii^i?|'u'au  moyen  d^s-^^ffcis  i^roduits 
-  «arOFtte  masse,  Pt  ces  effcUfieréduis^tuab^lûinent  mit  viteSsesétémen* 
ttainps  wigendn?es  ;  il  est  ^rfonc  bien  aattre}  de  WgardtT  les  forces  cottïfne 
■projwrtionneilesàces  éit-metitË  de  vitesses ^  et  il  serait  peut-être  impos- 
sible, à  ^r/o/z,  de  donner  <les  faisons  pour  prouver  qu'elles  softt  dansuïie 
prD[)ortion  plus  gi'andc  ,  qui  nt  'S'âppli<i^Uassent  également  k-  prouVét 
iqu'ell» sont  dans  une  proportion  plus  petite;  mais<à ■celle  considératios, 
qui  est  du  plus  grand  poids,  sejoiAt  l'aMotrd  de  loBs  les  pliénomènes 
avec  le  principe  qMÏ  )^nd  la  forte  proportionnelle  à  la  vitesse ,  la  masse 
étant  constante  ;  ce  principe  Wl  donc  une  loi  de  la  nature-;  je  ièraî  voit- 
dans  la  suite  du  coai^  comme  elle  se  trouve  ]>letn<em&At  fconfil-mOe  paf 
les  phénomt'DPs  du  mouwmem  d*s  graves. 

Dans  le  sécoKid  cas,  c^lui  d'une  thème  vitesse  él^metttaitç  imprimée 
par  diftVenWs  forces  à  différentes  masses,  on  a  ehCtJre  la  réuMon  et  de 
ta  simplicité  du  principe  et  de  stm  acCotd  «vec  tous  les  pht^noménes, 
pour  affirmer  que  îes  forces  dont  ij  s'agit  sont  enlr'elles  comme  les 
masses  auxquelles  elles  impriment  une  vitesse  élémentaire  commune. 
Les  phénomènes  du  mouvement  des  graves  nous  offrent  ,  pareil  - 
Icment ,  une  preuve  ,  aUssi  concluante  que  remarquable ,  de  Cette  se- 
conde loi  et  qui  est,  même,  plus  immédiate  que  celle  de  la  première, 
quoiqu'âu  fond  l'une  et  l'autre  soient  également  bien  confirmées  par 
des  observations  qui  ne  laissent  rien  à  désirer  et  dont  je  part-erai,  suc- 
cessivement, à  mesure  que  les  élèves  comiaîlront  les  théories  propres 
à  les  leur  faire  bien  concevoir  et  apprécier.  ' 

yai.  Puisque,  d'après  la  première  des  deux  lois  posées  dans  l'article 
précédent,  la  puissance  est  proportionnelle  à  l'élément  de  vitesse, 
lorsque  la  masse  est  constante,  et  à  la  masse,  pour  un  même  iiici-ément 
de  vitesse,  cette  puissance  est  en  généra!  proportionnelle  au  produit  de 
la  masse  pour  l'élément  de  la  vitesse.  J'ai  rapjwrté  Jes  actions  des 
diverses  puissances  k  une  même  durée  infiniment  petite  dt  ;  pour  arri- 
ver à  des  résultats  indépendants  de  cette  hypothèse,  considérons  d'abord 
les  rapports  des  puissances  qui  impriment  aux  mobiles  des  mouvements 
uniformément  variés.  Dans  u.n  de  ers  mouvements  pris  en  particulier, 
la  masse  du  mobile  étant  constante,  l'intensité  de  la  puissance  motrice 
est  aussi  constante  d'après  la  i".  loi  de  l'article  précédent,  puisque, 
art.  697,  dans  tout  le  cours  du  mouvement,  à  unâ  même  durée  dont 
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la  valeur  est.  arbitraire  et  peut  être  ou  finie  ou  inHatment  petite, 
correspond  une  même  variation  de  la  vitesse;  si  une  autre  masse  - 
^gaje  à  celle  dont  je  viens  de  parler  se  meut  aussi  d'un  mouvement 
uniformément  varié  mais  diflerent  du  précédent,  les  puissances  mo- 
trices, dans  ces  deux  mouvements,  seront  entr'elles,  d'aprt's  la  même 
première  loi,  comme  les  éléments  différentiels  de  vitessea  qu'elles  en- 
gendrent, pendant  un  même  élément  de  temps  dt,  mais,  d'après  la 
propriété  fondamentale  du  mouvement  uniformément  varié,  art.  698, 
les  rapports  de  ces  éléments  de  vitesses  sont  ceux  des  incréments  fini» 
de  vitesses  engendrés  pendant  l'unité  de  temps,  c'est-à-dire  ceu» 
des  caractérisliqi4es  ou  farces  accélératrices  respectives  de»  deux 
mouvements;  or  dv  étant,  dans  le  premier  mouvement,  l'élément 
de  vîtespe  engendré  pendant  l'élément  de  temps  dt ,  et  dv'  l'élément 
de  vitesse  engendré  pendant  l'instant  dl'  dan*  le  second  mouvement  ( 
les  forces    accélératrices   respectives  ont  article   699  pour  valeur 

~  \i~  et  ■  ■ ,  ■    j  le  rapport  de  dt  à  dl'  étant  quelconque  ;  ainsi  lorsque 

difTérents  mouvements  uniformément  variés  sonp  imprimé)  à  des  masses 
égales,  une  des  puissances,  qui  engendre  un  de  ces  mouvemenle,  est, 

en  général,  dans  ses  relations  avec  les  autres,  représentée  par  — j — , 

ou   par  g  )  l'équation   du    mouvement   dû  à    cette    puissance   étante 

a;a=£+ f7/  +  ^^;3  ^yoyez  l'art.  700  pour  la  notation). 

Supposant  ensuite  que  les  mobiles  ainsi  soumis  'a  des  puissances 

constantes  ont  des  masses  différenles,  une  des  puissances  serait  d'après 

la  2«.  loi  de  l'article  précédent  proportionnelle  à  la  niasse  sur  laquelle 

elle  agit,  et  que  je  désigne  par  m ,  ^\  les  quantités  g  étaient  égales 

cnii'elles,  et  dans  le  cas  contraire  cette  puissance  est  par  la  réunion 

ds' 
des  deux'  lois  proportionnelle  au  produit      ,      m  j  ou  au  produit  gm. 

yaa.  Passant,  maintenant,  à  un  mouvement  varié  suivant  une  loi 
quelconque,  il  faut  se  rappeler  ce  qui  a  été  dit  art.  712  que  dans 
un  pareil  mouvement  l'élément  de  vitesse  dv ,  engendré  depuis  la 
fin  d'un-  temps  quelconque  jusqu'à  Irf  fin  du  temps  /  +  dt ,  pou- 
vait   toujours  être   considéré    comme  appartenant  à  un  mouvement 

uniformément    varié  dont  la  caractéristique   serait  — j—  s  donc,  aa 
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bout  d'un  temps  quelconque  t,  quelle  que  soit  là  loi  du  mouvement  d'u  - 
De  masse  mj\a  puissance  est  proportionnelle  au  produit  de  cette  masse 

/«  par  la  force   accélératrice  — j —  ^  ou  à  —3 —  m, 

.  dv  . 

yaS.  Onadonné,  k  celte  expression  remarquable—j—  m  qui  repré- 
sente l'ÏDtensité  momentanée  de  la  puissance,  le  nom  àejbrce  motrice  j 
je  suis  parvenu  k  sa  détermination  générale  par  une  marche  de  raison* 
nement  semblable  à  celle  que  j'ai  suivie,  art.  71 2  et  suivants,  pour  déduire 
de  la  notion  de  \&  force  accélératrice  j  dans  le  mouvement  uniformé- 
ment varié,  celle  de  la  quantité  qui  lui  correspond  dans  un  mouvement 
quelconque,  en  profitant  ainsi  de  la  clarté  que  répand,  sur  les  raison- 
nements et  leâ  démonstrations,  le  passage  du  mouvement  uniforme 
au  mouvement  uniformément  varié,  et  de  celui-ci  au  mouvement  varié 
en  général,  par  des  considérations  de  phénomènes  et  de  quantités  analo* 
gués  dans  ces  divers  mouvements  ;  mais  on  arrive ,  ordinairement ,  à  la 
notion  de  \di  force  motrice ,  par  un  raisonnement  beaucoup  plus  courte 
en  disant  que,  pour  une  masse  constante,  la  puissance  doit  être  en  raison 
directe  de  l'élément  de  vitesse  engendré,  et  en  raison  inverse  de  la  durée 
de  cette  génération,  ce  qui  lîPrend  immédiatement  proportionnelle  à 

dt 

d'autant  plus  grande  que  la  masse  mise  en  mouvement  est  plus  considéra- 
ble, cette  puissance  est,  généralement,  représentée  par  le  produit  —j-  m. 

724.  n  est  manifeste  que  — t-~  ou  — ^ —  dv  est  la  valeur  d'une  vitesse 

'        dt  at  • 

finie,  celle  qui  serait' engendrée  pendant  l'unité  de  temps ,  si  à  l'instant 
où  dv  a  lieu  le  mouvement  était  modifié  de  manière  que  dans  le 
développement  de  la  valeur  de  x ,  donnée  pat  l'équation  x=f(^t'),  les 
termes  du  3^.  ordre  et  des  ordres  supérieurs  disparussent.  La  force  mo- 
trice est  donc  le  produit  de  la  masse  par  une  vitesse  finie. 

Inlroductîon  ,  dans  la  mesure  des  forces  ,  en  dynamique ,  dei  mêmes  quantilc» 
tibsolues  qui  ont  servi  à  la  mesure  des  forces  en  statique.  Equatroos  fonda' 
mentales  du  mouvement  varié  avec  les  principales  formules  qui  s'en  dcduîsenC' 

725.  Le  résultat  de  ce  qui  a  été  dit ,  dans  la  première  partie  du  couiï^ 
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sur  la  comparaison  des  inteiiiiu's  des  forces  et  l'expression  de  ces  inten- 
sités en  nombres  absolus  i»cul  êire  ramené  à  l'cnoncé  suivant  :  «  si 
«  une  force  quelconque  est  supposée  agir  verlicarlemcnt  de  bas  en  haut 
«  sur  un  corps  grave,  d'une  niatii.-R'  homogène  celle  qui  est  choisie  pour 
«  fournir  une  base  aux  mesures  de  puids,  et  que  le  corps,  qu'on  suppose 
«  n'avoir  encore  pris  aucun  mouvement,  perde,  par  cette  action,  toute 
«  tendance  à  descendre  de  manière  à  céder  au  plus  petit  excédant  d'effort 
«  qui  tendrait  à  le  faire  monter,  le  nombre  d'unités  cubiques  rapportées 
«  h  une  mesure  détenniui-e  de  longueur,  contenues  dans  le  volume  du 
«  corps,  est  l'expression  numérique ,  en  unités  de  poids,  de  l'intensité 
«  de  la  force.  »  Voyez  les  art.  i6  et  suivants. 

Ce  mode  de  comparaison  et  de  mesure  des  forces  détermine  parfai- 
tement la  nature,  le  mode  d'action  et  l'espèce  de  celles  dont  la  com- 
position ,  la  décomposition  et  l'équilibre  ont  été  les  objets  des  théories 
exposées  dans  la  première  partie  du  cours  ;  mais  les  principes  posés , 
depuis  le ' commencement  de  cette  sccontle  partie,  ajoutent  quelque 
chose  aux  connaissances  de  détail  qui  les  concernent.  Si  on  a  plusieurs 
niasses  m'j  m'%  m'"j  etc.  de  la  matière  dont  il  est  question  dans  la 
règle  précédente  ,  et  que  les  poids  de  ces  masses  soient  les  mesures 
respectives  d'autant  de  forces  F* ,  F",  F",  etc.  Il  est  évident  que  les  . 
tendances  ù  descendre  de  m' ,  m'%  m"'j  etc.  sont  uniquement  dues  ii 
la  vitesse  élémentaire  gdt  que  leur  imprime  la  pesanteur ,  et  les  rap- 
ports enire  les  efforts  exercés  par  ces  corps  contre  les  puissaiKes  qui 
annulent  leurs  tendances  à  descendre ,  ou  entre  les  nombres  d'unités  de 
poids  qui  représentent  les  valeursnumériquesdeces  puissances,  sont  aussi, 
art.  722,  ceux  des  forces  motrices  imprimées  à  rn',  m"j  m'" ^  en  verlii 
de  la  pesarttcur,  on  voit  donc,  par  des  rapprochements  auxquels  la 
seule  considération  du  mouvcmtmt  pouvait  conduire ,  que  la  pondéra- 
lion,  à  laquelle  la  mesure  de  \-a  force  ou  puissance  a  été  ramenée  en 
statique,  n'est  autre  chose  que  l'évaluation  des  rapports  entre  diverses 
Juives  motrices ,  ou  ,  art.  722  et  724,  entre  divers  produits  de  masses 
par  des  vitesses  finies ,  et  une  quantité  déterminée  de  même  espèce 
prise  pour  type  ou  ternie  de  comparaison  général. 

726.  Les  poids  et  \es  forces  motrices  étant  ainsi  des  quantités  liomo- 
gt'nes,  la  pesanteur  peut  fournir,  en  dynamique  comme  en  statique, 
Jeg  quantités  absolues  qui  entrent  dans  la  mesure  des  forces.  Soit  pi. 
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la  force  motrice  qui  a  lieu  en  veftu  de  l'action  d'une  puissance  quel- 
conque sur  une  masse  m_,  à  l'instant  où  cette  puissance  engendre,  dans 

cette  masse,  un  élément  de  vitesse  dç^  on  a,  art.  732,  u  =  — — -  m. 

at 

si  p  est  le  poids  d'un  grave  de  même  masse  que  m^f^n  aura,  d'après 
ce  qui  précède  ,  p^gm  ou  m  =  J-—,  d'où  [t  =  -^  .  —^  .  l'éva- 
luation de  j«  se  trouve,  par  (à,  rapportée  à  celle  d'une  quantité  pj  qui 
se  détermine  par  des  moyens  et  des  instruments  connus ,  et  à  une 

longueur  ff^  9™, 81  à  la  latitude  de  Paris.  —3 —  dépend  de  la  loi  du 

mouvement,  c'est  la  fonction  seconde  de  la  valeur  de  x  dans  l'équa- 
tion x^f^t)  qui  exprime  cette  loi. 

727.  Voici  un  tableau  des  équations  fondamentales  du  mouvement 
varié  et  des  formules  principales  qui  s'en  déduisent; 

Le  temps  = t^ 

La  distance  à.  laquelle  le  mobile  se  trouve ,  au  bout 
du  temps  /_,  d'un  point  fixe  pris  sur  ta  ligne  droite 

de  son  mouvement  ^ xj 

Sa  vitesse  au  bout  du  temps  t  ^ - yj 

,       La  force  accélératrice  au  bout  ttu  temps  t  ■= ^j 

La  force  accélératrice  due  à  la  pesanteur  = ^^Ç^jSoo; 

La  masse  du  mobile  = mj 

Le  poids  d'un  grave  de  même  masse  que  lui  =  ...  .  pj 

La  force  motrice  au  bout  du  temps  t  = ft. 

J'ai  démontré  les  équations  fondamentales 

.  .  d.v  dv  mdv 

«■••-  =  -dT'  (=")  .  .  .  #  =  ^^.-  (3)  .  .  .  ,.  =  -^-- 

ainsi  que  l'équation 

<4) ;---."  =  ^-4- 

Combinant  (1)  avec  (  a)  et  (a)  avec  (3)  et  (4)  on  a 

(5)  .  .  .  ^d^=^4>dxj  (6)  .  .  .  fi=m4,j{y)  .  .  .  ^  = -^  ^. 

on  déduit  de  (i),  du  =  — -j — ;  cette  valeur  de  «^f^  substituée  dans  (2) 
(3)  et  (4),  donne 
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ddx       ,   ,  dd.T  ,    .  p       dd.r 

(8)..(i=-^,r---(9)--/' — dir"'n^o)..i.=—-~j^. 

L'intégrale  de  (5),  dans  l'hypothèse  des  valeurs  simultanées  c=î:/F" 
et/'<pdj^  =  o,  donne         . 
(il) V»  =  PT»  +  i/tpdjr  j 

et  en  substituant  pour  ip  sa  valeur fi 

(12} {/>=  fy»  +    ^^f{idx. 

Lois  du  mouvement  recliligne  et  vertical  d'un  point  matériel  pesant,  en  ayant 
égard  aux  variations  que  subit  la  pesanteur  à  ditiijrcnlcs  distancct  du  centre 
de  la  terre.  (') 

728.  J'ai  donné,  art,  707  et  suivants,  les  équations  du  mouvement  des 
graves,  près  de  la  surface  de  la  terre,  qui  renferment,  avec  les  lois  d^ce 
mouvement  découvertes  par  Galilée,  les  termes  dûs  à  la  variation  de  la 
pesanteur  à  dlflerentes  latitudes.  Ces  équations  satisfont  aux  phéno- 
mènes, avec  toute  l'exactitude  désirable,  à  des  hauteurs  au-dessus  du 
niveau  de  la  mer,  ou  à  des  profondeurs  au-dessous  de  ce  niveau,  tri'S- 
petiles  par  rapport  aux  dimensions  de  la  terre  ;  mais  celte  exactitude,  ' 
suffisante  dans  une  infinité  de  cas,  n'est  pas  rigoureuse,  la  force  accé- 
lératrice, au  lieu  d'être  constante,  comme  je  l'ai  supposé,  dans  une 
même  verticale  ,  change  aux  différents  points  de  celte  verticale  ,  et  ce 
changement  est  déjà  sensible  au  sommet  des  montagnes  élevées.  La  loi 
à  laquelle  il  est  soumis  n'est  pas  la  même  au-dessus  et  au-dessous  de 
la  surface  de  la  mer  supposée  sphérique  ;  dans  le  premier  cas  la  force 
accélératrice  suit  la  raison  inverse  du  quarré  des  distances  du  mobile  au 
centre  de  la  terre,  et  cette  raison  inverse  devient  la  raison  directe  des 

(*)  Tout  ce  que  je  dis,  dans  ce  chapitre  et  dans  le  suivant,  (c'est-à-dire 
depuis  l'art.  728  jusqu'à  l'art.  745  )  sur  le  mouvement  vertical  de»  corps  graves, 
tant  dans  le  vide  que  dans  un  milieu  résistant,  aurait  pu  ,  d'après  U  méthode 
d'exposition  que  j'ai  adoptée  ,  être  placé  à  la  suite  de  l'art.  711  ;  l'ordre  dr« 
éludes  de  l'Ecole  Polytechnique  à*  nécessité  la  transposition  de  ces  deux  cha- 
pitres qui ,  d'ailleurs ,  n'a  pat  le  plui  léger  inconvénient  pour  la  clarté  et  U 
rigueur  des  démonstrations. 

distantes 
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distances  simples,  dans  l'inlérieiir'de  la  terre.  Cependant  les  fbnnuJes 
difFûrentes  qui  se  rapportent  à  l'une  et  k  l'autre  loi ,  s'accordent  pour 
donner  les  mêmes  valeurs  approchées,  ainsi  que  je  le  ferai  bientôt  voir, 
lorsqu'on  y  introduit,  pour  condition,  que  le  mobile  est  k  une  petite 
distance  de  la  surface  de  la  mer,  d'où  il  suit  que  sa  force  motrice 
n'éprouve  que  des  changements  insensibles  dans  une  verticale  qui  tra- 
verse cette  surface,  la  condition  dont  je  viens  de  parler  étant  supposée 
remplie  ,  mais  ces  changements  ,  quoiqu'insensibles ,  n'en  sont  pas 
moins  réels. 

Les  équations  données,  depuis  l'art.  707  jusqu'à  l'art.  711  ne  sont 
donc,  au  fond,  que  des  équations  empiriques;  nous  pouvons  mainte- 
nant leur  en  substituer  d'autres  fondées  sur  les  véritables  lois  des  forces 
de  la  nature,  lois  dont  la  théorie  est  aussi  curieuse  par  elle-même 
qu'importante  par  ses  conséquences.  Les  résultats  de  l'analyse  suivante, 
établie  d'après  ces  lois,  seraient  encore  susceptibles  de  quelques  modi- 
fications ,  si  on  avait  égard  h  la  figure  sphéroïdique  de  la  terre  ;  mais 
cette  considération  est  tout-à-fait  inutile  pour  les  applications  que  j'ai 
à  faire  de  ces  résultats  dans  la  suite  du  cours;  elle  intéresse  particu- 
lièrement et  exclusivement  l'Astronomie  physique. 

729.  Je  suppose  d'abord  que  le  mobile  part  d'un  point  donné  d'une 
verticale  élevée  au-dessus  de  la  surface  de  la  mer,  à  l'instant  oii  on 
compte  zéro  temps  j  qu'à  cet  instant  sa  vitesse  est  nulle,  et  qu'aban- 
donné à  la  pesanteur  il  va  se  mouvoir  de  haut  en  bas  le  long  de  cette 
verticale.  Je  désigne  par  a  sa  distance  initiale  au  centre  de  la  terre, 
par  -T  la  hauteur  dont  il  est  descendu  au  bout  du  temps  t^  par  ^  et  ç, 
respectivement  la  force  accélératrice  et  la  vitesse  au  bout  du  même 
temps,  par  g  la  force  accélératrice  k  la  surface  de  la  mer  dans  la  ligne 
verticale  du  mouvement,  et  par  r  le  rayon  de  la  terre  =  6366198™. 
La  masse  du  mobile  est  supposée  égale  à  l'unité. 

On  a,  d'après  la  loi  de  la  variation  de  la  force  accélératrice  énoncée 
dans  l'article  précédent,  l'égalité  de  rapport 


(■). 


'  '  '     g  (a  —  x)' 

Pubslituant  pour  ^  S3  valeur     ,      (art.  712),  multipliant,  après 
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lu  substitution  1  le  premier  membre  par  y  et  le  second  par  la  valeur 

dv     , 
~—T7-  oe  Vj  on  a 

cette  équation  a  pour  intégrale  v*=.  —■ \-  Cj  et  comme  on  a, 

par  hypothèse ,  les  valeurs  simultanées  f  =  o  et  x  =  o,  l'intégrale  devient 


a{a  —  x)    ■' 


(3) 

d'où  on  déduit      (x)  .  .  .  .x  = ;—  . 

ySo.  Telle  est  la  relation  entre  les  vitesses  successives  et  les  espaces 
jMrcourus  correspondants  ;  et  pour  comparer  ce  résultat  avec  celui  qu'on 
aurait  en  supposant,  comme  )e  l'ait  fait  art.  707  et  suivants,  la  force 
accélératrice  constante,  on  peut  d'abord  en  tirer  la  valeur  de  la  vitesse 
au  point  où  le  mobile  arrive  au  niveau  de  la  mer  ;  à  ce  point  un  a 
a  —  x  =  T ,  et  cette  condition,  introduite  dans  l'équation  (3)  de  l'art, 
précédent,  la  réduit  4 

r 

f  *  := ■    HgX  . 

l'équation  de  l'art.  708  donne  simplement  c>  =  %^ ,  ainsi ,  dans  le  cas 
de  la  nature,  la  vitesse  acquise  est  plus  petite  que  dans  le  cas  hypolhé' 

lique  auquel  se  rapporte  l'équation  de  l'art,  cité,  vu  que  — <^\.  celle 

conclusion  pouvait,  d'ailleurs,  se  déduire  immédiatement  de  la  loi 

annoncée  par  l'équation  {i)j  d'après  laquelle  la  valeur  de  la  force 

dv 
accélératrice  ^surpasse  celle  que  #,  ou  — ,—  j  peut  avoir  à  un  point 

quelconque,  plus  élevé  que  la  mer,  de  la  verticale  parcourue. 

ySi.  Pour  avoir  la  relation  entre  les  espaces  parcourus  et  les  temps, 

■   ■  d.v 

on  substituera  à  v,  dans  l'équation  (3)  de  Tart.  729,  sa  valeur  —.— 

et  cette  équation  deviendra 

(■)• (^/'-=(^^-- 
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multipliant  le  a",  membre,  haut  et  bas,  par  (a — 3:)t,  ajoutant  et  re- 
tranchant ensuite ~  ^^  ce  second  membre  ^  (  i  )  devient 

(2) f^yrdi=      (Ta-^)dx       ^  ^^adx 

\    aj  \x(^a~x)\k  \x{a—x)\^ 

Si  sur  la  verticale  a^  comme  diamètre,  on  construit  un  demi  cercle , 
dont  X  soit  une  abscisse  à  compter  de  l'extrémité  supérieure,  s  l'arc 
correspondant,  compté  de  la  même  origine,  et  j' l'ordonnée,  les  valeurs 
de  dy  et  doseront,  respectivement  le  1".  et  le  a*,  terme  du  2*.  membre 
de  Péquation  ci-dessus;  d'oii  on  déduit,  en  observant,  relativement  à 
la  détermination  delà  constante,  qu'on  a  les  valeurs  simultanéesa3=:0j 
^  =  0  et  s=Oj  l'une  ou  l'autre  des  deux  intégrales 

(3) (-^J'-'^J'  +  'J 

(4)  .  .  .    .1  yrl=\x(a — aî)}'-f-î«.arc  I  cos.=  ^ — ; |. 

En  substituant,  dans  cette  équation,  la  valeur  de  x  donnée  par  (4), 
art.  729,  on  aura  la  valeur  du  temps  en  fonction  de  la  vitesse  ;  mais 
celte  vitesse  ainsi  que  l'espace  parcouru  ne  peuvent  s'exprimer,  en 
fonction  du  temps,  que  par  les  séries. 

ySa.  Si  la  loi  de  l'accélération  sur  laquelle  toute  l'analyse  précédente 
est  établie  se  conservait  la  môme  sur  la  longueur  entière  de  a^  c'est-à- 
dire  depuis  le  point  de  départ  du  mobile  jusqu'au  centre  de  la  terre, 
le  temps  employé,  par  ce  mobile,  pour  parcourir  la  ligne  a  serait 

(équation  (4)  de  l'art,  précédent)  égal  à  |^.  — p-'=  ^  expression  dont 

nous  retrouverons  l'analogue  dans  la  théorie  du  mouvement  elliptique  des 
planètes;lavaleur  delà  force  accélératrice  et  celle  de  la  différentielle  du 

quarré  de  la  vitesse  prendraient  les  formes  respectives  — ~  et  — ~  ;  la 

vitesse  serait  elle-même,  infinie,  et,  déplus,  aurait,  ainsi  que  le  temps, 
des  valeurs  imaginaires  pour  tous  les  points  de  la  ligne  du  mouvement 
qui  se  trouveraient  au-delà  du  centre  de  la  terre  par  rapport  au  poîpt 
de  départ. 


Digitizeaby  Google 


44  Dynamique  iL^MENTAiBE. 

Ces  espèces  de  paradoxes  s'expliqueront  lorsque  j'aurai  expttsé  les 
lois  du  mouvement  d'un  [>oint  matt-riel  sollicité  par  une  force  qui,  éma- 
nant d'un  centre  fixe,  agit  en  raison  inverse  des  carrés  de»  distances.  Si 
ce  corps  a  reçu  une  impulsion  suivant  une  direction  qui  ne  passe  pas 
par  le  centre  fixe,  il  décrira,  dans  le  plan  qui  renferme  cette  direction 
et  ce  centre,  une  section  conique,  dont  le  centre  d'action  sera  un  de» 
foyers,  lequel  foyer  se  trouvera  d'autant  plus  rapproché  du  sommet  de 
la  courbe  décrite  que  l'impulsion  aura  été  plus  foible  ;  dans  le  cas  où 
elle  serait  nulle,  le  foyer  et  le  sommet  de  la  courbe  se  confondraient, 
\a: trajectoire  serait  une  ligne  droite. 

Mais  l'hypothèse,  que  je  viens  de  faire  par  la  conservation  de  la  loi  du 
mouvement  dans  l'étendue  entière  de  a^  se  rapporte  à  un  cas  purement 
idéal  ;  dans  le  cas  de  la  nature,  le  point  matériel ,  placé  hors  de  la  masse 
de  la  terre,  doit,  avant  d'arriver  à  son  centre,  parcourir  la  moitié  de 
son  rayon ,  et  dès  qu'il  a  commencé  i  pénétrer  dans  son  intérieur,  la 
loi  de  l'accélération  change  ,  ainsi  que  je  l'ai  annoncé  art.  728  ,  et 
devient  telle  que  la  force  accélératrice  ne  peut  jamais  être  infinie. 

Voici  l'analyse  par  laquelle  on  détermine  tous  les  phénomènes  du 
mouvement  entre  la  surfitcc  de  la  mer  et  le  centre  de  la  terre. 

733.  L'origine  des  espaces  parcourus,  désignés  par  x ,  étant  prise  au 
niveau  de  la  mer  ,  c'est-à-dire  à  la  distance  r  du  centre  de  la  terre 
à  un  point  où  la  force  accélératrice  =g ,  le  mobile  est  supposé  conv 
meiicer  à  se  mouvoir  sans  vitesse  initiale  et  partir  de  cette  origine 
lorsqu'on  compte  iéro  temps j  abandonné  ainsi  à  la  pesanteur,  et 
se  mouvant  dans  l'intérieur  de  la  terre,  la  force  accélératrice  est,  arl 
728,  à  chaque  instant,  proportionnelle  à  la  distance  à  laquelle  il  se 
trouve  du  centre  de  la  terre,  c'est-à-dire  à  r  —  x ,  on  a  donc 

<" -f  =  ^'- 

substituant  pour  ^  sa  valeur  —-r-  ,  multipliant,  après  la  substitution, 

dx 
le  I".  membre  par  v  et  le  a*,  par  la  valeur  — y-  ^^  ^ ^  o"  ^ 

çdv=:  —  (/■ — x)  dxj 

dont  l'intégrale  est,  en  observant  que  *»  et  ce  sont,  par  hypothèse, 
nulles  ensemble. 
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(a) v'^=lS-.x  {s.r—x)s 

d'où  on  déduit 


(3) ^=-r±yi 


{gr—i^) 


g 

Si  sur  le  diamètre  zr  de  la  terre,  comme  grand  axe,  on  construit  une 
ellipse  dont  le  demi  petit  axe  soit  V" gr  ,  l'ordonnée  à  cette  ellipse  , 
correspondante  à  l'espace  parcouru  x ,  sera  la  vitesse  v  du  mobile. 
Cette  vitesse,  supposée  nulle  au  point  de  départ,  ou  à  une  des  extré- 
mités du  diamètre  terrestre,  se  trouvera  encore  nulle  à  l'autre  extré- 
mité du  même  diamètre,  le  mobile  étant  censé  avoir  traversé  le  globe 
terrestre.  Le  maximum  de  la  vitesse  aura  lieu  au  centre  de  la  terre  oii 
sa  valeur  V^r  sera  à  la  valeur  ^Tgr  qu'elle  aurait  eu ,  sï  la  force  ac- 
célératrice g,  qui  a  lieu  à  la  surface  de  la  mer,  se  fut  maintenue  cons- 
tante dans  l'intérieur  de  la  terre,  comme  i  :  1^. 

734.  Je  substitue ,  dans  l'équation  (a.)  de  l'art,  précédent ,  pour  ¥ 

sa  valeur  -^ —  et  cette  équation  devient 

(0 {grydt  =  :^^==.  ■ 

"  X  (ar — X) 

Si ,  sur  le  demi  cercle  circonscrit  à  la  demi  ellipse  dont  j'ai  donné 
la  construction  dans  i'articie  précédent ,  on  prend  un  arc  s  qui  ait  la 
même  origine  que  l'espace  parcouru  x  ,  et  dont  l'abcisse  soit  ce  même 
espace  x ,  le  second  membre  de  l'équation  précédente  sera  la  valeur  de 
ds  ,  d'où  on  conclut  ,  en  observant  que  /  et  j  sont  nuls  ensemble, 
l'une  ou  l'autre  des  valeurs 

(a) \        _ 

et  réciproquement 

(3) x  =  J,-cos.(^/l/ÂjL. 

-  égalant  cette  valeur  â  celle  que  fournit  l'équation  (3)  de  l'art,  précé- 
dent f  on  obtient  les  deux  équation» 
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(4) <'=(fr)^^■m.fl^/^^J 

et  tous  les  phénomènes  du  mouvement  se  trouvent  complètement  dé- 
terminés par  les  équations  de  cet  article  et  du  précédent. 

735.  Le  mobile ,  qui  est  censé  pouvoir  parcourir  le  diamètre  entier 
de  la  terre,  a,  d'une  extrémité  k  l'autre  de  ce  diamètre,  un  mouve- 
ment oscillatoire ,  qui  est  exprimé  très-clairement  par  l'équation  (3)  de 
l'art,  précédent;  en  effet,  si  dans  cette  équation  on  attribue  à  fies  valeurs 


successives 


..,.y^,,.y^,,^^,.y^. 


(fF  étant  la  demi  circonférence  qui  a  l'unité  pour  rayon)  les  valeurs 
correspondantes  de  x  seront,  respectivement,  Oj  r,  s,r,  r,  etc. 
et  se  reproduiront  continuellement  dans  ce  même  ordre,  si  les  valeurs 
successives  de  /j  à  compter  de  /  =  o^  croissent  par  intervalles  égaux 

à  ~  ■^1/  —  S  le  mobile,  après  avoir  parcouru  le  diamètre  de  la  terre, 

reviendra  donc  â  son  point  de  départ ,  retournera  ensuite  à  l'autre  ex- 
trémité du  diamètre,  etc.  jjar  des  oscillations  qui  ne  peuvent  cesser 
qu'en  vertu  de  causes  étrangères  à  la  loi  du  mouvement.  Chaque  allée 

et  retour,  a  une  durée  égale  à  s^l/  — ,  et  voilà  un  premier  exemple 

des  symhojes  de  mouvements  uniformes  dont  j'ai  parlé  à  l'art.  690;  le 
temps  constant ,  désigné  dans  cet  article  par  A^  a,  pour  valeur  ,  dans, 

\  /  r                           s.}rt           .                s.frt 
Je  cas  actuel,  a  Jtf/  — j  ensorteque  — y —  représente 7=-» 

"F  f 

valeur  identique  avec  celle  de  /|/—  qu»  entre  dans  l'équation  (3) 

de  l'article  précédent. 

Application  des  lois  du  mouvement,  expo>é«  dan»  le  chapitre  précédent,  au 
caa  où  le  mobile  ee  meut  prè«  de  la  «urfare  de  la  terre. 

736.  Désigant  par  f  l'élévation  d'un  mobile  au-dessus  du  niveau 
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de  la  mer  et  éliminant  x  dé  l'équation  (i)  de  l'art.  729  au  moyen  de 
l'équation  r+^  +  x  =  aj  la  valeur  de  ^j  donnée  dans  le  même  ar- 

ticle,  devient  ^  =  -/  \-yrr-  J  on  voit  par  cette  équation  et  par  l'é  - 

quation  (i)  de  l'art,  733  ^== (/* — a:)  que,  dans  une  même  ver- 
ticale et  k  partir  de  la  surface  de  la  mer,  la  force  accélératrice,  due  à 
la  pesanteur,  va  en  diminuant  à  mesure  qu'on  s'éloigne  du  point  de 
départ,  tant  au -dessus  qu'au  ^dessous  de  cette  surface.  Ainsi  un  mobile 
tombant  d'un  certain  point  supérieur  k  la  mer  aura  une  force  accélé- 
ratrice toujours  croissante  jusqu'au  moment  ou  il  sera  arrivé  au  niveau 
de  la  mer;  à  ce  moment  si  on  suppose  qu'il  peut  continuer  son  mou- 
vement vertical  dans  l'intérieur  de  la  terre,  la  force  accélératrice  de 
croissante  qu'elle  était  deviendra  décroissante,  et  la  loi  de  continuité 
sera,  sous  un  certain  point  de  vue,  violée  dans  ce  changement.  En  effet 

l'équation  <p  =  —z -r—  donne  en  général  ~j— -= i ^ — 

valeur  qui,  à  la  surface  delà  mer,  c'est-à-dire  dans  l'hypothèse  de 
^=:o,  devient  -  ■,  ■  -  = -_;  dans  l'équation  ^  = -^  (/■ — x) , 

on  a,  pour  toutes  les  valeurs  At  x ,  -  -rr-  = j  ainsi  \9.foKciion 

prime  de  la  valeur  de  x  en  ^  est  subitement  doublée  au  poiot  où  l'oii 
passe  de  l'extérieur  k  l'intérieur  du  globe  terrestre. 

737.  L'expression    .■        .^-  étant  développée ,  et  ^  n'étant  pas  censé 

excéder  les  plus  grandes  hauteurs  auxquelles  l'homme  peut  s'élever,  on 
pourra  négliger  les  termes  du  développement  qui  contlènent  les  sfi.  3*. 

etc.  puissances  de  ^  j  et  cette  expression  deviendra  |  i ^  W. 

La  quantité  i  —  est  le  facteur  par  lequel  il  faut  multiplier  les 

diverses  valeurs  de  g  que  j'ai  données  art.  709 ,  lorsqu'on  vetit  avoir 
égard  à  la  variation  de  k  pesanteur  dans  le  sens  vertical  à  une  hauteur  ^ 
au-dessus  du  niveau  de  la  mer.  S'il  s'agît  des  variations  de  la  pesanteur 

à  des  profondeurs  a;  au-dessous  de  ce  niveau  le  facteur  sera  i '■ — ,et 
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on  observera  que  ce  dernier  facteur  est  rigoureusement  applicable  k 

une  profondeur  quelcooque,  au  lieu  que  le  premier  ne  convient  qu'à 

des  hauteurs  très- petites  i»r  rapport  au  rayon  de  la  terre.  Ces  facteurs 

seront  employés  utilement  dans  l'exposition  de  la  théorie  du  nivellement 

barométrique. 

788.  Si  on  veut  examiner  comment  les  équations  du  mouvement  des 
graves  données  depuis  l'art.  719  jusqu'à  l'art.  784  s'accordent  avec 
celles  dans  lesquelles  on  suppose  la  force  accélératrice  constante,  it  faut, 
dans  les  premières,  introduire,  pour  condition,  que  l'espace  parcouru  x 
est  assez  petit  pour  qu'on  puisse  ni^gliger  les  termes  multipliés  par  sa 
s.',  puissance.  On  aura  ainsi  pour  le  mouvement  au-dessus  de  la  mer, 

(')•••"=  i-y^'  (=.)..*  =  -7-y~-j 

et  pour  le  mouvement  dans  l'intérieur  de  la  terre 

(3) . . .  -=i^i^j  (4)  ■ .  '=y^^ 

pour  ce  second  cas,  la  seule  condition  de  la  petitesse  de  x  fait  coïncider 
les  équations  (2)  de  l'art.  788  et  de  l'art.  784  avec  celles  de  l'art.  708. 

Pour  le  premier  cas  les  relations  entre  Xj  f  et  /  dépendent  de  la 
distance  Oj  ou  de  la  position  initiale  du  mobile  ^  mais  si  on  veut  éten  - 
dre  l'usage  des  équations,  qui  se  rapportent  k  ce  premier  cas,  au  mou- 
vement de  descente  dans  l'intérieur  de  la  terre,  à  partir  du  niveau  de 
la  mer,  elles  deviendront  identiques  avec  les  équations  du  2'.  cas,  parce 
qu'alors  on  aura  la  distance  initiale  au  centre  de  la  terre  =a  =  r. 

Lois  du  mouTemcnt  rcrfïcal  d'un  point  miitérîel  peiant ,  en  ayant  «gard  à  la 
résistance  du  milieu  traversé  par  ce  mobile ,  qu'on  suppose  proportionnelle 
au  quarré  de  la  vitesse. 

739.  La  théorie  du  mouvement  vertical  des  corps  pesants,  exposée 
dans  le  chapitre  précédent,  ne  laisserait  rien  à  désirer  si  ce  mouvement 
avait  lieu  dans  le  vide  ;  mais  la  résistance  du  milieu  traversé  par  le 
mobile,  en  change  tellement  les  lois,  qu'il  est  indispensable  d'y  avoir 
fgard  si  on  veut  obtenir  des  résultats  conformes  aux  phénomènes  réels, 

La  résistance  dont  je  parle  peut  être  considérée  comme  xxnt  force 
fptardatrice  j  et  ime  particularité, qui  caractérise  celte  JbrcCj  consiste 
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en  ce  que  son  sens  d'action  est  déterminé  par  le  sens  du  mouvement 
du  mobile  auquel  elle  est  toujours  directement  opposée  ;  de  plus ,  elle 
n*a  d'effet  qu'autant  que  ce  mobile  a  une  vitesse  finie  dont  elle  lui  cn> 
lève ,  k  chaque  instant ,  une  portion  infiniment  petite. 

On  a  conclu ,  et  d'un  grand  nombre  d'expériences  et  du  raisonne- 
ment (je  reviendrai  sur  cette  matière  quand  je  traiterai  de  la  résis- 
tance des  fluides  )  que ,  les  cas  extrêmes  des  très-petites  et  des  très- 
grandes  vitesses  exceptés  ,  si  le  mouvement  a  lieu  dans  un  liquide  ou 
dans  un  gaz  aeriforme,  de  même  densité  par  toute  sa  masse,  l'élé- 
ment de  vitesse  détruit  à  chaque  instant,  par  la  résistance  du  mi- 
lieu (tit  supposé  constant)  est  sensiblement  proportionnel  au  quarré 
.de  la  vitesse  du  mobile ,  au  même  instant  ;  ainsi  le  mobile  pesant,  se 
mouvant  dans  une  verticale,  la  variation  instantanée  de  sa  vitesse,  est 
duc,  I".  k  la  pesanteur  qui  change  cette  vîtPsse  c  en  v^gdtj  sfi.  à 
la  résistance  du  milieu  par  laquelle  cette  dernière  valeur  devient 
f  +  gdt  —  kv^de  f  en  désignant  par  h  une  constante  à  déterminer  par 
l'expérience  ;  ensorte  qu'on  a<fc,=  -^gdi — hv^dt}  et  la  force  motrice 
a  pour  valeur  +^ — ic»^  la  masse  étant  =1,  Les  signes  supérieur 
et  inférieur  de  gdt  ^  sont  respectivement  applicables  aux  mouvements 
verticaux  de  descente  et  d'ascension. 

740.  Je  vais  d'abord  traiter  le  cas  du  mouvement  d'asc^sion ,  et  pour 
rendre  les  expressions  homogènes  et  la  suite  de  l'analyse  plus  facile,  jesubs- 
t ituerai  à  la  constante  h  une  autre  constante  a^  en  faisant  JÏ = -^ .  et  i  'au  rai 
dv  c  v^   \ 

w ^=-*('+-^) 

OR  tire  immédiatement  de  cette  équation 


M-.dt=-. 


Le  2«.  membre  est  la  difTérentielIe  d'un  arc  qui  a  pour  tangente  tri- 
ponométrique  — ,  ce  qui  donne 

\  V 

taDg.=  — 
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Le  mouvemeat  vertical  d'ascension  ne  peut  avoir  lieu  sans  une  vitesse 
initiale;  soit  U  cette  vitesse,  dont  on  suppose  que  le  mobile  étoit 
animé  à  l'instant  où  on  comptait  zéro  temps  j  l'état  initial  donnera 

o  =  C —  arc.  <  tang.:= >  et  on  aura  pour  intégrale  ultérieure 


(a)  .  .  .  —  i=arc.jtang.=  — J— arc.jtang.  =  — 

on  déduit  de  cette  équation 

(3)  .  .  .  (-  =  <».  tang.jarc.[^tang.==-^J—-l /{• 

Pour  avoir  la  relation  entre  l'espace  parcouru  et  la  vitesse  on  multi- 
pliera le  premier  membre  de  (i)  par  c  et  son  second  membre  par  la 

valeur  — ■>.—  de  y,  en  désignant  par  a^  la  distance  à  laquelle  le  mobile 

Be  trouve  au  bout  du  temps  /^du  point  où  il  avaitia  vitesse  initiale  £7^  et 

a*          i vdv 
cette  équation  (  i  )  pourra  se  mettre  sous  la  forme  i/r= .  — : -— 

ayant  pour  intégrale  a;^  C—  log.  (a'  +  »^)j' 

l'hypothèse  des  valeurs  simultanées  x  ^=  o ,  et  9-=^  V  ^  donne 
C=  -^log.(a»+Z7')^d'où 


on  déduit  de  cette  équation,  en  désignant  par  e  le  nombre  dont  le 
logarithme  népérien  ^  i  ^ 

(^) ^={^^à^-^^^^f 

en  substituant  cette  valeur  dans  (2),  ou  en  l'égalant  au  £'.  membre  de 
l'équation  (3),  on  aura  la  relation  entre  les  temps  et  les  espaces,  parcourus. 

741.  Je  passe  au  cas  du  mouvement  de  descente  verticale  et,  v  étant 
la  vitesse  au  bout  du  temps  tj  je  suppose  qu'on  a  en  même  temps  v=-o, 
/  =  0j  et  qu'au  premier  instant  le  mobile  se  trouve  à  l'origine  des 
distances  x  qui  déterminent  sa  position  sur  la  ligne  du  mouvement. 

L'équation  fondamentale,  dans  ce  cas,  est  art.  739, 
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(') ^=-(-^> 

on  en  déduit 

dv  ,  dv  dv 


gdt=' 


^  a 


«t  on  a  pour  intégrale,  après  avoir  divisé  les  deux  membres  par  a^ 

La  constante  arbitraire  est  nulle  d'après  l'hypothèse  des  valeurs 
simultanées  c=:o  et  /=o.  On  déduit  de  cette  équation 

Pour  obtenir  une  équation  finie  entre  les  vitesses  et  les  espaces  parcourus 
on  multipliera  le  i".  membre  de  (i)  parc  et  le  a«.  membre  par  la  valeur 
dx 
— j—  de  V  j  et  on  aura 

,  vdv 

gdx= —  . 


multipliant  les   deuz  membres  par  — ~  et  intégrant 
-^a,-. l„g.(^,_-^),ou 

(4)....a.=-ïl|os.(-^;r?^).- 

Ja  constante  est  encore  nulle  parce  qu'on  a,  en  même  temps,  par  hy- 
pothèse, f  :^  o  et  a;  =  o. 

Résolvant  cette  équation  par  rapport  à  f  on  a 

(5).....^  °<-::::::-'^  • 

Si  on  substitue  cette  valeur  dans  (a)  on  aura  /  en  a:^'  «t  si  on  l'égale 
k  celle  qui  est  donnée  par  l'équation  (3)  on  obtiendra  l'équation 

«)  "'"■—   =  ('^""•— )• . 
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74a.  La  quantité  a  est  constante  pour  un  milieu  et  un  mobile  don- 
nés ,  mais  quoiciue  le  mobile  reste  le  même ,  elte  varie  d'un  milieu  & 
Vautre,  et  rt^ciproquement  dans  le  même  milieu  elle  varie  avec  la  masse 
du  mobile.  Je  reviendrai  sur  ces  observations  avec  quelque  détail ,  lois- 
que  )é  parlerai  de  la  résistance  des  guides.  Je  me  bornerai  à  dire, 
en  ce  moment,  que  les  équations  des  deux  articles  précédents  peuvent 
être  employées  utilement  à  la  détermination  de  a  par  l'eipérience.  Ea 
effet  dans  le  cas  de  l'art.  740 ,  connaissant  la  vitesse  initiale  U  et  la 
plus  grande  hauteur  H  h.  laquelle  le  mobile  s'est  élevé,  l'équation  (4) 

de  cet  article  donnera  /f  ^ loe.  I  i  + I ,  la  seule  inconnue 

a*-  V  «'   J 

restante  sera  a  qui  pourra  se  calculer  par  des  méthodes  d'approïima- 
tion.  Si  au  lieu  de  la  plus  grande  élévation ,  on  connaît  le  temps  T  de 

cette  élévation,  on  tirera  de  l'équation  (3), ^  tang.  1  —  T  \  s 

a  \  a       J 

enfin  ,  sans  connaître   la  vitesse   initiale  ,  si  on  a  observé   la  plus 

grande  hauteur  de  l'ascention  et  sa  durée  ,  .on  aura  l'équation 

M^ log.  \  1  +  tang.»  (  —   ^  I  (  -'  voilà  donc  trois  moyens  de 

calculer  a  par  des  données  expérimentales. 

Dans  le  cas  de  l'art.  741  ,  H  étant  la  hauteur  totale  de  la  chute  et 
T  sa  durée ,  on  substituera  ces  valeurs  observées  k  x  et  f  dans  l'équa- 
tion (6)  de  cet  article,  et  on  aura  encore  une  équation  qui  ne  contien- 
dra d'autre  inconnue  que  a.  On  peut  aussi  employer  le  temps  total 
d'une  ascension  et  d'une  descente ,  en  combinant  les  équations  qui  se 
rapportent  à  ces  deux  cas,  équations  dans  lesquelles  on  introduira  la 
■condition  de  l'égalité  des  deux  espaces  totaux  parcourus,  et ,  en  général, 
quelque  soit  le  choix  qu'on  fasse  des  données,  avoir  recours  à  diffé- 
rents artifices  d'analyse  pour  simplifier  le  calcul  de  as  mais  ces  détails , 
que  je  trouverai  l'occasion  de  placer  ailleurs,  me  mèneraient  trop  loin, 
et  il  me  suffit,  en  ce  moment,  d'avoir  simplement  fait  connaître  la  possi- 
bilité de  l'emploi  des  formules  des  art.  740  et  741  dans  la  détermina- 
tion de  la  résistance  du  milieu. 

743.  Les  équations  (3)  et  (5)  de  l'art.  741  offrent  une  propriété  re- 
marquable du  mouvement  de  descente  verticale  dans  un-milieu  résistant 
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comme  le  qaarré  de  la  vitesse  ;  on  y  voit  que  la  valeur  de  cette  vitesse 
ne  peut  jamais  être  plus  grande  que  a  _,  quelle  approche  sans  cesse  de 
cette  limitcet  qu'elle  ne  l'atteint  r^ureusement  que  lorsque  le  temps 
ou  l'espace  parcourus  sont  infinis;  mais,  dans  uo  grand  nombre  de  cas 
les  quantités  exponentielles  peuvent  prendre  un  accroissement  très- 
rapide  de  manière  que  le  nombre  qui  multiplie  a ,  dans  la  valeur  de  v , 
devienne  promptement  presque  égal  à  l'unité,  et  que  le  mouvement 
parvienne  sensiblement  â  l'uniformité  avec  la  vitesse  a.  C'est  un  premier 
exemple  des  espèces  de  mouvements  variés  ,  dont  j'ai  parlé  à  fart;  696. 
744.  Le  mobile  lancé  de  bas  en  haut  avec  la  vitesse  initiale  U  séléve, 

comme  onayuprécédemment,àunehauteur log.o+  tang.*j  — J^)(» 

à  cette  hauteur,  sa  vitesse  se  trouvant  entièrement  éteinte,  il  prend 
un  mouvement  rétrograde  et  une  des  forces  qui  font  varier  son  mou- 
vement ,  subit ,  ainsi  que  je  l'ai  observé  art.  789,  un  changement ,  brus  - 
que  en  prenant,  tout-à-coup,  une  direction  diamétralement  opposée 
à  celle  qu'elle  avait  pendant  l'ascension  du  mobile.  Les  équations  du 
mouvement,  dans  ce  second  cas,  ne  peuvent  pas  se  déduire  de  celle 
qui  se  rapportent  au  premier  cas,  les  relations  entre  t  et  c  sont  dif- 
férentes. Cependant  on  peut  ramener  l'expression  de  ces  relations  à  des 
considérations  géométriques  qui  établissent  la  loi  de  continuité  entre 
les  phénomènes  du  mouvement  de  montée  et  de  descente.  Du  rayon 
AC:=a  traçons  un  arc-de-cercle  AB  dont  la  tangente  AT,  menée  p. 
au  point  A,  soit  égale  à  la  vitesse  initiale  V)  prenons  sur  celte  tangente 
la  longueur  ^Ç>^  v ,  et  traçons  les  sécantes  Cr  et  CQ i  on  verra très- 
aisément,  en  rapprochant  cette  construction  de  l'énoncé  de  l'équation 
(2)  art.  740,  que  cette  équation  peut  être  remplacée  par  la  suivante 
a  Xiecteur  CBn 

Soit  maintenant,  C  le  centre  et  A  le  sommet  d'une  hyperbole  équi- 
Jatère  AMHj  prolongeons  la  tangente  TAj  commune  aux  deux  courbes, 
jusqu'à  sa  rencontre  R  avec  l'assymptote  CRN  s  prenons  sur  AR  une 
longueur  At=  v  (cette  indéterminée  c  étant  celle  qui  entre  dans  l'équa- 
tion (3)  art.  741  ),  et  une  longueur  At*  dont  l'eicès  sur  la  première 
soit  censé  une  partie  infiniment  petite  tt'=:4vj  menons  enfin  les 
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rayons  vecteurs  CrM^  Ct'M'.  On  trouvera  sans  difficulté  que  le  sec- 

teur  élémentaire  CMM?  = -=     ^    .    d'où  dt=^ 


ag 


s.'X.CJM  ,        .  ,         „.        ■       /    N 

et  /= _,  cette  équation  pouvant  remplacer  lequatign  (a) 

de  l'art,  741. 

Ainsi  comptant  les  vitesses  sur  la  ligne  RT,  de  part  et  d'autre  de 
l'origine  j4  j  savoir  les  vitesses  qui  ont  lieu  dans  le  mouvement  d'as- 
cension du  côté  de  T,  et  celles  qui  ont  lieu  dans  le  mouvement  de 
descente  du  côté  de  Rj  les  temps  correspondant  à  ces  vitesses  seront 
représentés  par  les  aires  comprises  entre  le  rayon  CB  la  courbe  com-^ 
posée  BnAMHj  et  jin  autre  rayon  vecteur  quelconque,  Cn  ou  CM^ 
mené  h  cette  courbe  composée ,  et  coupant  RT  à  l'extrémité  de  la 
partie  AQ  ou  jIt  qui  représente  la  vitesse.  On  comptera  zéro  temps 
au  moment  où  le  mobile  sera  lancé  de  bas  en  haut  avec  la  vitesse  ini-. 
tiale  AT  =  D ,  le  rayon  vecteur  Ct  ou  CQ  se  confondant  alors  avec 
CT  f  et  cette  origine  du  temps  sera  commune  à  la  montée  et  à  la 
descente. 

La  propriété  énoncée  à  l'art.  748  est  manifeste  dans  cette  construc- 
tion; on  voit  que  la  vitesse  Jr  ne  peut  jamais  excéder  la  longueur  AR 
du  demi -axe  aj  elle  n'atteint  cette  longueur  que  lorsque  CM  se  con- 
fond avec  l'asymptote  CR,  auquel  cas  l'aire  CAM  qui  représente 
le  temp  est  infinie  ;  mais  le  point  r  peut  être  promptement  assez 
rapproché  du  point  R  pour  que  les  lignes  At  et  AR  ne  diffèrent 
qu'extrêmement  peu  l'une  de  l'autre,  et  dès-lors  la  vitesse  Ar  devient 
sensiblement  invariable  et  égale  à  AR. 

745.  Les  équations  des  art.  740  et  741  doivent  donner,  comme  cas 
particuliers,  celles  des  art.  708  et  suivants,  lorsqu'on  suppose  que  la 

résistance  est  nulle,  ou  que  — i —  =  P»  ce  qui  revient  à  dire  que  a  =,:>:>; 

mais,  pour  mettre  cette  relation  en  évidence,  il  faut  développer,  en 
séries,  les  fonctions  circulaires  et  logarithmiques  qui  entrent  dan» 
les  équations  des  art.  740  et  741,  Ces  séries  peuvent  être  obtenues 
frès- simplement  par  le  procédé  même  de  l'intégration,  et  il  suffît, 
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comme  on  peut  s'en  assurer  à  l'aspect  des  équations  (i)  des  art.  cités,  de 
développer  la  fonction =  •  +  +  +  -^  +  etc. 

le  signe  supérieur  est  applicable  au  cas  du  mouvement  d'ascension  et  le 
signe  inférieur  au  cas  du  mouvement  de  descente. 

Dans  l'un  et  l'autre  cas  on  intègre  le  produit  de  la  série  par  dç  ou 
par  vdvf  respectivement,  pour  obtenir  la  valeur  du  temps  ou  celle  de 
l'espace  parcouru  et  on  a. 

Dans  le  cas  du  mouvement  d'ascension 


ei  =  i{[7-ç)-^, 


gx,^i{V'~v')- 


£73—^3 


■  +î 


£75- 


V*—i,*     ■  ,    £7«- 


Dam  le  cas  du  mouvement  de  descente 

fA  v^  t/7 

<»=TV+i-^+f-^  +  f-^etc.  - 

c4  ffi  t^ 

fx=i..  +  i—  +i— +  i-^etc. 

Lorsque  la  résistance  du  milieu  est  nulle  ou  que  a  =  so  ^  \e  s.*, 
membre  de  chacune  de  ces  équations  se  réduit  à  son  premier  terme, 
et  on  obtient  alors  les  relations  entre*  /_,  c  et  a?  qui  doivent  avoir  lieu 
dans  le  vide. 

On  peut  aussi  employer  utilement  ces  valeurs  en  série  dans  les  calculs 
relatifs  à  la  détermination  de  la  quantité  ^j  ou  de  la  résistance  du  fluide; 
je  supprime  ces  détails  par  les  motifs  donnés  it  la  fin  de  l'art.  742. 

De  la  dureté,  de  l'état  de  mollesse,  de  Véleisticité  et  des  dÏTera  degrés  de  ces 
qualités  dans  les  corps.  Mesure  de  V^sticité. 

746.  La  dureté  est  la  propriété  des  corps  par  laquelle  ils  résistent 
plus  ou  moins  aux  efforts  qui  tendent  k  séparer  les  différentes  parties 
de  leurs  masses ,  ou ,  en  général ,  à  changer  les  positions-  respectives 
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de  CM  parties ,  et  par  conséquent  les  formes  des  corps  ;  un  corpt 
parfaitement  dur  est  celui  dans  la  forme  duquel  aucun  elTort  ne  peut 
produire  le  plus  léger  changement.  On  a  tout  lieu  de  croire  qu'il 
n'existe  pas  de  corps  pareils  dans  la  nature ,  et  je  considère  la  par- 
faite dureté  comme  une  qualité  purement  abstraite ,  mais  dont  l'in- 
troduction ,  dans  certaines  branches  de  théorie  générale,  est  indispen- 
sable ,  comme  on  le  verra  dans  la  suite  du  cours. 

Lorsqu'un  corps  n'est  pas  parfaitement  dur  et  que  sa  forme  est  par 
conséquent  susceptible  de  changement,  si  une  force,  après  avoir  opéré 
un  pareil  changement ,  cesse  d'agir  sur  lui ,  ou  ce  corps  conservera  la 
nouvelle  forme  qu'il  a  été  obligé  de  prendre,  ou  il  reviendra  complè- 
tement à  la  première ,  ou  enfin  il  changera  sa  nouvelle  forme  maïs  sans 
regagner  entièrement  la  première.  . 

Le  corps  qui  est  dans  le  premier  cas  s'appelle  un  corps  mou  J  il  doit 
être,  à  certains  égards,  quant  aux  phénomènes  de  mouvement,  assimilé 
aux  coTçs  parfaitement  durs;  le  second  cas  est  celui  des  cor^s  par- 
faitement élastiques j  on  peut  si  l'on  veut,  considérer  encore  la 
parfaite  élasticité  comme  une  propriété  abstraite ,  quoique  la  nature 
nous  offre  beaucoup  de  corps  qui  en  Jouissent  à  un  degré  éminent, 
enfin  le  3*.  cas  est  celui  des  corps  imparfaitement  élastiques. 

747.  On  a  tenté  d'établir ,  entre  les  différents  degrés  de  dureté 
des  corps,  quelques  modes  de  comparaison  ,  utiles  dans  les  arts,  mais 
étrangers  aux  recherches  qui  vont  suivre,  et  qui  ne  sont  pas  d'ail > 
leurs  susceptibles  d'une  rigueur  mathématique.  Il  n'en  est  pas  de  même 
des  différents  degrés  d'élasticité,  leur  mesure,  que  j'aurai  occasion 
d'introduire  dans  des  problèmes  importants  de  dynamique,  se  rapporte 
à  un  terme  t'e  comparaison  fixe  et  rigoureux  déduit  d'une  propriété  de 
l'élasticité  parfaite  j  voici  en  quoi  consiste  cette  propriété.  Si  un 
corps  parfaitement  élastique  (  pour  fixer  les  idées ,  je  le  supposerai 
sphérique)  animé  d'une  certaine  vitesse  et  se  mouvant  suivant  une  ligna 
■  droite,  rencontre  un  plan  immobile  et  parfaitement  dur  perpendiculaire 
à  sa  ligne  de  direction ,  11  le  choquera  et,  par  une  propriété  de  l'élasticité, 
unie  à  celle  du  rétablissement  complet  de  la  forme ,  ce  corps ,  après 
le  choc,  retournera  en  arrière  et  ,se  mouvra  ,  en  sens  contraire  de  son 
premier  mouvement ,  avec  une  vîtesse  égale  à  celle  dont  il  jouissait  dans 
ie  sens  direct,  quelle  qu'ait  été  cette  vîtesse. 

Soit 
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Soit  maîntmant  un  autre  corps  imparfaitement  élastique  se  trouvant, 
d'ailleurs,  dans  des  circonstances  parfaitement  semblables  à  celles  que 
je  viens  de  décrire,  à  ta  valeur  près  de  sa  vitesse  avant  le  choc,  qui  peut 
être  ou  ne  pas  être  la  même  que  celle  du  premier  corps  ;  après  le  choc  ce 
corps  retournera  aussi  en  arrière  sur  la  ligne  de  direction  de  son  premier 
mouvement,  mais  sa  vitesse  sera  moindre  qu'elle  n'était  avant  le  choc 
dans  un  rapport  qu'on  peut  supposer  =  i  :  n^  l'unité  représentant  la 
vitesse  antérieure  au  choc,  et  n  un  nombre  positif  <^  i  ;  ce  nombre  n 
donnera  la  mesure  l'élasticité  du  second  corps  lorsqu'on  fera  l'élasticitâ 
parfaite  =:  i. 

DéKaititm  de  U  quantité  de  mouvemeM.  DittÏBCtion  entre  la  pression  et  le  ckoo. 
Im  rigueur  de<  théorie*  d'équilibre  eit  indépendante  dei  considérations  sur 
les  forces  particulière*  à  la  Dynamique.  Représentation  des  forces ,  dans 
l'analyse  des  phénomènes  du  mouvement  d'un  corps  ou  d'uo  système  do 
corps  ,  par  Ak»  forces  motricas  ou  des  quantités  de  mouvement  ,Aet  forces  ac- 
céliératrice»  ,aa  des  pf '«km.  Observation  sur  la  décomposition  des  vitesses.  On 
peut  toujours  ramener  les  eipressiooa  qui  représentent  les  forces  appliquées 
A  un  système  k  ne  contenir  que  Aetforces  accélératrices  ou  des  vitesses. 

748.  On  a  VU  par  les  détails  dans  lesquels  je  suis  entré  art.  714  et 
suivants  sur  la  comparaison  et  la  mesure  des  forces,  que  les  effets  mé- 
caniques dont  les  corps  en  mouvement  sont  capables  dépendent  essen- 
tiellemêtit  de  leurs  masses  et  de  leurs  vitesses  ;  m  désignant  la  masse  et 
V  la  vîtesse ,  le  produit  mv  qu'on  employé ,  à  chaque  instant ,  dans  les 
problêmes  de  dynamique  a  été  désigné  par  le  nom  particulier  de  quan- 
tité de  mouvement. 

J'observerai,  k  propos  de  cette  déOnition  ,  que  le  mode  de  comparaison 
des  forces  entr'elles,  établi  art.  718  et  suivants,  se  réduit  k  assigner 
des  rapports  entre  des  quantités , de  mouvement  j  en  eflfet  Ia  force 
.  .  di> 
dt 

n'est  autre  chose  qu'une  quantité  de  mouvement  hypothétique ,  qui 
aurait  lieu  au  bout  de  l'unité  de  temps,  si,  à  partir  de  l'état  de  repos,  le 
corps  se  mouvait,  pendant  cette  unité  de  temps,  d'un  mouvement  unifor- 

dv 
mément  accéléré  avecla  force  accélératrice-^  supposée  constante. 
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749.  J'ai  fait  comiaître  ,  aux  articles  cités ,  que  les  forces  dont  h 
composition,  la  décomposition  et  l'équilibre  coDstituûeat  les  objets  de  - 
U  première  partie  du  cours ,  ^ient  celles  qui ,  dam  le  premier  ins- 
tant de  leurs  actious  sur  les  masses  m,  leur  impriment  des  quantités 
de  mouvement  élémentaires  mdv  ou  m^dt,  (eo  désignant  respective- 
ment p«r  vy  41  «t  di,  la  vitesse ,  la  force  accélératrice  et  Téléoient  du  ■ 
tempe)  ou  qMÏ,  à  un  instant  quelconque  de  ces  actiom  proion^es,  font 
varier  de  mdv  9Vi  m^dt  U  tfuantitè  de  mouvement  actueUe  mp  du 
Corp».  Or  les  effets  mécïtniques  dont  est  capable  une  maste  lorsqu'elle 
jouit  de  la  quantité  de  mouvement  élémentaire  m^dtj  ou  qu'elle  est' 
animée  d'une  quantité  de  mouvement  finie  mv,  étant  d'ordres  diffé- 
rents ,  et  tels  qu'on  ne  peut  établir  ni  rapports  de  quantités,  ni  condi- 
tions d'équilibre  entre  les  actions  des  masses,  prises  dans  l'un,  étales 
actions  des  mêmes  masses,  prises  dans  l'autre  de  ces  cas,  (je  donnerai 
bientôt,  sur  cet  objet ,  des  développements  appuyés  d'exemples  )on  a  dis- 
tingué ces  effets  par  des  noms  diiféreols.  On  appelle  pression  l'action  , 
contre  un  obstacle  d'une  masse  m,  animée  d'une  quantité  de  mouvement 
élémentaire  m^dty  celle  que  lui  communique,  dans  le  r".  instant,  une 
puissance  continue  ,  la  masse  m  étant  à  cet  instant  supposée  en  état  de 
repos ,  et  l'effet  de  l'obstacle  qu'elle  presse  étant  d'empêcher  les  accrois- 
sements successif  de  la  vitesse  naissante  ;  et  on  désigne  par  le  nom  de 
choc ,  l'action  contre  un  obstacle  de  la  même  masse  m,  lorsqu'elle  a 
acquis  soit  par  l'action  continuée  de  la  puissance,  soit  d'une  aiitre  ma- 
nière quelconque  la  quantité  de  mouvement  finie  mv. 

jBo.  Ces  détails,  ceux  qui  les  ont  précédé  depuis  l'art.  714,  et 
d'autres  qui  ne  tarderont  pas  à  être  exposés ,  doivent,  ainsi  que  j't>n 
avais  prévenu  ,  jeter  un  jour  satisfaisant  sur  la  nature  des  forces  qui 
ont  été  l'objet  de  la  première  partie  du  cours,  et  sur  leurs  relation» 
avec  celles  auxquelles  on  peut  supposer  un  rtiode  d'action  quelconque  ; 
la  connaissance  qu'ils  donnent  des  éléments  ou  principes  constituants 
de  l'effet  d'une  puissance  ne  pouvait  s'obtenir  que  par  des  considéra- 
tions de  dynamique;  on  ne  doit  cependant  pas  conclure  de-Iâ  que  cette 
analyse  d'éléments  fut  indispensable  ou  même  nécessaire  pour  assurer 
U  rigueur  des  démonstrations  de  la  Statique  ;  toutes  les  conditions  exi- 
gibles à  cet  égard  sont  complètement  remplies  ,  lorsqu'après  avoir 
pris  un  type  de  puissance  ,  tel  que  la  pesanteur ,  et  déterminé  exac- 
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'tvmrat  les  circonstances  auiquelles  on  rapporte  son  action,  on  ne 
compare  k  cette  force ,  et  eotr'elles  ,  que  d'autres  forces  qui ,  par  le 
fait,  ont  des  modes  d'actions  tels  qu'elles  peuvent ,  dans  les  conditions 
<et  dans  les  circonstances  assignées,  contre-balancer  les  efforts  résultants 
de  l'action  de  la  puissance  prototype,  ce  qui  suppose  qu'elles  sont,  néces- 
sairement, de  même  nature  et  de  même  orrfre  qu'elle;  dès-lors  l'expres- 
sion d'une  force,  pour  la  Statique,  n'est  que  le  nombre  indiquant  le  rapport 
entre  cette  force  et  son  utjité  convenue ,  sans  aucun  égard  aux  facteurs  de 
cette  expression  que  des  considérations  de  dynamique  ont  fait  découvrir. 
•ySt.  Des  puissances/»',/'",  etc.  capables  d'imprimer,  respectivement» 
h.  des  masses  m' ,  m" ,  etc.  de»  quantités  de  mouvement  élémentaire» 
m' ^ dt ,  m" ^" dt p  etc.  doivent  donc,  d'après  les  explications  fort  éten - 
dues  qui  précèdent,  si,  pour  ne  s'attacher  d'abord  qu'au  cas  le  plus 
simple,  leurs  directions  Concourent  en. un  même  point,  êlre  sujettes  aux 
mêmes  lois  de  composition,  de  décomposition  et  d'équilibre  qui  ont 
été  établies  dans  la  première  partie  du  cours.  Qu'on  suppose  maintenant 
ï)ue  chacune  de  ces  puissances  soit, capable  d'imprimer,  dès  le  premier 
instant  de  son  actiim,  au  lieu  de  l'élément  jr^^/  de  quantité  de  mouve- 
ment, la  quantité  de  nwuvement  finie  m^  qui  représente  \i  força 
motrice  )  les  équations  posées  dans  le  premier  cas  devront  encore  sub* 
sister  dans  celui  -  ci ,  puisque  les  rapports  entre  les  puissances  resteront 
les  mêmes.  Les  changements  opérés  dans  les  termes  de  ces  équations 
consistent  en  ce  que  les  nombres ,  qui  représentoient  d'abord  les  inten  • 
sites,  se  trouvent  ensuite  multiplies  par  le  facteur  infini  mais  commun 

— -j — i  les  données  et  les  inconnues  passent  d'un  ordre  de  quantité 

à  l'autre  mais  conservent  les  mêmes  relations. 

En  général  si  un  point  matériel  reçoit,  dans  des  directions  quelconques, 
les  impulsions  simultanées  de  plusieurs  puissances  dont  chacune  pourrait 
lui  donner,  dt'sle  premier  instant  de  son  action,  une  vitesse  soit  éJi^men- 
tairesoitHniCfla  vitesse  et  la  direction  résultantes  de  toutes  ces  impulsion^ 
se  détermineront  d'après  les  vitesses  et  les  directions  que  le  corps  pourrait 
recevoir  des  difrérentesfbrce3,ensubstituant  purement  et  simplement  ces 
vitesses  et  i:es  directions  aux  intensités  et  aux  directions  des  forces'  dans 
les  formules  de  composition  fournies  parla  statique,  ce  qui  est  évideni? 
ment  applicable  aux  décompositions  et  aux  c;ondition$  d'éf^uilibfe. 
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Ces  propositions,  qui  sont  des  conséquences  immédiates  ou  p1ut6t  les 
éiionciations,  eo  d'autres  termes,  de  celles  qui  sont  consi^iées.  dans  les 
art.  714  et  suivants,  pourroieot  se  démontrer  immédiatement  par  une 
suite  de  raisonnements  absolument  semblables  à  ceux  que  j'ai  employés 
depuis  fart.  41  jusqu'à  l'art.  74.  On  commencerait  par  le  cas  de  deux 
forces  Capables  d'imprimer  des  vitesses  égales  f^  dans  des  directions  di£> 
férentes  faisant  entr'elles  un  angle  2a ,  et  on  trouverait  la  vitesse  résul- 
tante c=:a/^  COS.  a,  imprimée  suivant  une  ligne  qui  partagerait  Tangle 
2iz  en  deux  parties  égales,  etc. 
,  75a.  La  décomposition  d'une  vitesse  f^  en  plusieurs  autres  peut  être 
considérée  sous  un  point  de  vue  purement  géométrique  ;  si ,  par  exemple-» 
un  cor])&JV/,  animé  de  cette  vitesse F'.se meut  d'un  mouvement  uniforme, 
dans  une  direction  déterminée  faisant  les  angles  respectif  ajS,y  avec 
trois  directions  rectangulaires  suivant  lesquelles  la  décomposition  est 
censéeavoirlieu,Ie8Composante8^cos.a_,/^cos.  ^_,  F'cos.y,  seront  les 
valeurs  des  projections  orthogonales ,  sur  les  droites  auxquelles  se  rappor- 
tent ajffet  y,  de  l'espace  parcouru  pendant  chaque  unité  de  temps  par 
ilf  sur  sa  ligne  de  mouvement,  et  les  produits  tV^cos.  a,  iF'coa.  if,  tFcos.  y 
seront  les  projections  orthogonales,  sur  les  mêmes  droites,  de  l'espace 
total  parcouru  par  M  pendant  le  temps  1. 

753.  En  résultat  si  l'un  quelconque  M  des  points  matériels  composant 
un  système  est  sollicité  par  des  forces  dont  chacune  serait  capable  de 
lui  imprimer  une  vitesse  finie  /^  au  premier  moment  de  son  action, 
toutes  les  forces  appliquées  au  système  seront  dans  l'analyse  relative  à 
la  détermination  des  phénomènes  du  mouvement,  représentées  par  des 
termes  de  la  forme  MF'j  et  si  toutes  les  masses  M  sont  égales  les  forces 
auront  pour  expression  les  simples  vitesses  f. 

Si  les  forces  sont  soumises,  dans  leur  action,  à  la  loi  de  continuité, 
ce  qui  est  le  cas  général  de  la  nature  ainsi  que  je  l'ai  fait  remarquer 
art.  714,  les  forces,  dont  l'effet  sera  réduit  &  modifier  le  mouvement  du 
système  par  degrés  insensibles,  n'en  seront  pas  moins  représentées  pr 
des  produits  dont  les  facteurs  sont  des  masses  et  des  vitesses  finies  ; 
(voyez  l'observation  consignée  à  la  fin  de  l'art.  748)  ces  produits  et 
les  vitesses  qui  y  entrent  comme  facteurs  étant,  respectivement,  Tes 
quantités  qu'on  est  convenu  d'appelé  r^ôrcw  motrices  eX  forces  accélé- 
ratrices et  sur  lesquelles  j'ai  donné  toutes  les  notions  et  les  explications 
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nccessaires.  Dans  le  cas  où  les  masses  sont  égales  les  {>uissaDces  sont 
représentées  par  les  seules  fortes  accélératrices. 

754.  J'observerai ,.  en  finissant  ce  chapitre ,  que,  dans  l'analyse  des 
pliénomènes  de  mouvement  d'un  système  de  corps  sollicité  par  des 
puissances  quelconques,  on  peut  toujours  ramener  les  signes  qui  repré- 
sentent les  forces  à  n'exprimer  que  de  simples  vitesses.  En  effet,  une  force 
étant  capable  de  donner  à  une  masse  M  dans  le  i«'.  instant  de  son  action 
soit  une  vitesse  finie  ^j  soit  un  élément  de  vitesse  duquel  on  déduise 
une  force  accélératrice  0'^  ce  qui,  dans  l'un  ou  l'autre  cas,  lui  assigne 
parmi  les  forces  de  même  ordre  ou  l'expression  JWf  ou  l'expreMio» 
MfP,  si  on  suppose  que  cette  force  agisse  sur  un  autre  corps' Ji'  on 
devra  toujours  pouvoir  déduire  de  l'eflet  produit  sur  ce  second  corps 
la  quantité  qui  assigne  à  la  cause  motrice  une  relation  déterminée  av,ee 
les  autres  puissances;  cet  effet  se  rédoit  &  la  production  d'une  vitesse 
P^  ou  d'une  force  accélératrice  0*,  la  puissance  devra  donc  être  repré- 
sentée dans  le  i".  cas  par  Mf^  ou  par  M' F'  et  dans  le  second  cas  par 
M0  QuM'0',  c'est-à-dire  qu'on  mTAM'F'~Mrctif0'=>M0, 

MF        ^,         M0  *  . 

d  ou  r  =  — j^f—  f  0"  =.  — jjjr-  j  et  comme  on  peut  poser  pour  cha- 
que force  du  système  une  équation  semblable  dans  laquelle  entre  la 
même  masse  M^^  on  voit  qu'en  divisant  tous  les  produits  MF  au  M0f 
qui  représentent  les  forces  appliquées  à  un  système  «  par  une  quantité 
commune  M',  représentant  une  masse  déterminée,  les  quotients  F^  ou 
0'j  qui  représentent  ou  des  vitesses  ou  des  forces  accélératrices,  pour- 
ront, dans  l'analyse  des  phénomènes,  du  mouvement ,  être  substitués  aux 
produits  MV  ou  M0  pour  représenter  les  forces. 

Conditioni  de  l'équilibre  dant  le  choc  de  deux  corps  parfaitement  dun  qui  «e 
meuvent  en  >eni  dlreclemeut  opposés. 

*  755.  Les  principes  sur  la  comparaison  et  la  mesure  des  forces,  in- 
distinctement  applicables  tant  à  ta  théorie  de  l'équilibre,  traitée  dans 
la  première  partie  du  cours,  qu'aux  phénomènes  du- mouvement,  étant 
établis  comme  je  l'ai  fait  dans  les  chapitres  précédents,  je  vais  les  ap^ 
pliquer  à  un  cas  fondamental  d'équilibre  entre  les  corps  en  mouve- 
ment,  dont  l'examen,  ainsi  que  j'en  ai  prévenu  art.  668,  appartient 
proprement  à  la  Dynamique. 
Une  force  qui  agit  sur  un  corps  libre  et  en  repos  (considéré  d'abord 
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comme  un  point  matériel  parfaitement  dur  )  et  qui  >  ^ahs  le  premiet 
moment  de  son  action,  lui  imprime  une  certaine  vitesse,  ou  finie,  oA 
naissante,  met  Ce  corps  en  état  d'agir  lui-même  contre  un  obstacle 
qui  s'opposerait  à  son  mouvement.  Supposons  que  l'obstacle  soit  un 
plan  matériel  immobile,  perpendiculaire  à  la  direction  du  mouvement 
imprimé;  le  mobile  fera  éprouver  b  ce  plan,  ou  un  ckoc ,  ou  une  pres- 
sion j  art.  749  ;  mais  quelle  sera  la  mesure  de  cette  impulsion  quel- 
conque, ou  plutdt  quel  sera  son  rapport  avec  l'impulsion  que  l'obstacle 
aurait  reçu  de  la  force ,  si  celle-ci  eût  exercé  immédiatement  sur  lui 
l'action  qu'elle  a  exercé  sur  le  mobile?  d'abord  les  seuls  éléments  dont 
se  compose  la  faculté  qu'a  te  corps  d'agir  sur  l'obstacle,  étant  la  masse 
«t  là  vitesse,  la  loi  la  plus  naturelle  et  la  plus  single  qu'on  puisse  as- 
signer aux  relations  existantes  entre  les  actions  pareilles  de  plusieurs 
corps  est  de  dire  qu'elles  suivent  entr'elles  les  raisons  composées  des 
masses  et  des  vitesses ,  c'est -à^dire  qu'elles  ont ,  les  unes  avec  les  autres  j 
ies'  fapporis  existants  entre  les  forces  qui  ont  donné  aux  corps  la  facul- 
té d'agir  ;  mais  on  peut ,  indépendamment  de  cette  considérât  icm ,  af- 
firmer que  le  rap[>ott  de  l'efîet  immédiat  de  la  force  contre  l'obstacle^ 
k  l'efTet  Correspondant  du  corps  qui  lui  doit  sa  faculté  d'agir,  est  celui 
de  l'égalité,  puisqu'on  ne  saurait  nier  cette  proposition  sans  nier  tout 
ce  qui  est  connu  et  adopté,  comme  incontestable*  sur  la  comparaison 
et  la  rnes'are  des  forces  dont  le  mode  d'action  échappe  &  nos  sens  ;  noui 
ne  pouvons  lier  k  la  notion  de  Ces  agents  invisibles  l'idée  de  quart  - 
tité ,  que  par  les  phénomènes  observés  sur  les  corps  auxquels  ils  ont 
Communiqué  le  pouvoir  de  produire  des  effets  sensibles  j  ainsi  c'est 
à  la  connaissance  de  ces  phénomfrnes  que  se  réduit  tout  ce  quenous 
savons  sur  la  pesanteur  j  l'intensité  de  son  action  sur  un  corps  est  tou; 
jours  considérée  comme  identique  avec,  l'eflbrt  que  ce  corps  exerce 
contre  un  obstacle,  représentée  par  cet  effort  lui-même,  et  comme 
c'est  là  pesanteiif  qui  nous  a  fourni  le  terme  général  de  coinparaison 
et  de  mesure  des  forces ,  ct^lles-ci  se  trouvent  à  tous  égards  dans  lé 
même-  cas  que  leur  prototype  commun. 

7S6.  Des  points  matériels  mf,  m",  etc.  à  qui  des  forces  fj/",  etci 
ont  donné  des  vitesses  élémentaires  dt^,  ds/'  etc.  peuvent  donc  exercer, 
contre  un  obstacle ,  dans  les  circonstances  énoncées  à  l'art,  prcédcnt ,  des 
efforts  qui  ont  des  mesures  m'd^/j  n^'d^'j  etc.  communes  avec  les  force* 
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f ,  f',  etc.  Il  en  serait  de  même,  art,  761 ,  si  les  vtttsse»  eogendrics ,  au 
lieu  d'être  infiniment  petites,  étaient  lesvîtessçs  finies      .  ■  j     .t— ,etc.' 

c'est-à-dire  si  des  quantités  de  mouvement  égales  auxjorces  mo- 

,  ,          m'di^          m"di/'  ...  ,  .        .     , 

tnces  T —  _,  -T- —  j  etc.   etoient   idslantaoément  imprimées 

aux  corps.  Dans  tous  ces  cas,  si  les  masses  animées  de  quantités  de 
mouvement  élémentaires  ou  finies  sont  supposés  agir  simultanément 
;ur  un  point,  leur  équilibre  sera. soumis  aux  mêmes  lois  qi^  celui  des 
forces  auxquelles  elles  doivent  leurs  facultés  d'agir. 
,  On  déduit  immédiatement  de  ces  considérations  le  théorème  suivant. 
«  Si  deux  corps  parfaitement  durs  M.'  et  M" 3  que  l'on  peut  r  pour  fixet; 
tt  les  idées,  considérer  comme  deux  spbères  (iniçs  ou  infiniment  petites  ^ 
«  se  meuvent  uniformément  avec  les  vitesses  respectives  ^et  f"' f  et  ex\ 
«  sens  directement  ppposés,  le  long  de  la  ligne  droite  qui  renferme  leurs 
«  centres,  et  qu'on  ait  l'équation  AT^^Aff '(qui  est  renonciation  de 
«  l'égalité  entre  les  quantités  de.  mouvement)  ces  eprps  resteront  juxta- 
«  posés  et  immobiles  à  compter  du  moment  où  il  se  seront  rencontrés. 
,  757.  Quelques  auteurs ,  après  avoir  établi  les  principes  posés  précé- 
demment sur  la  comparaison  et  la  mesure  des  foi-ces,  ont,  cependant, 
cru  devoir  assujettir  la  démonstration  du  théorème  sur  l'équilibre,  dans  le 
choc  direct  des  corps  durs ,  à  des  raisonnements  particuliers ,  sans  la  dé- 
duire immédiatement,  comme  je  viens  de  le  faire,  de  l'identité  entre  l'efTet 
dont  un  corps  en  mouvement  est  capable  et  celui  qu'on  doit  attribuer 
à  la  force  qui  a  mis  ce  corps  en  mouvement.  Voici  à  quoi  se  réduisent 
ces  raisonnements  :  le  rapport  de  masses  de  AT  à  M"  étant  supposé  celui 
de  \  :  n  et  le  rapport  des  vitesses  V  et  V"  celui  de  /;,  :  i  ;  (on  suppose 
d'abord  que  les  masses  sont  commensurables  entr'elles,  ainsi  que  les 
vitesses ,  et  quand  on  a  traité  ce  cas  celui  de  l'incommensurabilité  n'a 
aucune  difficulté)  et  on  dit  i*.  que  l'efTet  de  la  masse  M"  égale  à  n  fois 
la  masse  M'  et  animée  de  la  vîtesSe  V"  est  le  même  que  celui  de  n 
massés  M',  unies  ou  agglomérées  ensemble,  et  animées  chacune  de  U 
vitesse  V"  j  %".  que  l'efTet  de  la  masse  M' jouissant  de  la  vitesse  V^  égale 
k  n  fois  la  vitesse  V",  est  le  même  que  celui  qu'on  obtiendrait  si  on 
faisait  sur  V  la  même  sous -division  en  n  parties,  précédemment  opérée 

P'' 
sur  M" ,  et  qu'on  imprimât  chacune  de  ces  r  vitesses  partielles : 
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à  autant  de  masses  lA'  qui ,  réunies,  agiraient  ensemble. On  ramène  ainsi 
le  cas  des  masses  et  des  vitesses  dîiFérentes  à  celui  des  masses  et  des  vites- 
ses égales.  J'observe  que  la  première  des  propositions  par  lesquelles  on 
arrive  it  ce  résultat  est  incontestable  et  même  évidente,  mais  que  la 
seconde,  quoique  vraie ,  n'est  point  du  tout  dans  la  classe  de  celles  qui 
doivent  frtre  accordées  sur  le  simple  énoncé,  et,  avec  une  légère  réfle- 
xion, on  reconnaîtra  qu'elle  renferme  une  pétition  de  principe,  c'est- 
à-dire  qu'elle  présuppose  ta  vérité  de  ce  qu'on  veut  démontrer.  Or  cette 
même  proposition  est  une  conséquence  immédiate  des  principes  relatifs 
à  la  mesure  des  forces  et  aux  effets  dont  les  corps  mis  en  mouvement 
par  ces  forces  sont  capables ,  la  liaison  de  ces  principes  avec  le  théorème 
de  l'article  précédent  est  donc  également  immédiate  et  on  tombe  dans 
un  cercle  vicieux  en  voulant  établir  cette  liaison  jpar  des  raisonnementE 
intermédiaires. 

Lois  du  choc  direct  de>  corpa  parfaitement  duri,  et  dei  corpi  qui  jouÏMeut 
d'un  degré  quelcontpie  d'élattîcité. 

768.  Deux  mobiles  qui  se  meuvent  sur  une  même  ligne  droite ,  ou 
directrice f  sont,  pour  fixer  les  idées  ,  supposés  être  des  sphères  de 
grandeurs  Hnies  ou  infiniment  petites,  ayant  constamment  leurs  centres 
sur  la  directrice,  et  un  mouvement  de  translation  générale  de  tous  les 
points  de  leui-s  masses  parallèlement  à  cette  ligne  sans  rotation  autour 
du  centre.  Ces  mobiles  désignés  par  M'  et  M"  sont  animés  des  vitesses 
respectives  ^  et  +  F"j  les  signes  respectifs  de  ces  vitesses  se  déter- 
minent d'après  les  mêmes  règles  auxquelles  sont  soumis  les  signes  des 
puissances  qui  les  ont  engendrées  (voyez  les  articles  s5  et  26)  ;  ainsi, 
en  attribuant  à  F'  le  signe  positif,  P^'  aura  le  signe  positif  ou  le  signe 
négatif,  respectivement,  suivant  que  M'  et  M"  se  mouvront  dans  le 
même  sens  ou  dans  des  sens  contraires;  enfin  ,  dans  le  cas  de  F'  et  ^' 
positives  ,  il  faudra ,  pour  que  le  choc  puisse  s'effectuer ,  supposer 
F'>F". 

Ces  préliminaires  posés,  lorsque,  pour  une  combinaison  quelconque 
des  signes  de  f^  et  F"j  la  rencontre  des  deux  cor|is  aura  eu  lieu,  il 
est  évident ,  d'après  leur  incompressibilité  et  leur  parfaite  dureté ,  qu'ils 
resteront  juxta-po6.cs,  K  mouvapt  avec  une  vitesse  commune ,  précisé- 
ment 
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mvnt  Comme  le  ferait  un  corps  unique  M"'  dont  la  masse  serait  égale 
à  Af  +  M" }  mais ,  à  l'inslaDt  de  ta  génération  de  cette  vitesse  com- 
mune ,  les  choses  se  passent  exactement  de  la  même  manière  que  si  le 
système  de  deux  masses  juxta- posées  M'  et  JM"_,  ou  !a  masse  unique 
M"' ,  recevait  tout-à-coup  une  impulsion  donnée  par  une  force  dont  l'in- 
tensité serait  représentée  par  la  somme  des  quantités  de  mouvement 
M'V-^M"V"j  après  l'impulsion,  ce  corps  JW"  doit,  conformément 
aux  principes  ci-dessus  établis,  être  en  état  de  produire ,  contre  un  obs- 
tacle ,  précisément  le  même  effet  que  la  force  à  laquelle  il  doit  sa  fa- 
culte  d'agir,  et  les  effets  de  ce  genre  sont  entr'eux  comme  les  quanti- 
tés de  mouvement  \  M'"  acquerra  donc,  par  l'impulsion,  une  quantité 
dé  mouvement  égale  à  M*  V  +  M'V"  j  désignant  sa  vitesse  par  (* 
on  aura  Jtf"'  v:=M'y*  +  AT'  F"  et  en  substituant  pour  M'"  sa  valeur 
M'+M' 

_    M'f"±M"F" 

"       w+w 

759.  Le  Vaisonnement  par  lequel  cette  équation  est  obtenue  n*est , 
au  fond ,  que  celui  qui  a  conduit  au  théorème  de  l'art.  766  relatif  à 
la  condition  d'équilibre  dans  le  choc  des  corps  durs;  ce  raisonnement 
peut  être  employé,  pour  arriver  au  même  but,  d'une  manière,  plus  ex- 
péditive  encore,  qui  a  l'avantage  de  donner  la  première  idée  d'une 
méthode  générale  indjetinctement  applicable  à  la  mise  en  équation 
de  tous  les  problèmes  de  dynamique ,  et  dont  nous  ferons  le  plus  grand 
usage.  Puisque  r  par  l'état  de  la  question,  le  système  M  -f  M"  ou  le 
cor])S  I£"  se  trouve  soumis  à  l'action  de  la  puissance  M' J^  +  M"  J^' 
et  que,  par  hypothèse,  ce  système  ou  corps  doit.,  en  vertu  de  cette  ac- 
tion ,  acquérir  la  quantité  de  mouvement  (  iW  -H  AT')  v  ou  M'"  v  ,  î\ 
à  l'inttant  de  la  production  de  cet  effet,  un  autre  corps  M" ,  animé 
de  la  «■ttesse  —  v  et  se  mouvant  sur  la  même  ligne  de  direction  que  le- 
premier  corps  Af",  venait  choquer  ce  premier  corps  ,  la  quantité  de 
mouvement  jlf" userait  évidemment  détruite;  ce  nouveau  corps  M'" 
ou  la  nouvelle  puissance— -J(f"'  v  armulerait  donc  l'effet  de  la  puissance 
quia  pourmesure  Ar^  + AT'^'j  c'est-à-dire  ferait  équilibre  à  cette- 
puissance,  ce  qu'on  énonce  par  l'équation  AT  F' +  jtf" /^'  —  Aff  =  0 
dormant,  pour  c,la  valeur  trouvée  dans  l'art,  précédent. 

On  observera  que  l'équation  par  laquelle  le  problême  est  résolu  est 
I  9 
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une  équation  d'équilibre  renfermant  les  inconnues  qui  se  rapportent 

au  mouvement. 

760.  Voici  une  autre  manière  d'obtenir  cette  équation  que  j'expose 
ici  pour  servir  de  préparation  à  la  théorie  du  choc  des  corps  élastiques. 
Puisque  les  deux  corps,  après  le  choc,  doivent  se  mouvoir,  juzta-posés, 
avec  une  vitesse  commune  Cj  on  peut,  sans  rien  chaîner  à  Tétat  des 
choses,  imaginer  qu'avant  le  choc  il  sont  supportés  par  un  plan,  qui  se 
meut  parallèlement  à  leur  ligne  de  mouvement  avec  cette  même  vitesse 
vj  les  vitesses  de  AT  et  M"j  sur  ce  plan,  étant ,  respectivement ,  P"  —  v 
•  et  »■  ^  y,  les  vitesses  absolues  dans  l'espace  seront  *■  +  {F* —  c)  et 

V  —  (f +/^')  ou  F'  et  +  F".  Or  c'est  uniquement  en  vertu  des  vitesses 

V  —  c  et  c  +  V"  sur  le  plan ,  que  M'  et  M"  peuvent  se  joindre  et  agir 
l'un  sur  l'autre  dans  le  choc,  celle  qui  leur  est  commune  avec  le  plan 
n'étant  d'aucun  effet  pour  changer  la  distance  qui  les  Sépare  et  déter- 
miner leur  rencontre.  On  peut  donc,  sans  égard  au  mouvement  du 
plan,  considérer  M'  et  M"  comme  denx  corps  qui  vont  à  la  rencontre 
l'un  de  l'autre  sur  ce  plan, avec  les  vitesses  respectives  V — (>  et  v'^V" 
et  qui  se  choquent  avec  les  quantités  de  mouvement  i^ {V^  —  c)  et- 
M"{v+F").  Mais,  par  hypothèse,  la  vitesse  que  chacun  d'eux  doit 
avoir  après  le  choc  est  celle  du  plan  qui  les  entraine,  et  pourque  cette 
condition  soit  remplie  il  faut  que  ces  corps  restent  immobiles,  par  rapport 
au  plan,  au  point  de  ce  plan  où  ils  se  rencontreront,  et ,  par  conséquent, 
que  les  quantités  de  mouvements  M' (F'  —  t»)  et  M"  { i*  +  P^')  se  détrui -  ■ 
sent  ou  se  fassent  équilibre,  ce  qui  suppose,  art.  yb6 ,  l'égalïtë  de  ces  ' 
quantités  de  mouvement,  et  foymit  l'équation  JM'(^ — v)^M"{y1^F") 

M'F'-i-M"F" 
de  laquelle  on  déduit  »'= lûf~L  M" comme  à  l'art.  768. 

761.  Dans  le  cas  du  choc  des  corps  mous  (voyez 'sur  ces  corps  l'art. 
746)  il  faut ,  entre  l'instant  où  les  corps  cpmmencent  à  se  toucher  et 
celui  011  ils  ont  une  vitesse  commune,  distinguer  deux  époques;  pendant 
la  première  les  corps,  en  vertu  des  pressions  qu'ils  exercent  Pun  sur 
l'autre,  changent  graduellement  déforme  et  leurs  vitesses  varient  en- 
suivant la  loi  de  'continuité;  la  seconde  époqite  commence  au  moment 
où  ces  vitesses  étant  devenues  égales  tes  corps  cessent  de  se  presser  et 
se  meuvent,  juxta-posés,  en  conservant  les  nouvelles  formes  qu'ils  ont 
acquises  par  la  compression.  La  vitesse  finale  commune  auxdeux  cerp» 
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est ,  comme  dans  !e  cas  du  choc  des  corps  parfaitement  durs,  t-gale  à  la 
somme  des  quantités  de  mouvement  primitives  divisées  par  la  somme 
des  masses,  mais  le  cas  du  choc  des  corps  mous  a  cela  de  p;utîculier  que 
chacunedes  vitesses  1^'  et  ^'"  ne  devient  pas  brusquement  la  vitesse  Cj  eç 
n'y  arrive  que  par  des  nuances  continues  en  passant  par  toutes  les  vitesses 
intermédiaires.  Le  changement  s'opère  pendant  un  temps  ordinairement 
fort  court,  cequilefait  paraître  instantané  (voyez  l'art.  7 14J;  ce  icms  varie 
suivant  la  nature  des  corps.  Le  le"".  volume  âe  mon  architecture  /ijdraii' 
tique,  contient,  (art,  488 et  suiv.)  beaucoup  de  détails  sur  celle  matière. 
762.  Je  passe  au  cas  du  choc  direct  des  corps  parfaitement  élastiques, 
en  conservant,  pour  les  masses  et  les  vitesses,  la  même  notation  em- 
ployée dans  les  articles  précédenis ,  et  j'observe  1°.  que  depuis  l'instant 
où  les  corps  commencent  à  être  en  contact  jusques  et  y  compris  celui 
où  ces  corps,  par  suite  de  leurs  actions  réciproques,  ont  acquis  une 
vitesse  commune,  les  phénomènes  qui  ont  lieu  sont  comparables  k  ceux 
que  présente  la  première  époque  du  chocdes  corps  mous,  dont  il  a  . 
été  question  dans  l'article  précédent,  et  la  vitesse  commune,  k  l'instant 
qui  commence  la  seconde  époque ,  a  la  valeur  trouvée  art.  758  ;  a',  qu'à 
ce  même  instant  où  M'  et  M" ,  en  vertu  de  la  vitesse  commune,  cesse- 
raient de  se  presser  et  se  mouvraient  juxta-pnEés,  s'ils  n'étaient  pas  élas- 
tiques, ils  doivent,  d'après  la  propriété  de  l'ëlasticité  (voyez  l'art.  747) 
exercer  encore, l'un  sur  l'autre,  des  actions  réciproques  desquelles  résul- 
tent la  séparation  des  corps  et  des  changements  dans  leur  vitesse  com  - 
Tnune  c,  différents,  en  général,  pour  chaque  corps,  et  qu'il  s'agit  de 
.  déterminer. 

On  arrivera  aisément  à  cette  détermination  en  employant  l'hypothèse 
de  l'art.760.  Dans  cette  hypothèse,  vu  l'égalité  des  quantités  de  mouve- 
ments M' (F'~-f)  et  3f"(cIpF")que  les  deux  corps  ont  sur  le  plan 
qui  les  transporte,  et  l'équilibre  qui  a  lieu  ,  sur  ceplan,  au  moment 
où  leur  choc  y  .est  effectué  à  la  manière  des  corps  durs,  et  considérant 
de  plus  que  ces  phénomènes  se  passent  comme  si  le  plan  transportant 
était  immobile,  chacun  des  .corps  élastiques  est  dans  le  même  cas  que 
s'il  avait  consommé  la  quantité  de  mouvement,  avec  laquelle  il  opère 
le  choc ,  contre  un  plan  inébranlable  perpendiculaire  k  la  droite  suivant 
laquelle  il  se  meut  et  passant  par  le  point  où  il  rencontre  l'autre  corps; 
il  doit  donc,  art.  747,  en  vertu  de  son  élasticité  prendre  un  mouve- 
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ment  rétrograde  et  s'éloigner  du  plan  choqué  avec  la  même  vitesse  dont 
il  jouissait  en  s'en  approchant;  ainsi  après  le  choc.  M'  et  M"  jouiront 
sur  le  plan  qui  les  transporte,  des  vitesses  respectives  —  (f  —  v)  et 
(f-If  V")  lesquelles  auront  li^eu  en  sens  directement  opposés,  puis  - 
qu'en  vertu  de  ces  vitesses  ils  s'éloignent,  sur  ce  plan,  du  point  où  ils 
s'y  sont  rencontrés;  et  leurs  vitesses  absolues,  dans  l'espace,  seront* 
*<— (^  — r)ou2c  — /^pourJIfjet  c  +  (c+^")ou2c  +  r"pour  Af'; 
désignant,  par /et  c"j  respectivement,  ces  vitesses  finales  de  Af' et  Af' 
on  aura 

ou  en  substituant  pour  c  sa  valeur  trouvée  art.  758, 
M'F'+M"{±%V"^V') 

""'■ WTm" 

^H      ±M"r"+M'{rtr:^y") 

équations  qui  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

^=,-(p"-.)) 

^'=+v"+ iirîn^l ■ 

-      ^         M'+M"        J 
On  se  rappellera  que  le  signe  supérieur  se  rapporte  au  cas  où  les  corps, 
avant  le  choc,  se  mouvaient  dans  le  même  sens,  et  le  signe  inférieur 
au  cas  contraire. 

763.  Si  les  corps  3/'_,  M"  n'ont  qu'une  élasticité  imparfaite  laquelle, 
â' après  le  mode  de  comparaison  que  j'ai  donné  art.  747 ,  soit  repré  - 
semée  par  le  nombre  n  plus  petit  que  l'unité,  lorsque  l'élasticité  par- 
faite est  l'unité,  les  vitesses  rétrogrades  V — cet  v^iV"  deviendront 
— n  (y — v)  et  n  (f+^"),  ce  qui  donne ,  pour  les  valeurs  de  /  et  v", 
i/=(n+i)i'— bT' 
</'  =  (n  +  l)v  +  jif" 
,,_    r'M'+M"\±(n+,)r"-nf"( 
"^ M'-i-M" 
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*"  ^  M'  +  M" 

équations  qui  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 


•0) 


M'  +  JW" 

~-       ^  Af'  +  3f"  I 

Ces  formules  générales  reproduisent,  comme  cas  particuliers,  celles 

qui  ont  rapport  au  choc  des  corps  durs  en  y  faisant  n  =  o,  et  celles  qui 

ont  rapport  au  choc  des  corps  parfaitement  élastiques  en  y  faisant  n=:i. 

CoDiervation  du  mouTcment  du  centre  de  gravité  dans  I«  choc  des  corps  duri 
et  dans  celui  des  corpa  jouîtsant  d'un  degré  quelconqiw  d'flasticîté.  Défini- 
tion de  lafirco  9Îve,  Évaluatïoa  de  la  perte  àt  force  nive  qni  à  lieu  dans  !• 
choc  des  corps ,  ou  parfaitement  durs ,  ou  jouissant  d'un  degré  quelconque 
d'élasticité.  Cette  ^n7«  vive  se  conierre,  sans  ahération  ,  dans  le  choc  des 
corps  parfaitement  élastiques.  Changement  de  signe  et  valeur  tle  U  vitesse 
relative  après  le  choc  des  corps'  de  nature  quelconque.  Propriétés  liées  au 
principe  de  la  moindre  action  et  au  principe  des  aires.  Conservation  des 
moments. 

7^4.  Les  lois  de  la  communication  du  mouvement,  Jans  le  choc  des 
corps,  ont  été  trouvées,  après  les  découvertes  de  Galilée  sur  les  mou- 
vements composé  et  uniformément  variée  par  Wallis,  Huigens  et 
Wren.  Descartes  s'était  aussi  occupé  de  la  recherche  de  ces  lois,  mais  trom- 
pé'par  des  vues  systématiques,  qui  tenaient  à  la  philosophie  des  causes 
final&s,  il  était  tombé  dans  de  grandes  méprises.  Une  de  ses  princi  - 
pales  erreurs  a  été  de  croire  que  la  même  somme  de  quantités  de 
mouvement  se  conservait  invariablement  dans  l'univers,  et  cette  con- 
servation lui  paraissait  nécessaire  pour  prévenir  toute  chance  d'une  ces- 
sation générale  de  mouvement  dans  le  système  du  monde ,  qui  entrai  - 
nerait  sa  désorganisation  complète.La  théorie  du  choc  des  corps,  établie 
dans  le  chapitre  précédent,  prouve  que,  lorsque  les  corps  agissent  les 
uns  sur  les  autres,  la  somme  absolue  des  produits  des  masses  par  les 
vitesses ,  ne  se  conserve  que  dans  des  cas  particuliers  ;  Je  dis  la  somme 
absolue  pour  la  distinguer  de  la  somme  algébrique  prise  dans  l'ac  - 


Digitizeaby  Google 


70  D  ï  N  A  M  1  Q  U  E    é  L  É  M  E  s  T  A  r  R  E. 

cpplion  gônérale^sans  avoir  égard  aux  signes.  Ainsi  en  multipliant  par 
M'  et  W"_,  respectivement,  la  i".  etia  2™<.  des  équations  (2)  de  l'art. 
précédent  et  faisant  la  somme  des  équations  produits ,  on  a 

M'  t/  +  M'V'  =  -Sr  l'^  +  M"  f" 
les  termes  dépendants  de  l'élasticité  ont  disparu,  et  on  voit  que,  dans 
une  Iiypotliése  quelconque  sur  le  degré  de  cette  élasticité,  la  somme 
algébrique  ^es  quantités  de  mouvement  est  ta  même  avant  et  apri-s  le 
choc. 

Si  les  corps  se  mouvoient  dans  le  même  sens  avant  le  choc,  la  somme 
algébrlt/itc  Sf  confondrait  avec  la  somme  absolue  et,  pour  ce  cas,  l'asser- 
tion dcDescîirtes  serait  vraie ,  mais  elle  est  erronnée  dans  le  cas  contraire. 

La  théorie  fait  reconnaître  d'autres  conservations  de  produits,  dans 
lesquels  entrent  les  masses  et  les  vitesses,  dont  la  connaissance  est  d'autant 
plus  intéressante  qu'elle  est  liée  k  plusieurs  grands  principes  de  fa  mé- 
canique, que  je  démontrerai  dans  la  suite  du  cours,  en  les  considérant 
sous  le  point  de  vue  le  plus  général,  et  qui  fournissent  d'importants 
secours  pour  la  solution  des  problêmes  de  dynamique. 

765,  Le  premier  de  ces  principes  est  celui  de  \&  conservarion  du 
mouvement  du  centre  de  gravi  lé }  il  aune  analogie  assez  remarqua- 
ble avec  celui  de  Descartes,  en  ce  qu'il  établit,  dans  le  choc  des  coqw, 
une  conservation  de  produits  de  masses  et  de  vitesses ,  indépendante  de 
\^  solution  de.  continuité  qui  peut  avoir  lieu  dans  la  communication 
du  mouvement,  et  applicable  indislînctement  tant  aux  corps  parfaite- 
ment durs  qu'aux  corps  mous  et  aux  corps  jouissant  d'un  degré  quel- 
conque d'élasticité. 

Deux  masses  M'  et  M",  jouissant  d'un  degré  quelconque  d'élasticité 
et  se  mouvant  sur  une  même  ligne  droite,  si  ,.à  un  instant  quelconque, 
on  désigne  par  x'  et  x"  leurs  distances  respectives  à  un  point  fixe  pris 
sur  la  ligne  commune  du  tnouvemcnt,  et  par  ^  la  distance,  à  ce  point 
fixe,  prise  au  même  instant,  du  centre  de  gravité  de  ces  masses,  on  aura 
art.  273, 

^"        M'+M"        ■ ^'^ 

difTérentiant  cette  équation  et  divisant  par  l'élément  de  temps  dt^  on  a 
dË  dx  ,^,        dx"   ,„, 

dt  dt  dt 


M'+M" 


.(2) 
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dË        âx'         Jj/'  ,  ,,.  ,  ...      1 

— ^  , et  — ; — sont,  a  linstant  ou  on  considère  le  mouvement 

dt  di  dt 

d«  M'  et  M"j  la  vitesse  du  centre  de  gravité  et  celles  de  M'  et  M"  quel- 
que soient  d'ailleurs  les  relations  entre  les  espaces  parcourus  et  les  temps, 
ainsi  M'  et  M"  ayant  des  mouvements  rectîlignes,  assujettis  à  des  lois 
quelconques,  on  aura  la  vitesse  de  leur  centre  de  gravité  à  un  instant 
déterminé  «  en  divisant  la  somme  des  quantités  de  mouvement,  dont 
«  elles  jouissent  au  même  instant,  par  la  somme  de  ces  masses  »  cette 
règle  est,  de  plus,  indépendante  des  positions  respectives  des  corps  et 
s'applique  sans  modirication  tant  au  cas  de  leur  séparation  qu'à  celui  de 
Ieurc(Hitigu)té. 

y66.  Si  on  considère  les  mouvements  de  M'  et  M" ,  après  le  choc, 
leurs  vitesses  respectives  étant,  pour  un  degré  quelconque  d'élasticité» 
/  et  v"  on  aura  la  vitesse  du  centre  de  gravité 
j/|_  _     v'M'-\-i>"M" 
dt    "        M'-\-M" 
on  aurait  eu,  avant  le  choc 

ds  _  y'M-\-r"M" 

.  dt    ~  M'-\-M" 

mais,  art.  764,  ^  M  ■\-  v" M"  =  V M' -\-  V" M' ,  donc  la  vitesse  du 
centre  de  gravité  qui  avait  lieu  avant  le  choc  se  conserve  lorsque  le  choc 
est  consommé,  quelque  soit  le  degré  d'élasticité  des  corps. 

767.  Le  second  principe  est  celui  de  la  conservation  des  forces 
vives  j  on  entend  ■^ar  force  Wre  d'un  corps  en  mouvement  le  produit 
de  sa  masse  par  le  carré  de  sa  vitesse;  ainsi  les  corps  J^  et  J)^'  se 
mouvant  avec  les  vitesses  respectives  F'  et  +  F",  la  somme  de  leurs  forces 
vives  est  M'V'^-\-M"  F"^;  si  ces  corps  se  trouvent  dans  le  cas  des 
art.  768  et  suivants,  ils  devront  se  rencontrer,  et  une  question  impor- 
tante est  de  savoir  quel  changement  subira  la  somme  initiale  des  forces 
vives.  Pour  résoudre  cette  question,  je  vais  chercher  la  somme  de  ces 
forces  vives, après  le  choc,  en  employant  les  valeurs  des  vitesses  don- 
nées par  les  équations  (3.)  de  l'art.  768,  qui  sont  indistinctement  ap- 
plicables aux  corpi  parfaitement  durs  et  aux  corps  jouissant  d'un  degré 
quelconque  d'élasticité.  On  a,  par  ces  équations,  en  élevant  tous  leurs 
membres  au  carré,  multipliant  ensuite  la  i"*.  par  M'^  la  2*.  par  Af'y 
et  faisant  enfin  la  somme  des  équations  produits. 
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*^+*    l  ■•••(■) 

rffectuant  la  réduction  du  s.*,  terme  on  a 

il  y  a  donc  en  général  une  perte  de  force  vive,  après  le  choc  qui  a  pour 

MM'  _ 

valeur{i — «»)  'MICM^  {^ -^^"Y)  et  qui  augmente  à  mesure 

que  l'élasticité  diminue,  son  maximum  ayant  lieu  dans  le  cas  des  corps 
parfaitement  durs  qui  donne  n=o;mats  celle  perte  devient  nulle  dans> 
le  cas  de  la  parfaite  élasticité»  ou  de  n=  i  ;  ainsi  une  propriété  remar' 
quable  du  choc  des  corps  parfaitement  élastiques  est  la  conservation 
des  forces  vives. 

Je  parlerai ,  quand  il  en  sera  tems,  du  principe  de  cette  conservation 
en  le  considérant  sous  le  point  de  vue  le  plus  général,  et  je  démtmtrerat 
un  théorème  général  sur  iVvaluation  de  la  perte  de  force  vive,  dans  le 
cas  d'un  système  quelconque  de  corps  qui  agissent  tes  uns  sur  les  autres, 
théorème  curieux  et  important  dû  k  M.  Camot. 

768.  Un  3".  principe  général  de  la  Dynamique  est  celui  de  la  moindre 
action j  sur  lequel  je  donnerai,  quand  il  en  sera  temps,  tous  les  détails 
nécessaires.  Je  vais  placer  ici  la  démonstration  d'une  propriété  curieuse 
liée  à  ce  principe,  et  il  est  nécessaire ,  pour  arriver  à  celte  démonstra- 
tion, que  je  fasse  d'abord  remarquer  le  changement  opéré  par  le  choc 
dans  la  vttesse  relative  des  corps.  Cette  vîtesie  relative  avant  le  choc, 
a  pour  valeur  V  ^  F"  {on  ne  doit  pas  oublier  que  le  signe  supérieur  a 
lieu  quand  les  corps  marchent  dans  le  même  sens ,  et  que  le^ne  inférieur 
se  rapporte  au  casoù  ces  corps  vont àla  rencontre  Tun  de  l'autrc)et  après 
Je  choc, elle  est  art. 768,  équation (i),  égale  h.  / — v"  = — n(^'+  f"'); 
on  voit,  d'abord ,  qu'en  général  la  vitesse  relative  change  de  signe  par 
le  choc,  c'est 'à -dire  que  si  les  corps  se  rapprochaient  avant  ce  choc  ils 
s'éloignent  après  et  réciproquement;  mais  la  valegroumérique  absolue 
de  la  vitesse  relative  après  le  choc  varie  suivant  le  degré  d'élasticité  des 
corps  choquant;  généralement  moindre  que  la  vitesse  relative  avant  le 
choc  et  oe  pouvant  jamais  devenir  plus  grande,  elle  est  proportionelle 
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aucoèlTicîeDt  n  qui  mesure  le  degré  d'éiastici té,  ensorte  quVIlese  trou- 
veàson  maximum  dans  le  cas  du  choc  des  corps  parfaitement  élastiques, 
se  conservant  la  même  dans  ce  cas,  au  signe  près,  avant  et  après  le  choc  ; 
sa  valeur  minimum  est  zéro,  et  a  lieu  dans  le  cas  du  choc  des  corps 
parfaitement  durs ,  résultat  évident  d'ailleurs ,  puisque  ces  corps  se 
meuvent  juxta- posés  après  leur  rencontre. 

Voici,  maintenant,  l'énoncé  de  la  propriété,  liée  au  principe  de 
la  moindre  action ,  dont  j'ai  {>arlé  au  commencement  de  cet  arti  - 
cle  ;  «si  on  multiplie  chaque  masse  par  le  quarré  de  la  différence 
«  entre  ses  vitesses  avant  et  après  te  choc,  la  somme  des  produits 
«  çinsi  faits  sera  un  minimum,  en  prenant  pour  variables  les'  vitesses 
1  après  le  choc  »  en  effet ,  la  somme  deà  produits  dont  je  viens  de  parler 
est  M'(V'  —  (^)* +  M"(/'  +  V")*,différenliant  cette  expreKÏon  par 
rapport  i  t/  et  à  /'  et  égalant  la  différentielle  à  zéro,  on  a 

Xa)  .  .  .  ,  M"(i/':^r')dv"^M'(r'—p')di>'  =  o. 
on  a  de  plus  l'équation ,  ci  -  dessus  trouvée .  de  la  conservation  des 
■vitesses  relatives  et  sa  différentielle  ;  savoir  : 

qui  combinées  avec  (a)  redonnent  les  valeurs  (le  v'  et  /'  consignée» 
dans  l'art.  763. 

769.  Si  on  conçoit  une  droite  perpendiculaire  k  la  ligne  du  mouve- 
ment (qu'on  peut  pour  fixer  les  idées  faire  passer  par  le  point  de  renr 
contre  de  M'  et  M")  et,  d'un  point  déterminé  de  cette  perpendiculaire, 
des  rayons  vecteurs  menés  aux  points  matériels  M'  et  M"j  ces  rayon» 
vecteurs  engendreront,  pendant  chaque  instant  df,  des  aires  élémen- 
taircB  aF"' de  f  +  aV" dt,  avant  le  choc,  et  av' dt ,  nt/' dt  après  le  choc, 
a  étant  la  distance  de  l'origine  des  rayons  vecteurs  à  la  ligne  du  mouver 
ment  ;  ainsi ,  en  ayant  égard  aux  signes  et  dt  étant  constant ,  la  somme 
des  produits  des  masses  par  les  aires  élémentaires  qu'engendrent  leurs 
rayons  vecteurs  respectifs  est  la  même  avant  et  après  le  choc  ;  ce  qui 
vérifîe  le  principe  des  aires  dans  le  cas  dont  il  s'agit. 

L'équatioD  qui  établit  la  conservation  des  sommes  des  produits  des 
masses  par  les  aires  élémentaires  énonce,  en  même  temps,  la  conser' 
vatîon  des  moments  des  quantités  de  mouvement  de  M'  et  M"  par  rap- 
port à  l'origine  des  rayons  vecteurs,  qui  peut  être  placée. arbitraire,.. 
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nient  ;  cette  conservation  est,  d'ailleurs,  une  conséquence  évident  de 
la  relation  entre  les  aires  et  les  moments  expliquée  et  démontrée 
art.  aoo  et  suivants. 

Toutes  les  pi-opriétés  du  mouvement  de  deux  masses  sur  une  même 
ligne,  démontrées  dans  cet  article  et  les  cinq  précédents,  se  démontre- 
raient avec  la  même  facilité  dans  le  cas  du  mouvement  d'un  nombre 
indéfini  de  masses;  mais  je  n'ai  voulu  donner  ici  que  desimpies  aperçus 
sur  les  applications  des  quatre  grands  principes  de  la  mécanique  ,  cette 
matière  devant  être  traitée  ,  ainsi  que  j'en  ai  prévenu  art.  764,  dan» 
la  suite  du  cours  ,  avec  tous  tes  détails  nécessaires. 

Du  mouçement  composé  ea  général.  Application  de  la  théorie  au  cIiAngVDieiit 
<{ue  lubit  le  mouremcnt  d'un  point  maténel,  doué  d'un  degré  quelconque 
d'élasticllé  et  animé  d'une  vîteue  finie,  à  la  renconlre  d'un  plan  inmobiie 
qu'il  choc|ue  sous  un  autre  angle  que  l'angle  droit.  Rapport  général  entre  les 
angles  à'inciiience  et  de  réflexion.  Dans  quel  cas  ce*  deux  angles  aont  égaux. 

770.  Le  mouvement  d'un  point  matériel,  isolé  ou  faisant  partie  d'un 
système,  est  appelé  mouvement  composé  lorsqu'il  est  le  résultat  de» 
actions  ou  impulsions  qu'exercent  immédiatement,  sur  ce  mobile,  des 
puissances  d'intensités  et  directions  quelconques,  combinées  tant  avec 
d'autres  actions  que  les  masses  du  système  dont  il  peut  faire  partie 
exercent  sur  lui  ou  les  résistances  que  ces  masses  lui  font  éprou- 
ver ,  qu'avec  des  résistances  particulières ,  parmi  lesquelles  on  peut 
citer  les  corps  ou  surfaces  qu'il  rencontre  et  choque,  l'assujettissement 
ji  se  mouvoir  surdos  lignes  ou  des  surfaces  fixes  ou  mobiles,  etc. 

J'ai  fait  voir  que  la  détermination  des  forces  accélératrices,  des  vi- 
tesses ,  des  forces  motrices  et  des  quantités  de  mouvement  dues  aux 
cames  productrices  du  mouvement  composé ,  était  soumise  aux  rî-gles 
enseignées  dans  la  première  partie  du  cours ,  pour  la  composition  et  la 
décomposition  des  forces  de  pression  ;  et  ce  que  j'ai  dit  dans  le  cha- 
pitre précédent  sur  le  cdoc  des  corps  durs  et  élastiques  n'est,  au  fond, 
qu'une  application  de  ces  régies  au  cas  où  les  causes  motrices,  dont  je 
viens  de  parler,  agissent  dans  une  même  ligne  de  direction.  Le  cas  gé- 
néral qui  comprend,  comme  on  voit,  tous  les  problèmes  de  dynamique, 
sera  traité  dans  les  trois  dernières  sections  de  celle  2*,  partie  du  coursj 
et  je  vais  donner  d'avance  ,  comme  exercices  préparatoires ,  les  soli*- 
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lions  de  quelques  questions  élémentaires,  dont  j'aufai  d'ailleurs  &  dé- 
duire des  conséquences  importantes. 

771.  Je  considère  le  mobile  comme  un  point  matériel  désigné  par 
m,  auquel  on  peut  donner  la  forme  sphérique,  en  supposant  son  rayon 
infiaiment  petit.  Ce  mobile  jouit  d'un  degré  d'élasticité  qui  est  à  l'élas- 
ticité parfaite  comme  n  :  i  ^  n  étant  un  nombre  positif  plus  petit  que 
l'unité  ;  il  se  meut  avec  une  vitesse  u  dans  une  direction  faisant  un 
angle  ^  avec  un  plan  immobile  désigné  par  plan  {j4)  vers  lequel  il  est 
poussé  en  vertu  du  mouvement  qui  l'anime  ;  il  s'agit  de  déterminer  le 
mouvement  que  prendra  m  après  sa  rencontre  avec  ce  plan.  Je  dis 
d'abord  que  si  on  fait  passer  par  la  ligne  suivant  laquelle  m  se  mou- 
vait avant  le  choc,  un  plan  perpendiculaire  au  plan  choqué ,  désigné 
par  plan  (B),  m  se  trouvera  encore  dans  {B)  après  )e  choc,  puisque 
la  résistance  de  (^A)  ,  qui  seule  modifie  le  mouvement  de  rrij  est  repré- 
sentative d'une  force  normale  à  ce  même  plan  (-^  ^  laquelle  n'a  aucun 
effet  dans  des  directions  formant  des  angles  finis  avec  {B),  et  ne  peut 
pas,  par  conséquent,  faire  dévier  m  de  ce  plan  {B)  j  il  ne  s'agit  donc 
plus  que  de  savoir  quelles  seront  la  direction  et  la  vitesse  de  m  dans 
le  plan  {B). 

Je  décompose  la  vitesse  u,  avant  le  choc,  en  deux  vitesses  composantes 
savoir,  #  COS.  #  et  «sin.  ^  respectivement  parallèle  et  perpendiculaire 
au  plan  choqué  (/*)  et  dirigées  dans  le  plan(S)^'  la  composante  «sin.  # 
est  celle  à  laquelle  est  due  la  force  du  choc  qui  a  pour  mesure  la  quantité 
de  mouvement  mu  sin.  <p ,  et  qui  n'éprouve  aucune  altération  de  la 
part  de  la  composante  mu  cos.  ^.  L'impulsion  que  m  reçoit  au  mo* 
ment  du  choc ,  en  vertu  de  son  élasticité  ,  pour  s'éloigner  du  plan  cho* 
que  ,  est  donc,  art.  747 >  égale  à  n.mu  sln.^j  et  la  vitesse,  due  à  cette 
impulsion,  a  pour  valeur  nu  sin.  <p. 

La  première  composante  u  cos.  ^  n'est ,  en  aucune  manière ,  modi. 
fiée  par  te  choc,  qui  n'a  d'effet  que  dans  le  sens  normal  au  plan  cho- 
qué, on  peut  donc,  au  moment  oîi  ce  choc  est  efTectué,  considérer  m 
comme  livrée  aux  actions  simultanées  de  deux  puissances  capables  de 
lui  imprimer,  l'une  une  vitesse  nu  sin.  0  perpendiculairement  au  phm 
choqué  ,  et  l'autre  une  vitesse  u  cos.  ^  suivant  une  ligne  dirigée  dans 
ce  même  plan. 

Jja  vitesse  résultaRte,  désignée  par  Cj  aura  pour  valeur 


y  Google 


•;6  Dynamique  ÉLÉMENTAIRE. 

(0 *'=«|/n»sin.»^  +  cos*^  j 

et  l'angle  ip'  formé,  après  le  choc,  par  le  plan  choqué  et  par  la  ligne  du 
mouvement  comprise  dans  le  plan  (B)  perpendiculaire  au  plan  choqué 
(^)j  se  calculera  par  t'équation 

tang.  ^'  =  n  tang.  ^. 

772.  Le  mobile  perd,  généralement,  par  l'effet  du  choc  une  |)artie 
de  la  vitesse  dont  il  jouissait  avant  le  choc,  et  qui  a  pour  valeur, 
u  —  c  =  «  }i — i/n'iin.*  0H-co».*^  {.Pana  le  cas  de  l'élasticité  nulle, 
on  a  «=o  et  «■ — v=u  (i — cos.#)^usin.  verse  #;  ce  cas  donne  le 
maximum  de  perte  de  vitesse.  Cette  perte  diminue  à  mesure  que  l'élas  - 
ticité  du  mobile  augmente  et  se  réduit  Jt  zéro  lorsque  cette  élasticité  est 
parfaite,  puisqu'on  a  alors  n  =  i  et  par  conséquent  u — c  =  o,ouu  =  r. 

773.  Les  angles  que  la  direction  du  mouvement  forme,  avant  et  après  , 
le  choc,  avec  le  plan  choqué,  s'appellent,  respectivement,  angle  ^in- 
cidence et  angle  de  réflexion.  Ces  deux  angles  sont  généralement  dif- 
férents l'un  de  l'autre;  la  valeur  de  l'angle  de  réflexion  dont  la  tangente  est 
proportionnelle  au  degré  d'élasticité,  varie  entre  zéro  et  la  valeur  )p  de 
l'angle  d'Incidence  qu'elle  ne  peut  pas  surpasser.  La  valeur  zéro  a  lieu 
lorsque  l'élasticité  est  nulle  c'est-à-dire  lorsque  n  =  o,  et  dans  le  cas 
de  l'élasticité  parfaite  qui  donne  «  =  i ,  on  a  4>'=  ^j  Vanffle  d'inci- 
dence est  égal  à  Vangle  de  réflexion. 

MouTcment  d'un  point  matériel  pesant  sur  un  plan  Incliné ,  tant  en  faisant 
abitraetion  du  frottement ,  qu'en  ayant  égard  k  cette  résiitangr- 

774.  Un  point  matériel  pesant  étant  posé  sur  un  plan  incliné,  et  aban- 
donné à  la  pesanteur,  sans  vitesse  initiale,  descendra  en  glissant  le  long 
de  ce  plan ,  et  on  peut  d'abord  déterminer  la  ligne  qu'il  suivra  à  partir 
de  la  position  ,  censée  connue  ,  qu'il  occupera  au  premier  instant  de 
son  mouvement.  Cette  ligne  doit  couper,  à  angles  droits,  toutes  les- 
horizontales  menées  sur  le  plan  incliné ,  car  la  résistance  de  ce  plan 
qui  seule  peut  modifier  le  mouvement  du  mobile,  éfant  repn^entative 
d'une  force  qui  a  son  effet  dans  le  sens  perpendiculaire  à  ce  même  plan, 
le  mobile,  à  chaque  instant,  peut  être  considéré  comme  sollicité  parla 
force  verticale  de  la  pesanteur  et  par  une  force  normale  au  j^an  in- 
cliné, dirigée  par  le  jraint  de  ce  plan  qu'occupe  le  mobile  à  ce  même- 
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inst^Dt  ;  d'où  it  suit  qu'en  faisant  passer  par  le  point  de  départ  un  plan 
perpendiculaire  aulc  horizontales  menées  sur  Je  plan  incliné,  le  mobile 
ne  sortira  pas  de  la  ligne  d'intersection  de  ces  deux  plans. 

Cette  détermination  est  indistinctement  applicable  au  cas  oii  le  frot- 
tement est  nul  et  à  celui  où  le  frottement  e^fiste ,  puisque  cette  résis- 
tance n'a  d'effet  à  chaque  instant  que  dans  le  sens  actuel  du  mouvement. 

775.  Il  s'agit  maintenant  de  trouver  la  loi  du  mouvement  sur  la  ligne 
déterminée  dans  l'article  précédent.  J'appelle  m  le  point  matériel  mo- 
bile ,  0  l'angle  formé  par  le  plan  incliné  et  par  le  plan  horizontal  ,  t 
le  temps  écoulé  depuis  le  commencement  du  mouvement ,  x  l'espace 
que  m  parcourt  jïendant  le  temps  l,  ^  et  c,  respectivement,  la  force 
accélératrice  et  la  vîtesse  ,  au  bout  de  ce  temps,  du  mobile  m  qui  est 
supposé  être  dans  l'état  de  repos ,  lorsqu'on  a  /  =:  o  et  j?  =:  o  j*  la  force 
accélératrice  due  à  la  pesanteur,  dans  le  cas  de  la  chute  verticale,  con- 
tinuera à  être- représentée  par  la  lettre  g. 

Si  le  mobile  descendait  librement  le  long  de  la  verticale  menée  par 
son  point  de  départ,  il  recevrait,  à  chaque  instant ,  un  incrément  de 
vitesse  gdt^  cet  incrément  de  vîtesse  lui  est  aussi  imprimé  sur  te  plan 
incliné ,  mais  la  résistance  de  ce  plan  et  le  frottement  lui  en  font 
perdre  une  partie.  Faisant  d'abord  abstraction  du  frottement,  je  puis, 
conformément  aux  principes  précédemment  établis ,  décomposer  la 
vîtesse  élémentaire  ^if/ en  une  vitesse  ^^/sin.  0,  dirigée  suivant  la  ligne 
du  mouvement ,  et  en  une  vitesse  gdt  cos.  û  dirigée  suivant  une  perpen- 
diculaire à  cette  ligne  du  mouvement  et  au  plan  incliné.  Cette  dernière 
vîtesse  élémentaire  et  la  force  motrice  qui  en  résulte  ne  peuvent ,  par 
conséquent,  produire  aucun  changement  dans  la  vîtesse  actuelle  du  corps, 
et  sont  détruites  par  la  résistance  du  plan  incliné.  La  seule  force  accélé- 
ratrice qui  ait  lieu  dans  le  sens  du  mouvement  est  donc  g  sin.  ô,  d'oU 
4!  =  g%m.ff. 

La  force  motrice  m  ^^  qui  modifie  continuellement  le  mouvement 
du  corps,  est  une  quantité  constante  =  mg  sin.  0^  d'où,  il  suit  que  ce 
mouvement  est  uniformément  accéléré. 

776.  La  relation  entre  la  vîtesse  et  le  temps  se  détermitiera  en  subs  - 

tituant,  dans  l'équation  précédente,  à  ^savaient  —3—  et  Intégrant, 
ce  qui,  dans  l'hypothèse  des  valeurs  initiales  v=^o  et  t=o,  donne 
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(i)  •  • c  =  gesin.ff^ 

dx 
Substituant  ensuite  à  c  sa  valeur  — -r —  et  intégrant  dans  Phypolhèse 

des  valeurs  initiales  /=:o  et  x=^o,  on  a 

(2) x  =  i^/"sin.^, 

enHn  on  déduit  de  la  combinaison  des  deux  équations  précédentes 

(3) \^        ..' 

i*  a^sin.^. 

Les  phénomènes  du  mouvement  sont  exactement  identiques  avec  ceux 
qui  auraient  lieu  dans  le  cas  de  la  chute  libre  verticale,  si  l'intensité  de  la 
force  constante  de  la  pesanteur  était  diminuée  dans  le  rapport  de  1  :  sin.^. 

777.  Supposons  maintenant  que  le  corps  m  reçoive  une  impulsion 
qui  tende  k  lui  faire  remonter  le  plan  incliné ,  et  qui  lui  imprime, 
parallèlement  à  ce  plan  et  perpendiculairement  aux  horizontales  qu'il 
renferme,  une  vitesse  initiale  Uj  (le  corps  est  censé  se  trouver  dans 
l'état  de  repos  lorsque  l'impulsion  lui  est  donnée)  la  force  accélératrice 
£  sin.  û  deviendra  une  force  retardatrice  ;  on  âura,  f  étant  la  vitesse  au 

bout  du  temps  tj  —-r—  =  —  ff  sin.  û  d'oii ,  en  observant  que  l'état 

initial  donne  /^oet  v^V, 

(i) v^U—gtsm.ûf 

ensuite  x  étant  la  distance  du  mobile  à  son  point  de  départ  au  bout  du 
temps  ij  on  a  en  substituant,  pour  v^  sa  valeur  — ^-— 

,  ,  „         ,       .   .     /i  (  «  et  i  «ont  auU 

et  enfin  éliminant  t  entre  les  deux  équations  précédentes 
(  (-»=  V —  aiT^sin.^f 
(3)  .  .  .  J      ^     u*  —  y*  Je  =:  Z7  lorsque  x  =  o. 

l      ~"    a^fsin.^  ( 

Ce  sont  encore  les  phénomènes  du  mouvement  libre  d'asceiision 
verticale  qui  auraient  lieu  si  la  force  de  la  pesanteur  était  diminuée 
^ans  le  rapport  de  i  ■:  sïn.  0. 

jyQ,  Faisofis  entrer  en  considération  le  frottement  du  mobile  sijr  Je 
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plan  incliné,  en  supposant,  conformément  k  ce  qui  a  été  expliqué  art. 
612  et  suivants,  que  cette  résistance  -est  égale  au  produit  de  la  pression 
normale  par  un  nombre  constant /"déduit  de  l'observation.  D'après  les 
principe  précédemment  posés,  lapressionnormale  a,  pour  mesure,  dans 
le  cas  actuel,  la  quantité  de  mouvement  élémentaire  mgdl  cos.  ^impri- 
mée à  ot  perpendiculairement  au  plan  incliné,  et  fait  par  conséquent  va- 
rier à  chaque  instant,  à.^fmgdt .  cos.  0,  la  quantité  de  mouvement  efTect i  - 
ve  du  mobile  dans  le  sens  de  ta  ligne  parcourue.  Appliquant  d'abord  cette 
détermination  au  cas  du  mouvement  de  descente  on  aura,  pour  la  valeur 
de  la  quantité  de  mouvement  élémentaire  imprimée  à  chaque  instant  an 
mobile  dans  le  sens  de  la  ligne  parcourue-,  mgdts\a.& — fmgdlco^.0. 
La  différentielle  de  la  vitesse  sera  donc  ^^/f  (sin.^ — J'coa.0)  et  la  force 
accélératrice^(sin.^—ycos.^.  En  substituant  cette  expression  à  ^in.^, 
dans  les  équations. de  l'art.  776,  on  aura  celles  qui  donnent  les  relations 
entre  Xj  c  et  t,  eu  égard  au  frottement,  savoir: 
■  =  gt  {sin.  8  — J'cç^.û)} 
1  x  =  \gt>  (aia.â~fcos:0)s 
(  1  )   .  ■ J  V  =  y^s.gx  (sin.tf-^ycos.  û)j 


s.g  (sin.  & — fcos.  t 


dans  le  cas  du  mouvement  d'ascension ,  la  vitesse  initiale  étant  V , 
comme  à  l'article  précédent;  on  kdv^= — ^«^(sin.^+ycosi^)  -parce 
que  la  pesanteur  et  le  frottement  se  réunissent  pour  diminuer  la  vitesse 
V  qui  a  lieu  au  bout  du  temps  t}  il  faut  donc,  alors,  substituer,  dans 
les  équations  de  l'article  cité  ,  g  (sin.  9  +ycoa.  0)  kg  sin.  0^  ce  qui 
donne 

V  =  U  —  gt  (sin.  ^+/cos.  9)s 

1  x  =  Vi—^gi»  (Bin.0+fcos.  0)j 

faj J  f»=U^ — 2^(sin.i9-|-/cos.  (?)^* 

2^{8in.  0-\-Jco%.  0) 

Les  équations  (i)  seraient  celles  du  mouvemmt  libre  de  descente 
verticale,  qui  aurait  lieu  si  la  pesanteur  était  diminuée  dans  le  rapjjort 
de  I  :  (sin.  0 — fcos.  0)j  et  les  équations  (a)  seraient  celles  d'uo 
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mouvement  libre  d'ascension  verticale,  dans  l'hypothèse  où  ce  rapport 
de  diminution  serait  celui  de  j /.  (&in.^+ycos.  ff)  j  il  est  à  remarquer 
que  l'introduction  du  frottement ,  dans  l'analyse ,  rend  la  valeur  nu  - 
mériquedelaforce  accélératrice  applicable  à  la  descente,  différente  de 
celle  de  la  force  retardatrice  qui  s'applique  à  la  montée,  ces  valeurs  nu- 
mériques étant  égales  entr' elles  lorsqu'on  fait  abstraction  du  frottement. 
Cette  circonstance  tient  à  ce  que  le  sens  suivant  lequel  la  résistance  du 
frottement  a  son  effet  dépend  de  celui  du  mouvement  du  mobile  auquel 
il  est  toujours  opposé,  ce  qui  présente  un  cas  semblable  à  celui  dont  il  a 
été  question,  art.  789  et  744,  k  l'oFC^^tpn  du  niouveinefit  vertical  d'up 
corps  dans  un  milieu  résistant. 

Propriétés  du  mouvement  d'un  corps  peunt  (ur  un  ^ao  incliné. 

779.  Dans  le  cas  du  mouvement  de  descente  auquel  se  rapportent  les 
équations  de  l'art.  776,  lorsque  le  mobile  a  parcouru  la  longueur  x  sur 
le  plan  incliné,  il  s'est  abaissé  verticalement  au-dessous  de  son  point 
de  départ,  d'une  hauteur  atsio.  ^  et  s'il  fut  tombé  librement  de  cette 
hauteur  dans  une  direction  verticale  il  aurait,  art.  708,  acquis  une 
vitesse  =  p^Ag.xtia.ff  j  maïs  c'est  là,  précisément,  la  valeur  de  la 
vitesse  qu'il  a  acquise  dans  son  mouvement  sur  le  plan  incliné,  donc 
ift  sa  vitesse  à  chaque  instant ,  sur  ce  plan ,  est  due  à  la  hauteur  qui  me  - 
f*  «are  son  abaissement  vertical  au-dessous  de  son  point  de  départ,  » 
}1  faut  se  rappeler  que  la  vhesse  initiale  a  été  supposée  nulle. 

.780.  Dans  le  cas  du  mouvement  d'ascension,  dont  les  équations  ont 
été  données  art..  777,  la  vitesse  initiale  Z7  du  mobile  est  entièrement 

épuisée,  .(équation  3)  lorsqu'il  est  à  une  distance  : — -^  de  son 

point  de  départ ,  ou  lorsque  son  élévation  verticale,  au  -dessus  de  ce 

U^              .     „           V*  .  , 

point,  est  égale  ii : — -^ç  y,  6in.  Û  =  j  mais  cette  valeur  est, 

art,  711  ,  celle  de  la  hauteur  due  À  '**  vitesse  U,  donc  dans  ce 
^cond  cas ,  «  le  mobile  /nonte  le  long  du  plan  incliné  jusqu'à  ce  qu'il 
V  se  soit  ^evé  au  dessus  de  sui  point  de  départ  à  la  hauteur  verticale 
«  due  à  sa  vitesse  initiale.  » 
,7&i.  On  peut  substituer  au  plan  incliné  Ip  lonç  duquel  le  mobile 

monte 
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monte  ou  descend  la  ligae  parcourue  sur  ce  plan,  et,  comme  tous  les 
résultais  précédents  sont  indépendants  de  rincllnaison  0,  on  peut  dire 
généralement  «  que  deux  plans  fixes  horizontaux  étant  placés  h  une  dis- 
*  tance  verticale  H-  l'un  de  l'autre ,  si  un  point  matériel  pesant  passe 
«  du  plan  supérieur  au  plan  inférieur  le  long  d'une  droite  formant  un 
«  angle  quelconque  avec  ces  plans ,  droite  dont  la  longueur  se  trouve  par 
«  conséquent  arbitraire,  il  aura  acquis,  en  arrivant  au  plan  inférieur,  une 
«  vitesse  dueà  la  distance  verticale  H}  et  ce  mobile  pourra  remonter,  le 
«  long  de  cette  ligne,  du  plan  inférieur  au  supérieur,  si  on  lui  imprime 
K  une  vitesse  initiale ,  dans  le  sens  de  la  même  ligne ,  due  à  la  hauteur  H^ 
«  laquelle  vitesse  sera  éteinte  à  son  arrivée  au  plan  supérieur»  jeferai 
voir,  par  la  suite  que  ces  propriétés  ont  encore  lieu  si  le  mobile  au  lieu 
de  parcourir  une  ligne  droite,  entre  les  deux  plans,  parcourt  une  courbe 
continue  quelconque. 

782.  Voici  une  autre  propriété  liée  à  la  théorie  du  tautockronisme 
et  découverte  par  Galilée  avant  qu'il  fut  question,  parmi  les  géomè- 
tres, des  courbes  '  Taulochrones  dont  je  parierai  dans  la  a»,  section 
de  cette  a*,  partie  du  com-s.  Si ,  dans  l'hypothèse  de  la  descente  du 
mobile  le  long  du  plan  incliné,  traitée  à.  l'article  776,  on  mène  par 
le  point  oit  ce  mobile  se  trouve  au  bout  du  temps  /  une  perpendi- 
culaire sur  la  ligne  x  parcourue,  qui  aille  rencontrer  la  verticale  me- 
née par  l'origine  supérieure  de  la  même  ligne  ^^  la  distance  entre 

cette  origine  et  le  point  de  rencontre  aura,  pour  valeur,  — ^ — -^  ^  et 

le  temps  qu'un  grave  employeraît  pour  descendre  librement  de  cette 

hauteur  verticale  — . — ;î- serait,  art.  708, 1/ -. — ^r  :  ce  temiisse- 

sm.  0  f      gsm.Û  ^ 

rait  donc,  art.  776,  égal  à  celui  que  le  corps  a  employé  pour  parcourir 

la  ligne  x  le  long  du  plan  incliné. 

Si  daiwle  plan  vertical,  qui  renferme  x  et  la  verticale  menée  par 

l'origine  de  cette  même  longueur  x,  on  construit  un  demi  -  cercle 

dont  cette  origine  soit  le  point  supérieur,  et  dont  le  diamètre  soie 

vertical  et  égal  à  —. — ^  ,  l'espace  parcouru  x  sera  une  corde  de  ce 

demi -cercle;  le  mobile  m  étant  ensuite  supposé  parcourir,  en  vertu  do 
^a  pesanteur,  upe  autre  corde  quelconqpe  de  ce  demî-cercle,  menée. 
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par  son  point  supérieur,  si  on  observe  que  la  perpendiculaire  à  cefCe 
■seconde  corde ,  menée  par  son  point  inférieur  dans  le  plan  du  cercle, 
passe  aussi  par  Textrémité  inférieure  du  diamètre  verticd,  on  aura,  entre 
les  temps  respectivement  nécessaires  pour  parcourir  la  nouvelle  corde 
et  pour  descendre  librement  le  long  du  diamètre ,  le  même  rapport 
d'égalité  que  présentait  le  mouvement  sur  la  première  corde ,  ce  qui 
fournit  le  théorème  suivant  «  un  demi -cercle  étant  construit  sur  un  dia- 
«  mètre  vertical,  le  temps  employé  par  un  grave  à  descendre  librement 
«  le  long  de  ce  diamètre  ,  est  égal  au  temps  pendant  lequel  ce  gravé 
«  parcourrait  une  corde  quelconque  menée  par  le  point  supérieur 
«  du  demi -cercle  s'il  glissait  le  long  de  cette  corde  en  vertu  de  sa 
«  pesanteur.  » 

Mouvement  de  deux  pointa  matériels  pesants,  posés  sur  des  plans  inclinés 
adossés  et  liés  l'un  à  l'autre  ,  en  ayant ,  ou  non  ,  égard  à  la  résistance  du 
frottement. 

783.  Je  désigne  par  m'  et  m"  deux  points  matériels  ,  ou  corps  mo- 
biles pesants,  posés  sur  des  plans  inclinés  adossés,  qui  ont  une  hauteur 
et  une  base  commune,  et  auxquels  on  peut  substituer,  si  l'on  veut, 
deux  lignes  situées  dans  un  plan  vertical  ayant  leurs  extrémités  in- 
férieures sur  une  même  horizontale,  et  se  coupant  au-dessus  de  cette 
horizontale  en  un  point  où  se  trouve  le  sommet  commun.  Je  sup- 
pose que  .l'horizon  forme  un  angle  û"  et  un  angle  ff",  respectivement, 
avec  le  plan,  ou  la  ligne  inclinée,  qui  supporte  m'  et  m"j  un  fil  inex- 
tensible parfaitement  flexible  et  dont  je  négligerai  la  pesanteur ,  dans 
ce  premier  problème,  lie  m'  à  m"^  en  passant  par  le  sommet  commun, 
où  on  peut  concevoir  une  poulie  infiniment  petite,  sur  laquelle  passe 
le  fil  ,  tout  étant  disposé  de  manière  que  ce  même  fil  soit,  de  part  et 
d'autre  du  sommet  commun ,  parallèle  à  chacun  des  plans  inclinés. 

Danscetélat  de  choses,  si,  pendant  le  mouvement  du  système,  le  fil  qui 
unit  m'  à  m"  est  toujours  tendu,  ces  deux  corps  se  mouvront  avec  la 
même  vitesse  chacun  sur  leur  plan  incliné;  à  un  instant  quelconque  la 
pesanteur  leur  imprimera,  art.  yyÔ,  des  quantités  de  mouvement  élé- 
mentaires respectives  m'gdt  sin.  ff  et  m"gdt  sin.  ff' ,  lesquelles  produi- 
ront, sur  le  fil ,  des  tractions  dirigées  en  sens  opposés  ;  d'après  cette 
circonstance  et  celle  de  la  vitesse  commune ,  la  variatiop  de  la  quan- 
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titè  de  mouvement  du  système,  à  l'instant  dont  il  s'agit,  sera  égale  à 
la  quantité  de  mouvement  élémentaire  qu'acquerrait  lé  même  système, 
en  supposant  les  corps  m'  et  m'' 3  qui  le  composent,  juxta-posés  et  ani- 
més, en  sens  contraires,  des  vitesses  élémentaires  respectives  gdtîva..  ff-y 
et  gdt  sin.  ff' ,  J'ai  fait  voir  que  cette  quantité  de  mouvement  de  la 
masse  m'  +  m"  aurait  pour  valeur  m' gdt  sin.  ff —  m"gdt  sin.  $"  ou 
gdt  {m' An.  ff — m"  sin.  ^'),quantité  positives!  on  am'  s.  (?'>  rr^'%.ff'  i 
cette  dernière  condition  sei-a  censée  avoir  lieu ,  et ,  en  désignant  par 
A ,  B  et  Cf  respectivement ,  le  point  inférieur  du  plan  incliné  qui 
porte  m"j  le  sommet  commun,  et  le  point  inférieur ]de  l'autre  plan  in- 
cliné, la  vitesse  positive  sera  prise  dans  te  sens  ABC. 

II  suit  de  ce  qui  précède  qu'en  appelant  c  la  vitesse  au  bout  du 
temps  t,  \a  variation  dv  de  cette  vitesse  sera  égale  à 

gdt  Im' sm.  ff — jw"  sin.  ^')  .       j.  ■  ^    \    e 

•2 — i ; _ i_  ,  et  quen  désignant,  par  *,  la  force 

m'  •\-  m"  '■       T  P  r      "^  ' 

accélératrice  commune ,  on  aura 

.         g{m's'm.d'  —  m"  sirt,  0") 

La  valeur  de  cette  force  accélératrice  a  la  même  forme  que  celle  de  I3 
vttrsse  commune  de  deux  corps  durs ,  lorsque  ces  corps  se  sont  cho  - 
qués  en  sens  directement  opposés,  parceque  l'une  et  l'autre  valeur  son( 
obtenues  par  des  considérations  exactement  semblables. 

784.  Substituant ,  pour  ^  ,  dans  l'équation  précédente ,  sa  valeur 

~-j —  j  on  a  par  l'intégration  l'expression  de  v  en  ij  substituant  ensuite^ 

dx 
dans  l'équation  entre  c  et  tj  pour  v  sa  valeur  — j —  (a?  est  l'espace  par- 

couru  par  chacun  des  corps  pendant  le  temps  /) ,  on  a«  par  une  seconde 
intégration ,  l'expression  de  a;  en  /  j  et ,  par  suite ,  la  relation  entre 
X  et  c. 

On  peut,  au  Heu  de  faire  les  calculs  que  je  viens  d'indiquer,  observer 
que  le  mouvement  du  système,  considéré  quant  à  la  relation  entre  x^  v 
et  t  est  le  même  que  celui  d'une  masse  composée  de  l'agrégation  des 
deux  masse»  m'  et  m",  qui  se  mouvrait  d'un  mouvement  de  descente 
vertical  et  lîbr^  ^sn^  l'hypothèse  où  la  force  de  la  pesanteur  ^r^it  di  - 
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,  .1  -,   1  m'sin.û' — m"s\n.0"      , 

ininuee  et  réduite  a  la  partie ; t. de  son  mten- 

"^  m'  +  m" 

site  naturelle;  il  suffit  donc,  pour  déterminer  les  lois  du  mouvement 

avec  la  condition  des  valeurs  initiales  /^o,f  =  o,x=:0,de  substituer, 

dans  les  équations  de  l'art.  708,  v  =  gtj  x=^\gt*  s  ^^ 1  '»  quan- 

V  ,     m'sin.^ — m"%m.ff"  ,  ,  .    , 

tite  7— — ;; ^  a  la  quantité  g,  ce  qui  donne 

,  ,  m' sin.  0'  —  m"  sin.  6" 

(■) "  = -^iTT^' ^''• 


W- 


»i'sin.6'' —  /«"sin.  û" 


(3)....=  ^(^-i — -j^-^, it.y 

Le  cas  oîi  on  a  m' sin.  ff  =  m"  sin.  ff'  rend  la  force  accélératrice  du 
système  nulle,  et  c'est  le  cas  d'équilibre  de  l'art.  53a,  lequel  a  lieu 
lorsque  les  poids  sont  en  raisoti  réciproque  des  longueurs  des  plans 
inclinés  qui  les  supportent  (voyez  l'article  cité). 

785.  Lorsqu'on  veut  avoir  égard  à  la  résistance  du  frottement  il  faut  di- 
minuer la  quantité  de  mouvement  élémentaire^<:^i(/n'sin^  —  OT"8in^') 
qui,  abstraction  faite  de  cette  résistance,  produirait  la  variation  delà 
vitesse  commune ,  d'une  partie  des  quantités  de  mouvement  élémentaires 
auxquelles  sont  dues  les  pressions  normales  aux  plans  inclinés,  laquelle 
partie,  d'après  les  déterminations  précédentes,  art.  778,  a  pour  valeur 
fgdt  {m'  COS.  û'  +  m"  COS.  û")j  en  continuant  k  désigner,  p^rj',  le 
rapport  du  frottement  à  la  pression.  La  force  accélératrice,  désignée 
par  4>j  aura  ainsi  pour  valeur 

gdt\m'(sm.Û'~fcos.0')~m"(sm.Û"+fcos.â")\ 
^~"  m'+m"  -' 

et  pour  déterminer  tous  les  phénomènes  du  mouvement  dans  t'bypotliêsr 
des  valeurs  initiales  t  =  o,  f  =  o,  et  .t=Oj  on  substituera  à  gûans. 
les  équations  c  =  gt,  x=  -J  gl*  et  (/  =  V'xjff  ^  de  l'art-  708.,  ta  valeur 
de  ^  qu'on  vient  d'obtenir. 
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Application  de  la  théorie  exposée  daiifi  le  chapitre  précédent  à  la  lolulion 
d'uD  problème  qui  rend  sensible  la  duTcrence  dés  eflels  de  la  percussion  à 
ceux  do  la  pression.  Détails  à  ce  sujet. 

786.  La  valeur  de  la  vîtesse  c  art.  784  a  été  dcduite  de  l'équation 

dv  m' sin.  û'  —  m"  sîn.  ff"  ,  .... 

— r~  =  -■ ^-, „ ■  jg,  en  sedonnant .pour  condition. 

ai  m   +  m  ' 

que  la  vitesse  initiale  était  nulle  ;  on  peut  faire,  sur  cette  vîtesse  ini- 
tiale, une  hypothèse  qui  rendra  très-sensible  la  différence  des  effets 
de  la  percussion  à  ceux  delà  pression.  Je  continue  à  supposer,  comme 
k  l'article  cité  ,  que  n^  sin.  ^  >  m"  sin.  ^'  et  qu'ainsi,  abstraction 
faite  de  toute  force  étrangère  à  celle  de  la  pesanteur,  le  poids  m'^est 
prépondérant  et  doit  en  des(Cendant  sur  son  plan  incliné  c'est-à-dire, 
en  marchant  dans  le  sens  SC^  faire  monter  m"  vers  le  sommet  commuo 
des  deux  plans,  ou  le  faire  mouvoir  dans  le  sens  ^fi  (voyez  art.  783 
les  positions  des  lettres  ./i ,  Bj  C)j  mais,  si  au  premier  iostant  dti 
mouvement  m"  reçoit  dans  le  sens  B^  une  impulsion  capable  de  lui 
imprimer  une  vîtesse  fînîe  u^  à  ce  premier  instant  le  système  acquerra 
les  quantités  de  mouvement  m" u  +  m" gde  ■  sia.  â"  dans  le  sens  5^  et 
m'gdtsin.  ff  dans  le  sens  BC }  la  vîtesse  résultante  aura,  pour  valeur, 
_„       m"(u.  +  gdt.s\a.ff")  —  m' gdt%\jx.ff  m" n  .     , 

art,  758  ,    r-^ r- -r. ,  ou    -, 77—  , 

dans  le  sens  CSA  contraire  au  sens  du  mouvement  résultant  de  l'actïoD 

de  la  pesanteur  d'après  la  condition  m' sin.  ff  >  m"  sin.  ff'.  Il  faut  donc, 

pour  avoir  égard  à  cette  circonstance,  déterminer  la  constante  arbitraire 

;       .,-     ,      I  ^       {m!%xx^.9'  —  m"  mi.ff'\gt     ,      ,„ 

dans  liotégrale  1'==  6  -J-  1 —7-— — 3 —    de    léquation 

dv            m' %\n,ff< — m"%\i\.ff'  ,      ,        .    '     . 

-^  =  ,     — T, gf  en  posant  les  équations  simul- 


tanées /=:0^  9-=^  — 


(m' sin.  ff  —  m"  sin.  ^')  gt  —  m"  u 
m'  -(-  m" 
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787.  On  voit  par  cette  équation  que,  quelque  soit  la  préjiondérance 
'du  poids  m'  sur  le  poids  m"  ou  la  diflcrence  entre  m'  sin.  ff  et  m" 
sin.  ff' f  la  plu3  petite  quantité  de  mouvement  finie  imprimée  à  m" 
doit,  pendant  un  temps  fini,  empêcher  l'effet  de  cette  prépondérance, 
et  faire  mouvoir  le  système  dans  un  sens  contraire  à  celui  qu'aurait  son 
mouvement  en  vertu  de  l'action  continue  et  nuancée  de  la  pesanteur. 
Mais  cette  dernière  force,  après  avoir,  d'abord,  cédé  à  l'impulsion  brusque 
donnée  au  système,  détruit  ensuite,  par  des  gradations  insensibles,  Keffet 
de  cette  impulsion,  de  manière  que,  lorsque  /  a  acquis  une  valeur  telle 
qu'on  a  [m'  sin.  ff  —  m"  sin.  ff'")  gt  —  tr^'u  =  o  _,  ce  qui    donne 

t  i=    j — T-- — S 77~~= — "3?7"î —    ,1a  vitesse  initiale  rétrograde,  OU  né- 

gative,  est  entièrement  éteinte,  et  le  système  commence  à  se  mouvoir 
comme  s'il  partait  de  l'état  de  repos  ou  qu'il  fût  abandonné  à  l'action 
naturelle  de  la  pesanteur  sans  vîtesse  initiale. 

788.  Pour  présenter  les  résultats  précédents  sous  la  forme  la  plus 
simple,  on  peut  supposer  que  les  angles  û'  et  Û"  sont  deux  angles  droits, 
ou  que  les  corps  m'  et  m"  sont-ettactiés  aux  extrémités  des  deux  parties 
verticales  d'un  même  fil  qui  passe  sur  la  gorge  d'une  poulie  dont  l'axe  est 
fixe  et  horizontal  ;  supposant,  de  plus,  qu'au  premier  instant,  le  corps  m', 
dont  le  poids  est  censé  surpasser  celui  de  m",  et  ce  corps  m",  sont  dans 
un  même  plan  horizontal,  oii  se  trouve  l'origine  de  x  j  (les  x  positives 
se  comptant  au  -dessous  de  ce  plan  du  côté  de  m' ,  ou  au-dessus  du  même 
plan  du  côté  de  «i"  )  et  qu'enfin  à  ce  même  premier  instant  le  poids  m" 
tombe  d'une  hauteur  h,  ce  qui  donne  um"  =  m"  V^tgh,  valeur  de  la 
quantité  de  mouvement  initiale  imprimée  au  système,  dans  un  sens 
contraire  à  celui  j3u  mouvement  que  prendrait  ce  système  en  vertu  dp 
l'action  naturelle  et  non  contrariée  de  la  pesanteur;  ces  diverses  conditions 
introduites  dans  l'analyse  de  l'art,  précédent  donnent,  en  désignant  par  p 
la  force  accélératrice  qui  a  lieu  et  par  ri  la  hauteur  due  à  la  vitesse  v. 


m  - 


^     l^m'  —  m")ft—um"     ^  | ayj [Am"'  +  (,«''  —  m!")x] | ■ 
^  '  *  '  ■      wi'  +  m"  m'  +  m" 

_    ^{m' — m")gti*  ^ïtn^'  t    _    (m'  ■\-m"Yii  —  h  m"* 
")  ■  •  •  '"=  m'  +  m"      '.  ~  m'"  — m"' 
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quelque  soit  la  petitesse  de  tn"  par  rapport  à  m',  ce  dernier  qui  devrait 
naturellement  descendre,  vu  sa  prépondérance,  n'en  sera  pas  moins 

obligé  de  remonter  pendant  un  certain  temps  égal  à    'JT^r^^JTr'j 

jusqu  a  une  hauteur j^ 7ÏÎ"  i  ^^  temps  et  cette  hauteur  pour- 
ront être  d'une  petitesse  extrême,  qui  rendra  leurs  évaluations  impossibles 
par  la  voie  de  l'observation,  mais  ils  auront  toujours  des  valeurs  finies. 

Soient,  par  exemple,  m"  ^  et  h=  ^g,  d'oii  u^=g}  le 

^  ^  I 00000 

temps  de  l'ascension  de  n^  aura  pour  valeur  une  fraction  de  seconde 

-■^ (sexagésimale  ou  décimale  suivant  que  g  se  rapportera  à 

99999    '^       &  ^      6  rr 

la  division  du  jour  moyen  en  86400  ou  en  looooo  parties)  et  la  hauteur 

de  son  élévation  sera  égale  à ,  ce  qui ,  pour  la  pliK  forte 

9999999999 

des  deux  évaluations  de  g,  ne  fait  pas  la  deux  millionième  partie  d'un 

millimètre;  ces  quantités,  que  le  calcul  apprécie,  ne  peuvent  être 

mesurées  par  aucun  moy  en  mécanique. 

789.  Ces  résultats  rendent  sensibles  les  relations  qui  existent  entre  les 
effets  de  la  percussion  et  ceux  de  la  pression  j  relations  qui  ont  été 
d'ailleurs  complètement  établies  par  les  notions  précédemment  données.' 
ainsi  une  force  de  percussion,  quelque  petite  qu'elle  soit  par  rapport  aux 
forces  de  son  ordre,  doit  toujours  l'emporter  sur  la  plus  grande  force 
de  pression  j  d'un  autre  côté ,  cette  dernière  peut,  en  exerçant  une 
action  continue  j  atténuer  graduellement  l'eflet  de  la  première  et  le 
détruire  enfin ,  mais  cette  destruction  d'effet  n'a  lieu  qu'au  bout  d'un 
temps  fini. 

Les  détails  dans  lesquels  je  viens  d'entrer  fournissent  le  moyen  de 
rapporter  à  des  notions  exactes  certaines  propositions  qui  paraissent 
manquer  de  justesse  et  qui  en  manquent ,  même  effectivement ,  si  on 
les  prend  dans  le  sens  littéral  que  quelques  personnes  leur  attribuent. 

On  trouve  par  exemple,  dans  des  ouvrages  qui  traitent  de  l'art  des 
constructions  J  des  procédés  pour  peser  le  coup  d'un  mouton  de 
sonnette  sur  la  tête  d'un  pieu  ,  celui  d'un  marteau  employé  à  en  - 
foncer  un  clou  dans  une  planche,  etc.  Gautier,  dans  son  traité  des 
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ponts  ^  mesure  le  poids  du  coup  de  marteau,  par  celui  d'un  corps 
qui ,  posé*  sur  la  tête  du  ctou ,  ferait  pénétrer  sa  pointe  dans  la  planche, 
k  la  même  profondeur  que  ce  coup  de  marteau  ;  (*)  pour  ramener  l'as- 

(•)  ■  H  n'y  a  pa*  de  doute,  dit-îl,  que  la  pesanteur  du  corps  de  I'ud  «ans 
«  mouvement ,  ne  soit  en  raison  réciproque  à  la  vitesse  du  coup  de  marteau 
«  de  l'autre.  i  Malgré  le  peu  de  netteté  de  cette  énonciation ,  on  voit  que  Tau- 
leur  établit  un  rapport  entre  des  quantités  de  l'ordre  mgdl  et  des  quantités  de 
l'ordre  Mf,  tans  mËme  rîen  statuer  sur  la  valeur  de  la  masse  M.  L'ouvrage 
de  Gautier  est  du  commencement  du  18'.  siècle  ;  les  principes  sur  la  loi  de 
cantinuilé  dans  les  eSets  des  forces  motrices,  quoique  bien  établis  dès  le  com- 
mencement du  17*.  siècle.,  ont  encore  été  longtemps  méconnus  par  des  ingé- 
nieurs et  des  savants  recommandables  d'ailleurs.  Mariotle  dit  avoir  éprouré 
qu'un  cylindre  de  verre,  de  deux  ligues  de  diamètre,  était  écrasé,  dans  le  sens 
de  son  diamètre ,  soit  par  une  pression  de  400  livres  ,  soit  par  le  choc  d'une 
masse  de  fer  du  poids  de  a  livres  a  onces,  tombant  de  7  pouces  de  hauteur; 
et  se  fondant  sur  cette  expérience,  dans  laquelle  il  faisait  un  rapprochement  sem- 
blable k  celui  de  Gautier,  cité  dans  le  texte,  il  en  concluait,  à  une  époque  où 
les  découvertes  de  Galilée  étaient  publiques  depuis  plusieurs  années,  qu'un  corps 
livré  à  la  seule  action  de  la  pesanteur,  avait ,  des  le  premier  instant  de  sa  chute, 
une  vitesse  finie  d'environ  quatre  lignes.  11  donne  cette  expérience  i  l'appui  d« 
la  proposition  XI  de  «on  traité  de  la  percussion  ainsi  conçue  :  ■  Un  corpsqui  tombe 

•  dans  l'air  libre , -commence  à  tomber  avec  une  vitesse  déterminée  et  qui  n'est 
«  pas  iiifiniment  petite  ;  c'est-à-dire  qu'elle  est  telle  qu'il  y  en  peut  avoir  ds 

•  moindres  en  différents  degrés,  car  ( ajoute-t-il  aussitdt  après)  il  est  impos- 
■  sible  qu'un  mouvement  soit  sans  une  vitesse  déterminée  ,  et  entre  le  mouve- 
«  ment  et  le  repos  il  n'y  a  point  de  milieu  ;  donc ,  sitôt  qu'il  est  en  mouremcut, 
«  il  a  une  certaine  vitesse.  *  Cet  exemple,  celui  de  Descartes  que  j'ai  cité, 
it  propos  des  lois  de  la  communication  du  mouvement ,  et  d'autres  que  je  pour- 
rais y  joindre  ,  font  voir  combien  les  vérités  naissantes  ,  les  plus  simples  , 
celles-lit  mGme  qui  deviennent  ensuite  vulgaires ,  ont  de  la  peine  à  se  produire, 
cl  comment  elles  se  trouvent  quelquefois  entravées  dans  leur  marcbe  par  ds 
li'ês-bons  esprits.  L'influence  faclicuse  des  erreurs  appuyées  de  l'autorité  d« 
ces  bons  esprits  se  fait  encore  sentir  longtemps  après  que  les  hommes  instruit! 
n'ont  plus  qu'une  opinion  sur  les  théories  contestées  à  l'époque  de  leur  nou- 
rcauté.  Je  trouve  la  preuve  de  cette  assertion  dans  un  ouvrage  sur  la  science 
de  FIngénieur  des  Ponts  et  Chaussées  ,  publié  récemment  ;  l'auteur  conclut 
de  l'cxpcrienco  de  Mariette  sur  In  rupture  d'un  cylindre  de  verre  de  deux  ligses 
de  diamètre,  ci-dessus  citée,  la  pression  qui,  suivant  lui,  équiv^aut  au  choc  <f  un 
mouton  de  sonnette  de  600  livres,  tombant  de  4  pieds  de  hauteur.  C'est  tirer, 
d'un  fait  insignifiant,  une  conséquence  également  hazardéc  et  dangereuse. 

sertioii 
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^rtion  k  une  énonciatîon  précise,  il  faut  dire'^ue  si  une  masse  de  fer 
m^  animée  d'une  vitesse  \^'^h,  due  &  une  certaine  hauteur  hj  et  frap- 
pant le  clou  avec  cette  vitesse,  ou;  ce  qui  revient  au  même,  tombant 
de  la  hauteur  h  sur  la  tète  du  clou,  fait  enfoncer  sa  pointe  à  une  cer- 
taine profondeur  z,  on  pourra  toujours  assigner  un  poids  p  qui ,  posé 
immédiatement  sur  la  tête  du  clou,  sans  vitesse  initiale,  le  ferait  enfoncer 
à  la  même  profondeur.  Dans  ce  sens  ta  proposition  est  vraie  et  on  peut  dé-- 
terminer,  par  expérience,  un  nombre  indéfini  de  masses  m' ,  m" ,  etc. 
qui  tombant  des  hauteurs  V,  h" ,  etc.  opéreraient  des  enfoncements 
i' f  t"  etc.  respectivement  égaux  à  ceux  qu'on  obtiendrait  par  la  simple 
superposition  des  poids  p' t  p" j  etc.  Or  si  l'on  ne  considère  ,  dans  le» 
comparaisons  &  établir,  que  les  effets  des  causes  motrices,  relatifs  aux 
enfoncements  totaux  du  clou ,  (  les  etrfoncements  qui  ont  lieu  aux  ins- 
tants où  son  mouvement  se  trouve  éteint  )  on  pourra  ,  sous  cet  aspect 
particulier,  et  pour  abréger  le  discours,  dire  qu'il  y  a  des  percussions 
étjuiifalentes  à  des  pressions  ;  mats  il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que 
Videntité  ainsi  prononcée  et  qui  ne  porte  que  sur  un  des  |diéiiomène« 
particuliers  du  mouvement  du  clou,  dans  chacun  deses  enfoncements, 
(le  seul,  à  la  vérité,  qu'on  puisse  communément  observer)  ne  suppose 
nullement  que  des  quantités  de  là  forme  m^de  et  MF  sont  comparable» 
et  n'établit  la  comparaison  qu'entre  les  quantilé9y(OT^<&)  et  MF.  C'est 
ce  que  rend  manifeste  l'examen  des  circonstances  physiques  qui  ac- 
compagnent l'enfoncement  du  clou  ;  ce  corps,  depuis  le- moment oîi  il 
commence  4  être  ou  frappé  ou  pressé,  jusqu'à  celui  où  il  parvient  k. 
son  maximum  d'abaissement,  se  meut,  pendant  un  temps  fini ,  et  or- 
dinairement très-court ,  d'un  mouvement  varié ,  dans  lequel  la  Résistance 
de  ta  matière  qu'il  pénètre  fait  la  fonction  d'une  force  retardatrice,  qui, 
au  bout  de  ce  temps  fini,  après  avoir  détruit,  graduellement  la  vitesse 
finie  engendrée,  soit  au  commencement  du  mouvement  (dans  le  cas  de 
la  percussion  initiale),  soit  pendant  la  durée  de  ce  mouvement  (dans  le 
ea»  d'un  poids  superposé  au  premier  înstaDt),fait  enfin  équilibre  aux 
forces  accélératrices  qui  tendraient  à  perpétuer  ou  k  faire  renaître  ce 
mouvement  ;  ce  qui  s'appliqtie  également ,  tant  au  cas  où  le  marteau  et 
le  clou  seraient  censés  être  des  corps  parfaitement  durs  qu'à  celui  (qui 
est  le  cas  de  la  nature)  d'un  certain  degré  de  eompressibilité  et  d'élastir 
cité  de  ces  deux  corp  ;  dans  ce  dernier  cas  i  et  dans  celui  d'un  poi^ 
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initia]  superposé»  la  vitesse  nulle  au  premier  instant ,  atteint  un  maiî' 
mum  et  diminue  ensuite  jusqu'à  son  extinction.  Dans  le  cas  idéal  de  la 
parfaite  dureté,  le  maximum  aurait  lieu  au  premier  instant,  et  la  vi- 
tesse diminuerait  jusqu'au  dernier  instant.  Les  phénomènes  produits  entre 
ces  deux  instants  extrêmes  échappent  ordinairement  à  nos  sens  par  l'ex- 
cessive rapidité  de  leur  génération  et  de  leur  disparition,  mais  ils  n'en 
existent  pas  moins  ;  Ils  offrent  des  relations  soumises  à  la  loi  de  contî- 
nuîtéj  entre  les  temps,  les  vitesses  et  les  espaces  parcourus,  qui  va- 
rient, en  général,  avec  l'état  initial ,  mais  qui  lient  cet  état  initial  ù 
l'état  final ,  par  la  succession  de  tous  les  états  intermédiaires.  Ainsi  r 
lorsqu'on  .croit  comparer  àca  percussions  et  des  pressions  j  on  ne  fait 
autre  chose  que  prononcer  identité  ou  différence  entre  certains  phé'- 
nomènes  dûs  à  des  causes  qui  parmi  leurs  effets ,  soumis  à  la  loi  de. 
continuité f  ont  eu  celui  de  ramener  un  système  à  l'état  d'équilibre,, 
après  avoir  détruit,  graduellement j  les  vitesses  finies  engendrées  dans 
ce  système  ;  dans  quelques  cas  particuliers,  ces  vitesses  naissent  et  sont 
anéanties  sans  que  la  masse  totale  du  corps  choqué  prenne  aucun  mou> 
vement,  ce  qui  offre  un  équilibre  apparent  entre  une  force  àe  perçus  ' 
sion  et  une  résistance  csmparablc  à  une /pression  j  ce  cas  a  lieu  lorsque, 
d'après  les  relations  existantes  entre  la  quantité  de  mouvenient  du  corps 
choquant,  su  compressibiliié ,  celle  du  corps  choqué^et  \a  résistance 
initiale  du  corps  que  ce  dernier  duit  pénétrer  pour  éprouver  un  dépla- 
cement totale  cette  résistance  égale  ou  surpasse  la  plus  grande  des 
quantités  de  mouvement  élémentaires  m^dt  employées  à  produire  la 
compression  \  on  voit  donc  qu'en  ayant  égard  aux  circonstances  relatives 
à  l'état  physique  ou  réel  des  Corps ,  qui  accompagnent  les  phénomènes  du 
mouvement ,  les  rapprochements  et  les  comparaisons  de  ces  phénomènes 
ont  toujours  lieu  entre  des  quantités  de  même  nature  et  de  niême  ordre. 

Théorie  de  la.  machine  d'Atwood. 

790.  Atwood,  phisycien  anglais,  a  inventé  une  machine  pour  détermi- 
ner, par  observation ,  les  lois  du  mouvement  vertical  des  corps  pesants  ; 
son  appareil ,  abstraction  faite  de  divers  accessoires  imaginé  pour  varier 
les  expériences,  les  rendre  plus  faciles- et  plus  précises,  n'est  autre  chose 
que  le  système  auquel  s'appliquent  les  formules  consignées  dans  l'art.  788, 
Un  fil  passant  sur  la  gorge  d'une  poulie,  dont  l'axe  Gxe  est  horizontal^ 


y  Google 


Section  PREMIÈRE.  91 

tient  suspendus  b  ses  extrémités,  de  part  et  d'autre  de  la  poulie,  des 
corps  m'  et  m"  j  l'un  de  ces  corps,  est  prépondérant  et  détermine ,  p^r 
sa  descente,  l'ascension  de  l'auth;;  corpe.  On  change,. A  volonté,  tant 
les  quantités  absolues  que  les  ra|pports  des  masses  m'  et  n^'  j  on  peut 
même,  lorsque  le  systénte  est  en  mouvement,  faire  en  sorte  que  le  corps 
prépondérant  perde  tout-Jt-coup  ou  l'excès  de  sa  maose  sur  la  mas^  de 
l'autre  corps ,  ou  une  partie  de  sa  masse  plus  grande,  que  cet  excès  ;  dans 
le  i^.  cas  le  mouvement  devient  uniforme  avec  la  vUesse  qui  avait  lieu* 
à  l'instant  où  les  masses  sont  devenues  égales  ;  dans  le  s.',  cas  le  mouve> 
ment  devient  uniformément  retardé  avec  une  vitesse  initiale  égale  à 
celle  dont  je  viens  de  parler.  Si  on  veut  vérifier  les  formules  de  la  com  • 
munication  du  mouvement  dans  le  choc  des  corps  duns^  on  dispose  l'ap* 
pareil  de  manière  que  le  oorps  qui  monte  enlève,  en  le  choquant ,  un  autre 
corps  en  repos,  les  deux  cofps  continuant  ensuite  à  se  mouvoir  juxta  - 
posés  l'un  à  l'autre;  on  connaît  la  vitesse  du  corps  choquant  au  moment 
du  choc  par  les  relations  entre  les  espaces  parcourus  et  les  temps ,  avant 
le  choc,  et  les  relations  entre  les  mêmes  variables,  après  le  choc,  font 
connaître  la  .vitesse  commune  aux  deux  corps  qui  en  est  résultée  it  Tins» 
tant  de  leur  rencontre  ;  des  échelles  verticales  et  un  chronomètre,  attachés 
h.  l'appareil ,  fournissent  les  mo/ens  de  mesurer  les  espaces  parcourus  e(  ' 
les  temps  corespondants. 

791.  Pour  avoir  les  équations  du  mouvement  du  système  que  je  viens 
de  décrire  dans  l'hypotèse  oii  les  corps  m' et  m"  n'auraient  aucupe  vitesse 
initiale,  il  faut  faire  u^Oj  ou  A:=p,  dans  les  équations  de  l'art.  78S 
ci -dessus  cité,  ce  qui  donne 


J'ai  fait  observer,  art.  784,  que  les  phénomènes  du  mouvement  étaient 
ceux  qui  auraient  lieu  danstecasdelachute  verticale  et'Hbre  d'un  corps, 
8Î  ta  force  accélératrice  naturelle  delà  pesanteur  se  trouvait  dimii^ri^e 

dans  le  rapport  de  1  :  — ; tï-  f  or  la.  somme  •»>  -4^  m"'des  masses 

étant  quelconque,  on  peut  rendrele  rapport -^-7—— -j?-  aussi  petit 
qy'pn  veut,  et  dopner,  par  cooséquenf,  ^u  système  une  force  accéléra- 
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tricc  moindre  que  la  force  accélératrice  naturelle,  qui  permette  d'ob-1 
server,  pendant  la  durée  du  mouvement,  les  espaces  parcourus  et  le* 
temps  correspondants,  et  de  compter  leurs  nombres  respectif  d'unités.- 
On  rend  ainsi  sensibles  et  mesurables  des  phénomènes  dont  on  conclut 
les  lois  auxquelles  le  mouvement  libre  des  graves  est  soumis,  près  de 
la  surface  de  la  terre  ;  je  ferai  voir,  dans  la  suite  du  cours,  comment 
on  peut  faire  entrer  en  considération,  dans  ces  évaluations,  le  poids 
du  fil ,  la  masse  de  la  poulie  et  la  résistance  de  l'air,  quoîquç,  d'après  la 
disposition  des  parties  de  l'appareil  et  la  lenteur  des  mouvements ,  ces 
causes  d'anomalie  aient  peu  d'influence  sur  les  résultats  ;  il  est  certain 
que,  même  sans  y  avoir  égard,  on  a,  sur  le  mouvement  des  graves, 
des  déterminations  d'une  exactitude  bien  supérieure  à  celles  qu'on  a 
voulu  obtenir  dans  les  premiers  temps  oii  ces  «ortes  de  recherches  ont 
occupé  les  savants,  soit  en  faisant  tomber  librement  des  corps  dans  l'at- 
mosphère ,  sott  en  les  faisant  descendre  le  long  de  plans  inclinés,  droits 
ou  contournés  en  volutes  hélicoïdales.  ' 

79».  Soit  m  la  plus  petite  des  masses  m'  et  m",  et  et  l'excès  de  la  plus 
grande  sur  la  plus  petite  ;  les  formules  de  l'article  précédent  deviendront 
a  a  %  /  s.iog.v  ,  '^ 


a/w  +  o  w     %in-\-it>  a.m+ù> 

et  donneront  bientôt  lieu,  sous  cette  forme,  à  des  remarques  importan- 
tes. L'objet  spécial  de  la  machine  d'Atwood  est  de  vérifier  l'équation 

X  =^ei^  ,  et  lorsque  cette  équation    est  vérifiée  la  théorie 

entière  du  mouvement  se  trouve  établie. 

Eécapîtulalioa  det  principcagénéraux  de  la.  Dynamique. 

793.  La  Dynamique  est  la  partie  de  la  mécanique  qui  apprend  à 
résoudre  les  questions  relatives  aux  systèmes  de  corps,  en  considérant 
Je^mouvement  particulier  de  chaque  corj»  de  ces  systémA  comme 
produit  tant  par  les  actions  que  les  autres  corps  exercent  sur  lui ,  que  par 
ka  actions  des  puissances  quelconques  auxquelles  il  est  soumis  (art. 666). 

794.  Le  temps,  considéré  comme  quantité  mathématique,  entre 
«ssf  Dtiellement  dans  tous  les  calculs  de  \&  Dynamique  ;  te  inouvement 
fournit  le  moyen  de  le  mesurer.  L'unité  de  temps  communément  adop- 
léei  avant  l'établissement  du  nouveau  système  métrique  français,  était 
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U'86400*.  partie  du  )our  moyen  ,  mais  l'uoità  la  plus  convenable  k  ce 
système  serait  la  looooo*.  partiedu  jour  moyen;  ces  anitéssont,  res- 
pectivement ,  daignées  par  les  noms  de  second  seasagèsim/tie  et 
seconde  décimale  (art.  671  et  suivants). 

795.  Cto  employé  continuellement  en  Dynamique  les  eipressions 
temps  multiplié  pur  un  espace  y  temps  divisé  par  un  espace'^  oir 
espace  divisé  par  un  temps  j  il  faut  d'abord  avoir  une  notion  pi-écise 
du  «ens  a  attribuer  à  ces  .expressions ,  qiii  o'irtdiquent,  réellement,  qu0 
des  opéraiiora  faites  sur  de»  nombres  abstraits  (voyez  rart;€78). 

796.  Xin  ]>oint  matériel ,  qui  décrit  une  certaine  ligne  en  se  mouvant, 
parcourt,  sur  celle  ligne,  des  espaces  qui  ont  certaines  relations  avec 
les  temps  employés  k  les  parcourir,  le  mot  relation  étant  pris  dans  l'ac- 
ception  indiquée  à  l'art,  précédent:  Supposant.que  la  ligii|e  décrite  soit 
droite.,  prenant  sur  cette  ligne  un  point  fixe  pour  origine  de  la  lon- 
gueur variable  x  ,  qui  déteimine  la  position  du  point  mobile,  et  dé- 
signant par  t  le  temps  au  bout  duquel  ce  mobile  se  trouve  à  IVztré- 
mité  de  cette  longueur  a>j  on  a  généralement  as^f{t)}  fêtant  le 
signe  àe  Jonction:  La  relation  x  t^f  (t)  peut  être  considérée ,  ou 
comme  une  donaée  par  le  fkit ,  ou  comme  une  hypothèse',  abstraction 
faite  des  forces  auxquelles  le  mouvement  est  dû.  Il  est  utile  et  même  in  - 
dispensable,  avant  de  passer  à  la  considération  des,  causes  motrices ,  de 
s'occuper  d'abord.sons  le  point  de  vue  que  je  viens  d'indiquer,  du  sym- 
bole générai  d'équation  ai  ==f(f),  de  classer  les  divers  mouvements  qui  en 
sont  des  cas^particidiers,  et  d'avoir  les  expressions  de  quelques  quantités 
caractéristiques  relatives  aux  phénomènes  de  ces  mouvemepls.  Sans  cet 
examen  et  ce  classement  préalable  des  phénomènes  dâs  aux  causes  motri- 
ces ,  les  raisonnements  sur  ces  causes  seraient  nécessairement  vagues' e'C 
obiCurs,  puisqu'on'nepent  les  connaître ,  les  comparer  eittr'etles,  les 
mesurer  que  par  leurs  ejits  (art.  ■677). 

797.  Les  quantités  caraetéristit}ues  dont  je  viens  de  parler,  qui 
tiennent  aux  propriétés  générales  d'un  mouvement  quelconque  ,  se  dé' 
duisent  des  propriétés  particulières  \  deux  mouvements  qu'on  peut  ap- 
peler élémentaires  j  dont  on  doit  d'abord  donner  l'analyse  complète. 
Le  premier  de  «es  mouvements  élêmerttairts  se-  rapporte  au  cas  le 
plus  simple  de  l'équation  x=J'{t),  celui  qui  doit,  à  tous  égards', 
É;tre  considéré  le  premier,  et  qui  donne  la  relatiQ»x  =  £+^/  (article 
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6Bo.).  Les  espaces  parcourus -:z>  —  £  sont  proportionnels'  aux  temps  em- 
ployés  à  les  parcourir.  Le  mouvement ,  dont  cette  équation  exprime 
la  loi ,  s'appelle  mouvement  un^orme  j  et  tout  mouvement > qui  n'est 
pas  uniforme  s'appelle  mouvement  varié. 

Le  coefficient  Fdu  temps  t  est  la  valeur  de  l'espace  parcouni  pendant 
chaque  unité  de  temps  en  vertu  du  mouvement  uniforme  ;  c'est  une 
quantité  caractéristique  qui  distingue  un  mouvement  uniforme  de 
toute  autre  mouvement  du  même  genre  ;  on  U  nomme  vUesse  ;  elle  se 
déduit  de  la  connaissance  d'un  espace  Xj  parcouru  pendant  un  temps  T, 

X 

au  moyen  de  l'équation  F=  —=-  _,  qui  donne,  en  général,  l'une  des 

trois  quantités  ^,  X  et  T  par  les  deux  autres  (art.  687  et  688). 

798.  Lorsqu'on  a  donné  la  notion  de  la  vitesse  dans  le  mouvement 
uniforme ,  une  détermination  importante  et  fondamentale  est  celle 
d'une  quantité  h.  laquelle  cette  notion  puisse  convenir  et  qui  appvtienne 
à  UD  mouvement  varié  quelconque.  On  s'assure  de  l'existence  de  cette 
quantité  en  considérant  que  dans  toute  loi  possible  qui  lie  les  espaces 
parcourus  aux  temps ,  le  rapport  d'un  espace  e  au  temps  r  employé  à 
parcourir*  cet  espace  approche  d'autant  plus  d'être  exprimé  par  une 
équation  de  la  forme  ae  +  b  t  =  Oj  (aetÂ  étant  des  constantes  par 
rapport  k  e  et  t)  qge  c  et  r  sont  des  quantités  plus  petites.  Cette  pro- 
position peut  se  déduire  d'un  théorème,  bien  connu  des  analystes,  qui, 
lorsque  e  et  r  ont  leurs  origines  respectives,  l'un  ^  l'extrémité  de  x  et 
rentre  au  bout  du  temps  ty  œ  çt  t  étant  liés  par  l'équation  X:=f{t), 

donne  la  valeur  générale  —  ^f  (/)  +  7  rf  (i  +  A  r)  dans  laquelle 

les  quantités  sous  le»  signesy  et  y"  sont,  à  l'égard  de  e  et  t,  de» 
çoiista^ites  qui  se  rapportent  ^  l'Origine  de  ces  variables ,  et  <4  tine  qflao  r 
tité  déterminée,  positive  et  plus  petite  que  l'unité. 

On  conclut,  de  ces  considérations  qu'à  un  instant  quelconque  le 
inobile  dont  le  n^ouvement  est  assujetti  à  une  loi  exprimée  par  l'équation 

a3=y  (/),  a  une  vîtesse  t>=/'(t)=:  —5—,  dont  la  valeur,  détermi- 

pée  pour  cet  instant,  est  variable,  d'un  instant  k  l'autre  (art.  691  et 
suivants). 

799.  C'est  avec  cette  vitesse  —^r-  ouf  (t)  que  le  mobile  continue- 
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rait  à  se  mouvoir  si,  tout- à  -  coup ,.  les  causes  qui  font  varier  son 
mouvement  cessoient  d'agir;  et  on  rapportera  cette  proposition  à  des 
termes  précis  en  disant  qu'un  mouvement  exprimé  par.  l'équation 
a;=y(/)  deviendra  uniforme  à  l'instant  qui  termine  le  temps, ij  avec 
dx 

~dr 

gemeot?  telpque  dans  l'équatipn  *=t/*(/)  + ri  T*_/"-{/+^r),  déduite  de 
la  précédente ,  le  .termey'(i-|-^r)se  réduise  à,zéro,  ce. qui  peut. avoir 
lieu  soit  par  la  suppression  des  forces ,^oit  par  leur  équilibre  (art.694). 

800.  Un  mouvement  varié  est  dit  accéiéré-  ou  refar^é, saivant  qvie 

-■■  ■  augmente  bu  diminué  dans  les  instante  successifs  de  sadurée  ;  il 

peut  se  faire  que  ce  mouvement,  sans  cesser  d'être  exprimé  par  une 
même  équation ,  soit  alternativement  accéléré  et  retardé  ou  récipro  - 
quenjent  (art.  68a).  '...'•■' 

80 1 .  L'expression  générale  dç  la  vltçsee  fournit  le  «noyen  d'appliquer 
l'analyse  au  second  des  mouve^nents  éiéjnentaires  dont  il  a  été  qi^estion 
au  comniencement:  de  l'açt.  jy^Xjt  mpuvement  est  celui,  dans  lequel 
la  relation  de  la  .vîteese  au-temps  est  la  même  que /celle  de  l'espace 
parcouru  au  temps  dans  !e  premier  mouvement  éléfifenlaire ,  celui 
qui  a  le  nom  de  moitvemement  'uniforme')  on  a  donc,  dans  'ce  cas, 
*•==  17  +  ^/ d'oLi  on  déduit  .0?:=  E+f/+  tS^'-  Ce  mouvement  s'ap - 
pelle  mouvement  uniformément  varié  et  le  signe  supérieiir  oii  irifé- 
rieur  du  terme  multiplié  par  ^s'applique  respectivement,  au  cas  ofi 
ce  mouvement  est  accéléré, et  à  celui  où  il  est  retardé  (art. 696  et  697}. 

80a.  La  qijaiftité  g^  eaf  ici  une  quantité  caraciéristi^u^  correspondante 
h.  la  caractéristique  V  du  rnQuvement  yniformp  ;  c'est  la  vitesse  acquise 
ou  perdue  ])arle  mobile  pendant  chaque  unité  de  te^ps  ;  elle  distingue 
un  mouvement  uniformément  varié  de  tout  autre  mouvement  de  même 
espèce;  on  lui  a  donné  le  nom  àç force  accélératrice ,  et,  cependant, 
cçtte  d^nomipation  est,,, tout-à-fait, .indépçpdanjte  de  la, .çc^nsidé-ration 
de  I9  force  niotrice^  et  ne:poTîte,q,)jf;sur  la  considération,  immé^iate^es 
4^«/j' ou.  phénoi^Ènf^dùs  à  cettie,cf^use'(art.  69^  et,7o5)^  .  ,.  .  , 
..  8o3..,L''Unaly5e  de^  prqpriétés.  du  mouvemept  uniformément  varié  est 
doublement  importante  et  par  les  conséquences  qu'on  en  tire  pour  la 
théorie  générale,  et  'par  l'exemple  remarquable  que  là  nature  "nOiis  offre" 
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de  ce  mouvement ,  dans  les  pbéiiomt'oes'  de  la  chute  des  graves  ,  phé- 
noml-nes  qui  fournissent  àes  quantités  absoîuts  trj.'S  -  utiles  pour  la 
comparaison  et  la  mesure  des  forces.  L'expression  de  la  vttesse-due 
h  une  hauftnrj  et  sa  réciproque,  qu'on  en  déduit,  s'employent  fréquem- 
ment dans  l'analyse  des  problèmes  de  mécanique  (art.  707  et  suivants). 

804.  La  même  marche  de  raisonnement  suivie,  art.  692  et  798,  pour 
arriver  de  la  notion  de  la  vitesse j  dans, le  mouvement  uniforme,  ^ 
celle  de  la  vitesse  dans  un  mouvement  quelconque,  peut  s'employer 
pour  passer  de  la  notion  de  \a  force  accélératrice  dans  le  mouvement 
ûnjjbrméiflent  varié,  à  celle  d'une  quantité  analogue  dartsie  mouve- 
ment varié  suivant  une  loi  quelconque.  On  remarquera  que ,  dans  le 
symbole  général  d'équation  c  =f'  {t)  entre  la  vitesse  et  le  temps ,  si 
on  désigne  par  ^v  la  quantité  dont  v  varie ,  pendant  un  temps  t  qui 
a  pour  origine  la  fin  du  temps  t,  l'équation  entre  ^c  et  r  approchera 
d'autant  plus  d'être  de  la  forme^c=^Tna  quantité^  étant  une  coristan* 
te  par  rapport  &  ^v  et  t)  que  t  sei-a  plus  petit  ;  or  cette  forme  est  celle 
de  Inéquation 'c  =  gï  entré  la  vitesse  et  le  temps  dans  le  mouvement  ^ni. 
formément  vkrîé  ,  lorsque  ,  comme  dîm  le  cas  actuel ,  la  vitesse  ini- 
tiale est  nulle  (observez  -que  ^P  et  t  commencent  ensemble)  ;  donc  > 

àla  limite, •  ou,;;  représente  la  force  açcélératrioe  4  et  on  a^  à 

'    '  '  dv 

J'instapt  qui  lerrome  1^  temps  t  ,.y  ^=^ -—j-  j  la  quantité  j'^^uiale 

nom  générique  Ae  force  accélératrice ,  étant  déterminée  pour  un  ins- 
tant donné,  et  variable  d'ini  imtant  à  l'autre  (art.  71a). 

805.  La  valeur  du  rapport  liriiite  entre  -d'i'  et  r  dévient  idanifrste 
lorsque,  de  l'équation  v=sf(ty;  on  déduit 

Cette  dernière  équation  fait  voir,  eti  même  temps,  à  quoi' tient  la 
différence  entre  un  mouvement  vané  d'une  maniéré  quelconque  tt  Ma 
mouvement 'unifiitTTiément  varié.  Si  par  un  changement,  Survenu  daift 
le  premier,  le  ternie/"' (/+^'r)  devient  nul,  ce  àlouvcrnent  d«viéndpa 
uniformément  varié,  S  compter  de  l'rnstant'du  changement,  ave  une 

dp       ■  : 
force  accélératrice  constaQte,  dont  la  valeur  Bera  celle  de  —^  qiiî  a 

CM  lieu  au  même  instant, 

Eapprochant 
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Rapproctiaat  ce  résultat  de  celui  qui  a  été  consi^  k  Tart.  799  et 

désigtiaot  par'^x  et  ^^  les  rangions  de  l'espace  parcouru  et  de  la 

vitesse  qui  ont  lieu  peadant  le  temps  Tj  (^x  et  r  ont  leurs  origines 

respectives  à  reztrémité  de  x  et  à  la  fin  de  /)  on  a  les  deux  équations 

qui  font  voir,  d'une  part,  qu'un  mouvement  varié  en  général  coïncidera 
avec  le  mouvement  uniforme  ou  avec  le  mouvement  uniformément  varié, 
s'il  éprouve  des  changements  tels  que  les  termes  respectifs  j^'(i+>ir)  ou 
f"(t  +  ^'r)  deviennent  nuls  ;  et  d'une  autre  part  que,  sans  les  changement» 
dont  je  viens  de  parler,la  sente  diminution  de  r  rapproche  le  mouvement 
varié  suivant  une  loi  quelconque  de  l'un  et  l'autre  des  deux  mouvements 
élémentaires  j  en  observant  qu'en  général,  pour  une  petite  valeur  dé- 
terminée de  T,  le  mouvement  uniformément  varié  doit  mieux  représenter 
les  phénomènes  que  le  mouvement  uniforme ,  ce  qui  est  évident  par 
la  valeur  générale  ^x  =^  rf  (t)  +  7^»/"  (/)  +7  r^yV'  (')  +  «'<=.  (art.  7 1 3). 

806.  Tous  ces  prindpes  surles  mouvements  élémentaires  et  surles  prâ- 
{viétés  géiK'ralés  conclues  de  leurs  ràpprocheinents  avec  les  mouvements 
variés  suivant  une  lot  quelconque.étant  posés,  on  passée  la  considération 
des  forces  dont  on  n'aurdit  pu  raisonner  que  d'une  manière  vague  sans 
l'analyse  et  le  classement  préliminaire  de  leur»  principaux  effets.  II. y 
a,  d'abord,  un  classement  b  faire  des  forces  relativement  k  leurs  divers 
modes  d'action  ;  on  peut  concevoir  des  forces  qui ,  dès  le  premier  instant 
de  leurs  actions,  impriment  des  vitesses  finies  à  d«e  masses  finies  et  dont 
il  est  nécessaire  de  s'occuper  même  dan^  l'hypothèse  de  la  non-existence 
de  pareilles  forces,  à  actions  discontinues^  dans  la  nature.  Viennent  en* 
«uite  les  forces  de  la  nature,  dont  l'action  est  soumise  k  la  loi  de  conti- 
nuité, et  qui  ne  changent  la  vitesse  d'un  mobile  enune  autre,  qu'après 
l'avoir  fait  J>as0er  par  toutes  les  vitesses  intermédiaires.  La  durée  du  chan- 
gement,  pour  tioe  variation  donnée,  peut  être  plus  ou  moins  coiuidérable 
et  si  on  la  conçoit ,  par  la  pensée,  infiniment  petite  on  a  le  cas  limita 
des  forces  k  actions  discOfttinues  dont  je  viens  de  parler ,  et  dont  quel  - 
ques  phénomènes  de  communication  de  mouvement  semblent  nous  offrir 
des  exen^ples,  quoique  \ai<discontinuitê  ne  soit  qu'apparente,  dans  i;es 
[^énomènes,  eu  égard  k  l'imperfection  de  nos  organes. 

Enfin  l'effet  d'une  force  à  action  continue,  sur  un  mobile  animé  d'une 

■yîtçssfjiflie  ci  cowidér^t  <10W  le  Kps  du  inouvement  de  ce  mobile  « 

i  .    i3 


Digitizeaby  Google 


-98  Dyna.miqueêlémbntaire. 

peut  être  îod^pendant  ou  dépendant  de  sa  vitesse  (art.  714,  718  et  719). 
.  807.  Malgré  la  diversité  de  ces  modes  d'actions  des  forces  considérées 
quant  à  leurs  eflets  dynamiques,  leur  comparaison  ou  leur  mesure,  leur 
composition  et  leur  décomposition,  n'en  sont  pas  moins  soumises  à 
des  loiR  communes  (art.  761  et  75a),  les  règles  relatives  aux  difTérents 
ordres  des  quantités  se  trouvant  d'ailleurs  observées  comme  elles  le  sont 
^n  géométrie  et  en  analyse  pures.  Avant  d'assigner  ces  lois,  et  pour  as- 
surer la  rigueur  des  applications  qu'on  aura  à  en  faire,  on  reconnaît 
d'abord  qu'un  corps  n'a ,  en  lui-même ,  aucune  faculté  de  changer  son 
état  de  repos  ou  de  mouvement,  lequel  état  ne  peut  subir,  par  consé- 
quent ,  de  modification  qu'en  vertu  d'une  cause  extérieure  au  corps. 
On  déduit  de  ce  principe,  lié  à  ce  qu'on  a  appeléyàroe  d'inertie  des 
corps,  la  conséquence  suivante  :  «  Si  un  point  matériel  est  animé  d'une 
M  vitesse  finie,  dans  une  certaine  direction  ,  vitesse  qui  peut  avoir  été 
«  engendrée,  ou  par  une  actiun  instantanée ,  ou  par  une  action  con^ 
«  tinuée ,  et  qu'à  l'instant  où  cette  vitesse  et  cette  direction  ont  lieu, 
«  la  cause  motrice  cesse  d'agir  sur  le  mobile  ;  ce  mobile,  ainsi  aban- 
M  donné  à  lui-même ,  continuera  à  se  mouvoir  d'un  mouvement  rec-- 
«  tiligne  et  uniforme,  en  conservant  sa  vîlesse  et  sa  direction  finales 
t  (art.  715,  716  et  717).  » 

808.  La  comparaison  et  la  mesure  des  forces  sont  les  applications 
d'un  principe  général  fondé  sur  les  deux  propositions  suivantes  :«  i".  Plu- 
,«  sieurs  forces  capables  d'imprimer,  instantanément,  différentes  vitesses 
«  finies  ou  infiniment  petites  à  une  même  masse  ,  sont  entr'elles  dans  les 
«  rapports  de  ces  vitesses  :  il".  Plusieurs  forces  capables  d'imprimer  ins-- 
«  tantanément  ta  même  vitesse  à  diflérentes  masses,  sont  entr'elles  dan» 
tr  les  rapports  de  ces  masses.  » 

L'énoncé  du  principe  général  de  leur  comparaison  se  réduit  donc  » 
dire  «  qu'elles  sont  entr'elles  dans  les  raisons  composées  des  masses 
«  sur  lesquelles  elles  agissent,  et  des  vitesses  qu'elles  impriment  à  ces 
«  masses.  »  Le  produit  de  la  masse  par  la  vitesse  dont  cette  masse  jouit 
s'appelle  quantité  de  mouvement. 

.  Faisant  une  application  spéciale  de  ce  principe  aux  forces  dont  l'ac- 
tion est  soumise  à  la  iw.  de  continuité  ^  on  observe  d'abord  que  plu- 
-sieure  forces  de  ce  genre  qui  impriment,  ù  différents  mobiles,  des. 
onouvements  uniformément  variés  sont  entr'eUes  comme  les  produits  des 
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inassp^  par  les  vlle??cs  respectives  qu'îles  peuvent  engendrer  dans  l'unité 

de  temps,  c*est-à-dîre  comme  les  expression?  m'  •-tt'  j  ^"    y,,  ■■  etc- 

(]ue  comportent  ces  divers  mouvements ,  les  élément*  de  temps  <//', 
tit'^f  etc.  pouvant  être  ou  ne  pas  être  égaux  entr'eux.  Considérant  en- 
suite qu'à  chaque  instant  de  la  durée  d'un  mouvement  varié  suivant 
ime  Joi  quelconque,  l'équatian  qui  exprime  cette  loi,  fournit  une  ex- 

pression  — j—  qm  peut  toujours  être  censée  appartenir  à  un  certain 

mouvement  imiformément  varié,  dont  elle  est  la  caracléristitfiie ,on 

conclut,  de  ce  rapprochement,  que   le  produit  m   — j — _,  auquel  on 

a  donné  le  nom  de^fitne  motrice  j  représente  l'intensité  variable  de  la 
force  aux  différents  instants  du  mouvement  du  mobile;  d'oii  il  suit  évi- 
demment qu'en  général  les  forces  à  actions  continues  sont  erttr'elles, 

à  des  instants  déterminés  de  ces  actions,  copime  les  produits  "t-~y~ 

ou  comme  les  Jorces  motrices  dont  jouissent  les  mobiles  qu'elles 
animent  (art.  710,  7S1 ,  7afl,  7a3  et  748). 

809.  La  théorie  des  mouvements,  résultant  des  actions  réciproques 
des  corps  les  uns  nir  les  autres ,  se  déduit  aisément  des  principes  sur 
la  comparaison  et  la  mesure  des  forces ,  lorsqu'on  a  établi ,  entre  ces 
corps ,  àfs  distinctions  relatives  aux  propriétés  qu'on  appelle  dureté, 
mollasse f  élasticité ,  (cette  dernière  propriété  pouvant  exister  à  des 
■degrés  différents  entre  lesquels  il  faut  avoir  un  mode  de  comparaison) 
-(art.  746  et  747)  et  lorsqu'on  a  fait  remarquer  que  l'effet,  contre  un 
obstacle,  d'un  corps,  jouissant,  en  vertu  de  Faction  instantanée  d'une 
puissance ,  d'une  quantité  de  mouvement  finie  ou  infiniment  petite,  est 
identique  avec  celui  qu'aurait  produit  l'action  immédiate  de  la  puissance, 
S\,  au  lieu  d'être  exercée  sur  le  corps,  elle  l'eât  été  sur  robstacle(art.755). 

Ces  préliminaires  posés ,  on  démontre  te  théorème  fondamental  de 
l'équilibre  de  deux  cor[»  parfaitement  durs ,  qui  se  meuvent  en  sens 
directement  opposés  avec  des  quantités  de  mouvement  égales,  et  cette 
démonstration  se  réduit  à  observer  que  le  cas  dont  il  s'agit,  est  celui 
de  deux  forces  opposées  qui,  d-'aprês  le  principe  général  sur  la  comp^* 
raison  des  forces ,  doivent  être  égales  entr'elles  (art,  756). 
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8io.  On  arrive  ensuite ,  avec  la  plus  grande  facilité ,  aux  lois  de  la 
communication  du  mouvement  entre  des  points  matériels  qui  se  meuvent 
sur  une  même  ligne  droite ,  et  pour  donner  aux  formules,  qui  expriment 
ces  lois,  toute  la  généralité  désirable ,  il  est  convenable  de  les  adapter 
au  cas  où  les  corp  jouissent  d'un  degré  d'élasticité  indéterminé  (arL 
768  et  suivants). 

811.  Les  actions  eiercées  par  des  forces  d'or^/re^  différents ,  ne  pou- 
vant être  comparées  entr'elles,  il  a  été  nécessaire  de  les  dbtinguer  par 
des  noms  différents.  Si  une  masse  pesante  m  tombe  d'une  hauteur 
h  ,  k  laquelle  est  due  une  vitesse  c  ,  sur  un  plan  horizontal ,  elle  exer- 
cera sur  ce  plan  une  action  mesurée  par  le  produit  mv  ou  m^l^ 
qu'on  appelle  une  percussion  j  et  si  cette  masse  m  est  simplement 
posée  sur  le  plan  horizontal,  sans  vitesse  initiale,  l'effort  qu'elle  lui 
fera  éprouver  sera  représenté  par  mtiv  ou  mgdl,  et  prendra  le  nom 
de  pression  (art.  748  et  749).  Ce  sont  4  ces  pressions ,  ou  forces  de 
l'ordre  mdv  ou  mgdtj  que  se  rapportent  les  théories  d'équilibre  données 
dans  la  première  partie  du  cours.  On  voit  ici  les  éléments  qui  les  com- 
posent ,  et  leurs  relations  avec  les  quantités  que  la  IDynamique  em  • 
ploie  ;  ces  connaissances  ne  pouvaient  être  données  que  par  la  consi- 
dération du  mouvement ,  et ,  cependant ,  j'ai  fait  voir  que  la  rigueur 
des  démonstrations  de  la  Statique  était  indépendante  de  cette  considc- 
ratioh  (art.  75o).  11  restait  à  compléter  la  théorie  de  l'équilibre,  en 
la  rendant  applicable  aux  quantités  de  mouvement  finies;  ce  com- 
plément de  théorie,  qui  était  une  conséquence  facile  à  déduire  des  prin- 
cipes sur  la  comparaison  et  la  mesure  des  forces ,  a ,  en  même  temps , 
mis  dans  tout  son  jour  la  liaison  et  l'identité  de  principes  ties  diverse» 
parties  de  la  Mécanique. 

Conformité  de*  priDcipea  généraux  de  la  Dynamîqae  aux  phénomènei  obiervéa. 

8i£.  Les  lois  du  mouvement  exposées,  dans  les  chapitres  précédents, 
sont  vérifiées  par  les  grands  phénomènes  de  la  nature  tels  que  ceux  qui 
dépendent  du  mouvement  de  la  terre  tant  autour  de  son  axe  qu'autour 
du  centre  du  soleil ,  et  ceux  àa  autres  corps  célestes  composant  le  sys- 
tème du  monde,  c'est-à-dire  que  ces  lois  étant  données  les  phénomènes 
s'en  déduisent  et  réciproquement.  Cette  vérification  a  même  l'avantage 
d'être  exempte  des  causes  d'anomalies  qui  nuisent  plus  ou  moins  à  la 
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rigueui'  des  résultats  déduits  d'observations  faitesà  la  surface  de  la  terre, 
inai^  elle  exige  quelques  connaissances  préplable»  d' Atironomic  fKy^'^'^ 
que<\yi\  trouverootleur  filace  dans  la  suite. dg  coul^tFar^i  l««  iip])areil» 
d'expérience  dont  on  pçut  se  servir  pour  suppléer  aux  preuve»  astrono- 
miques, il  faut  particulièrement  distinguer  la  machine  d'Atvrood  et  le 
pendule  composé  j  ce  dernier  ixtstrument,  enviftagé  sous  un  point  de 
vue  général,  oiTre  pn  eyslétae  de  pcunts  matérieU  pesants  oscillant  au- 
tour d'un  axe  horizontal,  et  comme  la  théorie  du  mouvement  d'un  pa- 
reil système  ne  sera  donnée  que  dans  la  3'>  section  de  cette  seconde  par- 
tie du  COUT3,  je  me  bornerai  en  ce  momrat  k  exposer  les  moyens  que 
fournit  la  machine-  d*At\vood  pour  constater  la  conformité  des  principes 
généraux  de  la  Dynamique  aux  phénomènes  observés. 

8i3.  J'appliquerai  k  l'objet  que  j'ai  en  vue  les  formules  de  l'article 
792  et  je  commencerai  par  observer  que  la  masse  m  suspendue  à 
une  des  extrémités  du  (Il  et  la  partie  m  de  la  masse  m  +  œ  suspendue 
À  l'autre  extrémité  du  même  fil,  se  faisant  coDtioueHement  équilibre, 
sont  dans  le  même  état  que  si  elles  étaient  dépourvues  de  pesanteur  ; 
ainsi  le  système  des  masses  m  et  m  +  a  peut  être  considéré  comme 
composé  d'une  masse  sans  pesanteur,  ou  purement  inerte,  aj/ty  et  d'une 
masse  pesante  a>  qui  représente  la  puissance  à  laquelle  le  système 
i.m  +  G>  doit  son  mouvement.  La  réalité  de  cet  état  des  choses  ne  pou- 
vant être  coote^ée,  on  s'aswrc,  d'abord,  que  le  mouvement  commun 
des  masses  m  et  m  +  a  est  soumis  à  Ja  ioi  de  continuité  et  unijbn- 

mément  varié  par  l'équation  x  =  — —  en  observant  plusieurs 

couples  de  valeurs  simultanées  de  ac  et  ^  et  calculant ,  pour  chaque 


7»  et  £1  conservent  ou  les  mêmes  valeurs  absolues  ou  le  même  rapport. 
entr'elles  (la  vitesse  initiale  est  toujours  supposée  nulle);  ce  résultat 
étant  obtenu  par  le  fait ,  on  en  ccHiclut  que  l'équation  qui  tlonne  la 
relation  entre  les  espaces  parcourus  et  les  temps  est  vraiment  de  la 
forme  :r=  Ct^,  frétant  une  constante,  que,  parconséquent ,  la  vitesse 

-■,-  est  proportionnelle  au  temps . et  que  la  vajriatioD  instantanée  de 

cette  vitesse  est  proportionnelle  ù  l'élément  du.  temps,  au  constante 
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lors(jue  di  est  coiistwit-  ïl  e?t  essentiel  d'observer  que  toutes  ces,  conclu - 
■s\oTii  sont  indépendontes  de  la  considération  de  la  force  motrice,  leur 
vérité  dépendant  uniquement  de  la  réalité  àesjaits  observés ^  dont 
l'équation  2;=  Cl''  exprime  la  loi  déduite  de  V expérience }  voila  un 
des  avantages  de  la  méthode  que  j'ai  suivie  au  commencement  de  cette 
section,  en  traitant,  d'abord,  des  ptiénomines  du  mouvement  envisagea 
comme  données  de  fait ,  et  faisant  voir  comment  les  équations  géné- 
rales, qui  représentent  ces  phénomènes,  peuvent,  abstraction  faite  de  la 
considération  des  causes  motrices,  se  déduire  les  unes  des  autres. 

Lorsqu'on  a  reconnu  que  le  mouvement  est  continu  et  uniformément 
varié,  la  vérification  importante,  qui,  rigoureusement,  peut  dispenser 
d'en  faire  d'autres,  est  celle  des  deux  propositions  fondamentales  de 
l'art,  yao  où  il  a  été  dit  i*.  que  plusieurs  forcent  sont  entr'elles  comme  les 
vitesses  finies  ou  élémentaires  qu'elles  impriment  à  une  même  masse. 
2°.  Que  leb  rapports  entre  ces  forces  sont  aussi  ceux  des  masses  auxquel- 
les elles  impriment  la  même  vitesse  finie  ou  élémentaire.  Pour  prouver 

la  première  proposit  ion  on  détennine  d'abord  — —  pour  une  certaine 
valeur  de  la  masse  totale  am-f- €9  que  je  suppose  égale  à  M,  ce  qui  donne 
la  quantîlé  -  ,  -  :^ que  je  désigne  par  G,  convenable  à  une 

intensité  déterminée  de  la  force  motrice  fo }  on  substitue,  ensuite,  aux 
niasses  partielles  m.  et  a,  d'autres  masses  m'  et  cf  telles  que,  la  masse 
totale  M  demeurant  la  même,  on  ait  le  rapport,  entre  la  nouvelle  force 
motrice  a'  et  l'ancienne  «) ,  égala  un  nombre  quelconque  «j  entier  ou 
fractionnaire,  et  cette  hypothèse  donne  les  valeurs 
(a'=i.na }  m's=='^(M. —  w»). 

Dans  cet  éiat  de  choses,  la  proposition  qu'on  se  propose  de  prouver, 
sera  vraie  ,  si ,  en  désignant  par  dç'  et  dvj'  respectivement ,  les  élé  - 
ments  de  vitesse  correspondants  aux  forces  motrices  a'  et  et,  pour  une 

ni£me  valeur  de  de,  on  a — ; —  ^ n^- et  on  vérifre  cette  dernière  équa- 
dv 

tien  en  s'assurant  que  la  quantité  constante  —  ■—  ,  qu'on  peut  désigner 

par  G'f  ojïtenue  dans  lesecond  .cas  (ar'  étant  l'espace  parcouru  par  le  sys- 


y  Google 


Section  première.       ,  loS 

lêtne  am'+o»'  pendant  le  temps  i)  el  la  quantité  constante  -— -  =  G 

obtenue  dans  le  premier  cas  (pour  aoe  même  valeur  de  /),  donnent 

l'équation  -yr-  =  n ,  ce  qui  revient  à  dire  que,  pour  une  même  valeur 

a/ 
de  f ,  on  a =  n. 

Pour  vcriJier  la  x«.  proposition ,  il  faut  faire  vaiier  la  niasse  totale  M, 
de  manière  que  lorsque  cette  masse  devient  Mf  ^  iiM ,  la  nouvelle 
■masse  additionnelle,  ou  force  motrice  a'^  devienne  net ,  ce  qu'on  ob- 
tient en  déterminant  m'  et  e>'  par  les  équations 

Les  masses  a'  et  m'  étant  ainsi  déterminées ,  la  seconde  proposition 
sera  évidemment  vérifiée  si  la  nouvelle  quantité  constante  G'  =  — —  , 

donnée  par  l'observation ,  est  égale  à  l'ancienne  G  =  — ^.  ou  si ,  pour 

«ne  même  valeur  de  /^  on  a  a/  =  x^  puisque  cette  égalité  suppose 

di/ 

nécessairement  —, —  =  i . 
av 

814.  Quoique  les  vérifications,  indiquées  dans  l'article  précédent,  ne 
se  rapportent  qu'à  des  observations  faites  sur  un  système  de  corps  animés 
d'un  mouvement  commun  uniformément  variée  les  conclusions  qu'on 
-en  tire  ne  doivent  pas  moins  s'étendre  k  tous  les  cas  possibles  de  mouve- 
ment, puisqu'on  peut  toujours,  art.  7J2et  suivants,  assigner,  à  un  instant 
déterminé,  un  mouvement  uniformément  varié  dont  les  phénomènes 
coïncident  avec  ceux  d'un  mouvement  quelconque  qui  atirait  lieu  au 
même  instant.  De  plus  comme  ces  vérifications  ont,  pour  objet,  des 
propositions  qui  sont  les  véritables  bases  de  toute  l'application  de  l'ana  • 
lyse  à  la  mécanique,  je  supprime  pour  abréger  cellesqui  suaient  relatives 
à  la  transformation  subite  du  mouvement  varié  en  mouvement  uniforme» 
au  changement  de  vitesse  que  subît  le  système  îm+ro  lorsque  sa  masse 
est  tout -à-coup  augmentée  d'une  quantité  finie  etc.  Les  élèves  se  ren- 
dront compte  aisément  des  moyens  d'opérer  ces  vérifications  accessoires. 

8i5.  11  est  bon  d'observer  que  les  preuves  expérimentales,,  fournie» 
par  la  machine  d'Atvrood,de  la  proposition  qui  rend  I9.  force  proporti- 
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onneTle  au  produit  — -3 —  _,  sont  indépendantes  de  la  valeur  absolue 
de  \a  force  accélératrice  g  due  à  la  pesanteur  dans  le  cas  du  mouvement 


celle  d'une  quantité  qui  demeure  constante  lorsque  o  et  m  conservent  ou 
les  mêmes  valeurs  absolues  ou  le  même  rapport  entr'elles.  Cette  machine 
pourrait  cependant  servir  k.  la  détermination  séparée  de  g  puisqu'elle 

donne  le  moyen  de  connaître,  par  le  fait,  la  quantité  •  — —  ^gt 

qui  doit  être  invariable  dans  toutes  les  combinaisons  possibles  des  valeurs 
absolues  ou  relatives  de  M,  ro,  x  et  t,  pourvu  que  ces  valeurs  aient  lieu 
ensemble;  mais  si  on  veut  parvenir  &  cette  détermination  avec  un  degré 
d'exactitude  qui  assure  la  précision  des  10**.  des  millimètres,  on  peut 
employer  le  pendule  simple  dont  la  théorie  sera  exposée  dans  la  a". 
section  de  cette  2'.  partie  du  cours.  Je  donnerai ,  dans  la  3".  section  de 
la  même-  partie  ,  des  moyens  nouveaux  pour  employer  le  pendule 
composé  a  la  même  détermination,  et  j'y  fera»  voir,  en  même  temps, 
comment  cet  instrument  employé  aux  expériences  qui  auraient  pour 
objet  de  vérifier,  par  le  fait,  les  principes  fondamentaux  de  la  Dyna- 
mique, oiTrirail  des  résultats  d'une  précision  supérieure  encore  à  ceux 
qu'on  obtient  par  la  machine  d'Âtwood.  Avant  de  traiter  ce  sujet,  j'au- 
rai posé  les  bases  de  la  théorie  du  mouvement  des  corps  célestes  «et 
complété  ainsi  l'ensemble  des  preuves  d'après  lesquelles  oïl  peut  aflflr- 
mer  que  les  principes  généraux  de  la  Dynamique  ,  déduits  du  raisoo- 
nement  et  attestés  par  tous  les.  phénomènes  de  la  nature,  doivent  être 
rangés  parmi  les  vérités  les  plus,  incontestables  des  sciences  Physiquev- 
et  Mathématiques. 


Fin  de  la  premirre  section. 
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S  E  C  T  I  O  N    1 1. 

THÉORIE  GÉNÉRALE  DU  MOUVEMENT 

D'UN     POINT    MATÉRIEL, 

EN  AYANT  ÉGARD  AUX  DIVERSES  CONDITIONS 

AUXQUELLES  CE  MOUVJEMENT  PEUT  ÊTIIE  ASSUJETTL 


p^atioDi  général»  du  mourement  libre  d'un  point  matériel  foUicité  par  de* 
forcei  quelconquaa, 

fii6.  J'ai  exposé,  Assa  la  première  section  de  cette  seconde  partie  du 
cours ,  les  théories  fondamentales  qui  s'appliquent  indistinctement  à 
toutes  les  parties  de  la  Dynamique,  j'y  ai  démontré,  avec  tous  l«s  dé- 
veloppements nécessaires,  les  principes  relatif  k  la  comparaison  et  à 
la  mesure  des  forces  dans  le  cas  du  mouvement,  et  à  leurs  expressions 
analytiques;  au  moyen  de  ces  notions  préliminaires,  je  n'aurai  plus 
besoin  que  du  secours  de  l'analyse  et  de  la  géométrie  pures ,  pour  éta- 
blir les  uitres  théories  de  la  Méc»mqufi  dfif  corps  solides,  dont  il  me 
l^te  k  enlrsteelr  les  élèves. 

Je  vais  d'abord  traiter ,  en  le  considérant  sous  le  point  de  vue  le 
plus  généra] ,  le  mouvement  d'un  point  matériel  sur  lequel  je  n'ai  ré- 
solu fusqu'&  présent  que  des  problèmes  assujettis  à  des  conditions  par- 
ticulières. Je  commencerai  par  supposer  que  ce  point  se  meut  libre- 
ment,  c'est-à-dire  que  la  courbe  qu'il  décrit  dans  l'espace  résulte 
^miqMement  des  action;  des  ibrce?  d'intensité  et  directions  quelconques, 
I  14 
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;iuxquelles  il  est  soumis,  et  je  passerai  ensuite  aiix  cas  du  mouvement 

de  ce  point  sur  des  courbes  et  des  surfaces,  soit  données  par  l'état  de 

ta  question ,  soit  déterminées  de  manière  à  satisfaire  k  des  conditions 

données. 

817.  La  position  du  mobile  a  été,  jusqu'à  présent,  assignée,  ii  chaque 
instant,  par  sa  distance  à  un  point  Hxe  de  la  ligne  de  son  mouvement,  et 
c'est  le  parti  le  plus  convenable  à  prendre  lorsque  le  mouvement  est  rec- 
tiligne;  mais  lorsque  le  mobile  décrit,  dans  l'espace,  une  courbe  ou 
trajectoire  qui,  en  général,  est  censée  être  à  double  courbure,  il  est 
beaucoup  plus  commode  de  rapporter  sa  position  instantanée  à  trois 
plans  coordonnés ,  perpendiculaires  entr'eui ,  dont  les  intersections 
donnent  les  axes  des  x ,  des_/  et  des  z  ayant  leur  origine  commune 
au  point  commun  d'intersection  des  trois  plans. 

Je  supposerai  ordinairement  que  ces  plans  coordonnés  sont  fixes  dans 
l'espace,  et  cependant,  pour  faciliter  l'analyse  de  quelques' questions, 
il  m'arrivera  d'employer  des  plans  coordonnés  de  positions  variables  et 
dépendantes  du  mouvement  du  mobile. 

Je  substituerai  aussi  ,  par  fois  ,  les  coordonnées  polaires  aux  coor- 
-données  rectangulaires  ,  lorsque  des  raisons  de  simplification  de  calcul 
et  de  clarté ,  rendront  celte  substitution  utile. 

Ces  préliminaires  posés,  soit  un  point  matériel  sollicité  par  des 
■forces  quelconques  ,  et  ayant  un  mouvement  actuel  dans  l'espace  ;  à 
un  instant  quelconque  de  ce  mouvement  on  compte  un  certain  nombre 
"d'unités  de  temjîs  que  je  désigne  par  tj  à  ce  même  instant  les  distances 
respectives  du  mobile  aux  plans  fixes  ^j's^a^;  et  xy^aan.  x,yç\.  «,  ce  qui 
'détermine  sa  position  dans  l'espace,  et  je  représente  par  s  la  distance 
au  bout  du  temps  t ,  mesurée  sur  la  courbe  parcourue ,  du  mobile  à 
un  point  fixe  pris  sur  cette  courbe. 

Cette  notation  sera  indistinctement  applicable ,  et  au  mouvement 
libre ,  et  &  celui  qui  ne  t'est  pas. 

818.  Voici  maintenant  une  distinction  entre  les  manières  de  faire 
"varier  x  ^  y ,  s  et  s  qui  mérite  beaucoup  d'attention  ;  c'est  celle 
•dont  j'ai  parlé  au  commencement  de  l'ar;icle  671.  Pendant  l'instant 

dt  le  mobile  parcourt ,  sur  la  courbe  qu'il  décrit ,  un  espace  élémen- 
■taire,  qui  est' un  incrément  de  l'arc  J^-  je  désignerai  cet  espace  par 
•le  signe  ordinaire  Jsj  et  ses  projections  orthogonales  sur  les  axes  des 
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X f^  cf3  par  dx ,  dj  et  di.  Les  différentielles  dm ,  dy ,  dt  et  ds y 
se  trouvent  ainsi  liées  à  la  différentielle  dt  et  dépendantes  du  mouve- 
ment du  mobile  ;  mais  si ,  lorsque  ce  mobile  se  trouve  à  l'extrémité 
de  Tare  Sj  on  veut,  par  des  considérations  purement  géométriques  et 
sans  égard  à  son  mouvement ,  comparer  la  position  du  point  qu'il  oc- 
cupe dans  l'rspace  ,  avec  celle  d'un  autre  point  pris  Jt  une  distance 
infiniment  petite,  soit  sur  la  courbe  décrite,  soit  hors  de  cette  courbe, 
il  est  nécessaire  de  distinguer  les  longueurs  élémentaires,  relatives  à 
cette  circonstance  de  celles  qui  sont  dépendantes  du  mouvement.  En 
conséquence,  dans  ce  second  cas,  la  distance  du  mobile  au  point  de 
position  arbitraire,  qui  en  est  infiniment  voisin,  sera  designée  par  as 
et  les  projections  orthogonales  de  ds  sur  les  axes  des  .t  ^  j-  et  5  j  seront 
représentées,  respectivement,  par  rf.r,  dy  et  ai. 

819.  Les  premiers  phénomènesà  considérer  dans  le  mouvement  actuel 
et  instantané  du  point  matériel  mobile  se  rapportent  à  ceux  du  mou- 
vement uniforme  et  rectiligne  dont  il  a  été  question  art. 685  et  suivants. 
Puisque  l'arc  ds  est  parcouru  pendant  l'instant  df.  la  vitesse  h  cet  instant 

ds 
sera ,  art.  691,  égale  à  —7 — }  et  comme  les  cosinus  des  angles  respectifs 

formés  par  l'arc  élémentaire  ds  et  par  les  axes  des  x ,y  et  z  ont  pour 

,  dx        dy        di      ,  ...  ds       . 

valeurs  ■■  ,  -j-"^ — ^  ~T~  ^  '^  composantes  de  la  vitesse  —j-  prises 

parallèlement  Ji  chacun  de  ces  axes  seront ,  arL  yba. ,  —j-  ,  ~4—  j  —^  j 

je  donnerai  bientôt  des  valeurs  générales  de  ces  diverses  quantités  dans 
lesquelles  entreront  les  puissances  sollicitantes. 
ds 
La  vîtesae  -^-.  qui  a  lieu  à  un  instant  détemiiné ,  deviendrait  cons- 
tante si  les  puissances  auxquelles  le  mobile  est  soumis  cessaient  d'agir  sur 
lui  &  ce  même  instant; il  se  mouvrait,  alors,  d'un  mouvement  uniforme 
suivant  la  direction  de  la  tangente  menée  à  l'extrémité  de  l'arc  de  courbe 
s,  art.715  et  716.  La  ligne  droite  ainsi  parcourue  aurait  pour  t-quationi 
en  désignant  par  a,  è,  c,  respectivement,  les  coordonnées  parajfèles  aux 
1P  jy  et  z  du  point  où  le  mouvement  a  cessé  d'être  varié, 

(a  —  c)rfî>  =  (.T— 4i5  **  "^'"^       "^^^  trois équa- 
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Mais,  par  l'efTet  de  )a  continuation  de  l'action  des  puissances,  la  vitesse 
et  la  direction  du  mouvement  changeront  pendant  l'instant  qvi  suivra 
celui  auquel  se  rapportent  les  équations  précédentes,  et  il  s'agît  de  dé- 
terminer ces  changements, 

Sso.  Je  suppose,  pour  fixer  les  idées,  qu'aubout  du  temps  /  le  point  ma- 
tériel mobile  se  meut ,  dans  la  région  des  Xjj;  z  positives,  d'un  mouve- 
ment tel  que,  pendant  l'instant  dt,  ses  coordonnées  x^j  et  «  prennent  des 

.  .^  ,  ,        .  ,        dm     dy      di 

accroissements  posiliis,  les  angles  qui  ont  pour  cosmus  —j — ,  -^-  ,  —r- 

élant,  dans  ce  cas,  art.  25,  chacun  plus  petit  qu'un  angle  droit.  Ce  mobile 
est  sollicité  par  des  forces  P'jP''^  etc.  dont  les  actions  soumises  à  la  loi 
de  conlinuité ,  se  trouvent,  d'ailleurs,  dans  le  cas  expliquée  l'art.  719. 
La  masse  du  mobile  est  prise  pour  unité  et  les  produits  P'dt,  P"dtf  etc. 
doivent  représenter,  dans  l'analyse,  les  vitesses  élémentaires  que  chacune 
des  forces  pourroit  lui  donner  en  vertu  de  son  action  instantanée;  les 
angles  respectifs  formés  par  les  directions  de  F' ,  P" j  etc.  et  par  les  axes 
des  X ,  jr  et  z  sont  désignés  par  les  lettres  «j  ^j  y  lesquelles  doivent 
porter  les  mêmes  accents  que  les  forces  auxquelles  elles  se  rapportent; 
je  fais  de  plus  pour  abréger 
(i)  .  .   \S{P'cos.a)^Xj   SiPcos.g)  =  rj  Z(Pci3&.y)  =  Zj\ 

(foyez  pour  le  signe  S  la  note  de  Varl.yJ)X,¥'  etZ  étant,  comme 
h  l'art.  63,  les  sommes  des  composantes ,de8  forces  sollicitantes,  prises 
parallèlement  aux  a?, y  et  a  ^  et  je  suppose  encore,  toujours  pour  fixer 
Jes  idées,  que  chacune  de  ces  sommes  est  positive,  et  que  la  force  qu'elle 
représente  a ,  par  conséquent ,  une  tendance  à  éloigner  le  mobile  du  plan 
coordonné  perpendiculaire  à  l'axe  auxquel  cette  force  se  rapporte. 
Ainsi  au  bout  du  temps  t,  les  phénomènes  du  mouvement  consistent 

en  ce  que  le  mobile,  animé  de  la  vitesse  — t —  dans  une  direction  fai- 
sant avec  les  x,  y^  et  z  des  angles  dont  les  cosinus  respectifs  sont 

dx      dy       dz  ,  *  

-jr-j—j'  j  "j~j^s*  ^P  plus  sollicité  par  une  force  fl=ï^;r'+l'"+ir" 

dans  une  direction  formant,  avec  les  mêmes  axes,  des  angles  dont  les 
cosinus  respectifs  sont  -d~j  ~k~ ■>  ~b~  i^'^-  7^'  >  ^^>  ^4  ^^  ^^)* 
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Cet  état  du  mobile  est  identique  avec  celui  oit  il  se  trouverait  si  011 

lui   imprimait  parallèlement  aux  x  ,  y  et  s  les  vitesses  respectives 

dx       dy       di  ,        ,  -I  /•  •       j 

—5 —  j     j-'j  —; —  et  qu  en  même  temps  il  fut  soumis  aux  actions  des 

dx 
puissances  X,  y  H  Zj  or  la  force  ïtend  à  augmenter  la  vîtesse      ,     de 

la  quantité  Xdi  et  CD  ayant  égard ,  d'une  part  à  l'indépendance  des 
composantes  rectangulaires  (art.  67),  et  de  l'autre  à  l'observation  de 
l'art.  719  sur  le  mode  d'action  des  forces  dont  il  s'agit  ici,  on  voit 
que  cette  force  Xdoit  avoir  complètement  son  efTet,  c'est-à-dire,  que 

dx 
l'augmentation  élémentaire,  réelle,  de  la  vîtesse  —37-  ào^èXxçXdt, 

ce  qui  donne  d  j      ,      j  =  Xdt  j  le  même  raisonnement  s'applique 
dy       dz 

'dT'  ~dr 

équations  fondamentales 

■  821.  On  peut  arriver  à  ces  équations  par  une  autre  marche  de  rai- 
sonnement que  je  vais  exposer  pour  donner  un  premier  exemple  de 
l'application  du  principe  des  vitesses  virtuelles  aux  questions  de  mou- 
vement ,  et  du  système  de  notation  expliqué  à  l'art.  8 18  Les  incré  - 


leu  en 


ments  de  vîtesse  d  I  — ^ —  )-»  *^  (  ~*r—  I  *  "^  (  ~r-  |    ayant 

vertu  des  actions  des  puissances  qui  tendent  à  imprimer  au  mobile  les 
vitesses  élémentaires  Xdt,  Fdtet  Zdt,  si  on  supposaitqu'à  l'instant 
où  ces  puissances  produisent  leur  effet  d'autres  puissances  ,  qui  leur 
seraient  respectivement  égales  et  dont  chacune  agirait  dans  un  sens 
directement  opposé  au  sens  d'action  de  sa  correspondante ,  fussent  aussi 
appliquées  au  mobile ,  l'effet  des  premières  puissances  serait  évidem- 
ment détruit ,  ce  qui  revient  à  dire  qu'on  aurait  l'équilibre  entre  six 
quantités    de    mouvement   élémentaires    obtenues    en  multipliant  Ijn 

masse  du  mobile  par  chacune  des  vitesses  d  I  —5 —  |>  '^  (  ■  \     I  > 
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d  I  ,--j —  I  ,  —  ^dt ,  —  Ydtj  — Tidt.  Or  si  on  conçoit,  dans  l'espace, 

un  point  infiniment  voisin  du  point  mobile,  ayant  d'ailleurs  une  posi- 
tion entièrement  arbitraire  ,  et  qu'on  désigne  (>ar  as  ,  àx ,  dy ,  as  , 
respectivement,  la  distance  entre  les  deux  points  et  les  projections  de 
celte  distance  sur  les  directions  de  X,  Y  çx.  2i ,  ou  sur  les  axes  des  x , 
y  kX.  s ,  conformément  à  la  notation  expliquée  art.  8i8,  on  aura,  d'a- 
près le  principe  des  vitesses  virtuelles ,  art.  87  et  466 ,  en  observant 
que  la  masse  du  mobile  est  prise  pour  unité,  l'équation  d'équilibre 

mais,  d'après  la  théorie  sur  laquelle  ce  principe  est  établi,  ta  direc- 
tion de  as  et  sa  valeur  absolue  étant  entièrement  arbitraires,  les  incré- 
ments diû  )  âj  ex  dz  ne  sont  liés  entr'eux  par  aucune  loi ,  ensorte  que 
l'équation  précédente  doit  avoir  Heu  indépendamment  de  toutes  rela- 
tions et  de  toutes  valeurs  particulières  de  ces  incréments;  il  faut  donc 
égaler  à  zéro,  séparément,  chacun  des  termes  multipliés  par  cfXj  êjy , 
ex  as,  ce  qui  donne  les  équations  de  l'article  précédent. 

Valeur  générale  de  la  vîteiêe,  déduite  àei  équationi  précédentes.  Ob*e'rvation$ 
sur  la  fonction  qui  donne  cette  râleur. 

82&.  L'équation  {^  de  l'art,  précédent,  déduite  du  principe  dos  vi- 
tesses virtuelles,  donne  immédiatement  la  vitesse  du  mobile  en  obser- 
vant que,  puisque  àx,  dy  et  rfs  sont  entièrement  arbitraires,  et  pour- 
raient même,  art.  85,  être  des  quantités  finies,  cette  équation  {^A)  ne 
cessera  pas  d'avoir  lieu  si  on  fait  âx  =:  dx ,  ày  =  dy  et  di  =  di  , 
c'est-à-dire  si  on  suppose  que  àx ,  ày  ex  àz  sont  les  projections  ortho- 
gonales, sur  les  axes  des  x,  ùesy  et  des  a^  de  l'espace  ds  parcouru 
par  le  mobile  pendant  l'instant  dt ,  ce  qui  donne  ,  en  supposant  dt 
constant, 

dx  ddx-^dy  ddv+dzddi         _ ,         „,         „, 
(i)  .    .  .  .  ^î-i =  ICdx  +  rdy+  Zdz. 

intégrant,  observant  que  dx'  +  dy'  +  di*  :=  ds*  et  qu'en  désignant  la 
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vitesse  au  bout  du  temps  t  par  v  cette  vitesse  a  pour  valeurc  =  —r-  ^ 
on  obtient  l'équatiob 

(fl) *-«  =  C+â    hXdx  +  rdy  +  Zdz) 

C  étant  la  constante  arbitraire.         ■     - 

On  serait  parvenu  au  même  résultat  en  rfiuhipliant  par  s.dx,  s.dj  et 
iLdz  ,  respectivement,  la  i«.  la  a«.  la  3*.  des  équations  (2)  de  l'art.  820 
faisant  la  somme  des  équations  produits  et  intégrant  dans  l'hypothèse 
de  dt  constant. 

8a3.  La  valeur  générale  de  la  vitesse,  donnée  par  l'équation  (a)  de 
l'articleiM-éccdent,  comporte  un  cas  très -remarquable  celui  qui  rend  la 
fonction  ^//*  +  Ydj  +  Zd:^  intégrable  par  elle-i>iéme  et  indépendam  - 
ment  de  toute  relation  particulière  entre  les  variables  .T^jrtX.  s.  Ce 
cas  a  toujours  lieu  lorsque  les  puissances  P' ^  P" ,  P'" ^  etc.  ont,  sur 
leurs  lignes  de  directions  respectives,  Aç&c(ntre^xes&.  sont  fonctions 
des  distances  variables ,  que  je  désigne  par  //_,  p" ,  p'^' ,  etc.  du  mobile 
à  Ces  centres.  En  dffet  soient  R  la  rt'sultante  unique  de  toutes  les  forces 
P'j  P" i  etc.  âr  la  distance  infiniment  petite  du  mobile  à  un  point,  pris 
d'ailleurs  arbitrairement  dans  l'espace,  et  dp' ,  àp" ,  etc.  les  projections 
orthogonales  de  cette  distance  sur  les  directions  de  P' ,  P" ,  etc.  ;  puis  - 
que  Tîj  résultante  des  forces  P' ,  P" ,  etc.  pourrait  leur  faire  équilibre  si 
on  lui  donnait  un  sens  d'actî(ui  diamétralement  oppos^  à  celui  qu'elle  a, 
on  a,  par  le  principe  des  vitesses  virtuelles, 
Râr=-L{Pdpy, 
mais  les  composantes  X^  Y,  Z^  remplacent  exactement,  quant  k  l'effet 
produit  sur  le  mobile,  les  forces  décomposées  P' ,P" ^  etc.  donc,  art. 
407  et  476,  la  somme  des  moments  de  XjY  etZ  est  égale  k  la  somme 
des  moments  de  F'^  P" ^  etc.  c'est-à-dire  qu'on  a 

(i) Xôx-^r.âjJrZdi=.'LiPdp)\ 

équation  dans  laquelle  on  peut,  .ainsi  que  )e  rai.observé  à  l'art,  précédent, 
substituer  aux  projections  d'or .^^^  dz  ^  âp' ■,  âp!' ,  etc.  de  âsj  les.proiec- 
tioDs  dx,  dj,  dz,  dp' 3  dp'*,  etc.. de  l'espace  élémentaire  ds  décrit  par 
le  mobile  pendant  .l'instant  dt,  ce  qui  donne 

(a) Xdx  +  rdy  +  Zdz-=:S{P4p) 
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et  si ,  comme  je  le  suppose,  P' ,  P"j  etc.  sont  fonctions  de  p' ,  p",  etc. 
la  {quantité  S(Pdp)  ou  P'/ip'  +  P"dp"  +  etc.  sera  intégrable  par  elle- 
même  et  la  fonction  Xda!+  Ydy  +  Zdz  jouira,  par  conséquent,  de  la 
même  propriété. 

824.  La  vitesse  a  un  instant  quelconque,  dans  le  cas  dont  je  viens 
de  parier,  est  donnée,  uniquement,  par  la  position  du  mobile  ou  par 
les  coordonnées  du  point  où  il  se  trouve  à  ce  même  instant,  sans  aucun 
égard  à  la  forme  de  la  courbe  parcourue  ou  trajectoire  i  voici  les 
expressions  à  substituer  à  X^  f  et  Z  dans  la  valeur  générale  de  cette 
vitesse  ;  soient  P  et  p  ,  respectivement ,  l'une  quelconque  des  puissances 
P'jP",  etc.  et  celle  des  distances  p' ,p" ,  etc.  dont  P  est  supposée 
fonction,  si  on  désigne  par  a,b,c  les  coordonnées  de  l'origine  de  p 
parallèles  aux  x^y^  et  «  on  aura,yétant  le  signe  de  fonction, 

(a)  .  .  .  i'==yî(/')— /1K(.»— «)»  +  (^~^)»  +  (î— e)*t  • 

Les  sommes  des  composantes  des  forces  respectivement  parallèles 

X — a         y — b         z — c 

aux  X,  y  et  3  seront,  en  observant  que  ,  — , 

.'^  ^  p       '       p        '       p 

sont  les  cosinus  des  angles  respectifs  formés  par  la  direction  de  P  et 

par  les  axes  des  x ,  jf  et  ij 

)'■        >        [(x-«).+o— i)>+(s-»).j;    Ç 

i 


(3).. 


Z^SUz^a) 


La  constante  C  se  détermine  par  une  valeur  donnée  U  de  v  correspon- 
dante à  une  position  connue  du  mobile  ;  représentant  par  a,jb,  et  c,,  les 
coordonnées  parallèles  aux  x ^  jy  et  s  qui  fisent  cette  position,  par 
F{x^j-,z)  la  valeur  indéterminée  de  l'intégraley'(X<^.r  + J'^^+Zf^s) 
et  par  F  (a,,  b,,  c,)  la  valeur  déterminée  de  cette  intégrale  lorsqu'on  y 
sutètitue  a,  à  x^  b,  à  ^  et  c,  à  a^  on  a 
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(4) C^IJ>-!lF{^ù',c')j 

«i'où 

(5) t^=  î/»  — aF(^ï',A',c')  +  EF(a:,^jaJ. 

8a5.  Observant    que  réquation  (i)  de  l'article   précédent  donne 

ayant  ^gard  à  l'équation  (a)  dn  m^me  article  on  verra  que  les  équations 
^3)  peuveAt  se  mettre  sous  la  fbrme  suivante     ,, 


faisant  la  s^mme  de  ces  équEfticmSf  après  avoir  multiplié  la  i".  par  dx^ 
la  a*,  par  djy,  la  3'.  par  dz  ,  les  coifficienls  de  chacune  des  quantités 
représentées  par  le  symbole  généraiy (/>) ^  dans  le  a*,  membre  de  l'é- 
quation somme  f  seront  les  difTérenti elles  complètes  des  distances  cor- 
respondantes,  représentées  fAt p,  et  on  aura 

:Kd.v  +  rdj  +  zai  =  s\dpf{p)\     '    ■ 

ce  qui  fournit  une  seconde  dévncfistratiân  du  théorème  dont  la  première 
démonstration  a  été,  art.  628,  déduite  du  principe  des  vitesses  virtuelles. 
826,  Plusieurs  des  cas  de  mouvement  rectiligne,  traités  dans  la  sec- 
tion précé^lente,  «c  rapjïortent  à  celui  dont  il  a  été- question  art.  8a3. 
Le  mobile,  dans  ces  •difTérentfe  cas,  n'est  censé  soumis  qu'à  l'aclJion  d'une 
seule  puissance  dirigée  suivant  l'axe  des  xi  qui  est  la-ligne  du  mouve- 
ment; on  a  donc  ^=0  et  Z=o;<t  l'équation  (a)  de  l'artiflûa  devient 
y-  =  C-\-%fXdx. 

Le  mobile  ^taot  un  corp  pesant  qui  parcourt  une  ligiie  verticale  dans 

le  vide',  ta  puiswiicie  X  efit  dirigée  au  centre  de  la  terre,  et,  fonction 

de  la  dbtànce  ,du  mobile  h  ce  centre  \  cette  fonction  peut  être  traitép 

I  i5 
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comme  une  quantité  constante,  lorsque  la  ligne  parcourue  est  si  petite 
en  comparaison  du  rayon  de  la  terre,  et  si  éloignée  de  son  centre  que 
les  plus  grandes  variations  des  distances  du  rnobile  à  ce  centre  de  - 
viennent  négligeables  par  rapport  à  ces  distances.  Cette  condition  in- 
troduite dans  l'êifuation  ci -dessus,  donne  X  :=  constante  ^  d'od  on 
conclut  l'équation  (3)  de  l'art.  70A,  de  laquelle  on  peut  déduire  toutes 
les  formules  du  mouvement  uniformément  varié. 

Lorsqu'on  regarde  la  longueur  de  la  ligne  parcourue  par  le  mobile 
comme  comparable  au  rayon  de  la  terre,  on  a,  art.  729,  au-dessus  du 

niveau  d#  la  mer,  X  =    ,    ^ — r—  ,  et  art.  733,  au-dessous  de  ce  ni  - 

veau,  X:=  -^ '—  î  ainsi',  pour  tous  Içs  cas.  particuliers,  traités 

dans  la  f*.  section  de  cette  2'.  partie  du  cours,  qui  rendent  la  puis- 
sance X  fonction  de  la  distance  du  mobile  ii  un  centre  fiie,  pris  sur 
la  direction  de  la  force,  la  vitesse  est  donnée  par  une  expression  qui  ne 
renferme  d'autre  variable  que  la  distance  x  du  mobile  à  une  origine 
donnt^e  de  position,  expression  qui  sC  déduit  immédiatement  de  l'équa- 
tion {2)  de  l'article  82a,  ' 

827,  11  n'en  est  paa  de  même  du  mouvement  vertical  dans  un  milieu 
rt'sistant  comme  le  quarré  de  la  vitesse,  dont  les  lois  ont  été  exposées 

art.  789  et  suivants  ;  ce  cas  donne  art,  740  et  741 ,  X^g  I  + 1 1 

(  les  sigpes  supérieur  et  inférieur  s'appliquant,  respectivement,  aux 
mouvements  de  descente  et  d'ascension)  et  la  fonction  Xàa:  n'est  pas 
immédiatemem  intégrable  comme  dans  les  cas  précédents.  Cette  cir- 
constance aura  lieu  généralement  lorsque  X ,  y  tt  Z  renfermeront  des 
termes  dépendant  des  résistances  des  milieu» ,  ou  d'autres  résistances 
quelconques,  foncticms  de  la  vitesse. . 

EnHn  il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  l'intégrabitité  immédiate  de 
la  fonction  XV/r-h  ydjr  +  Zdz  suppose  toujours  que  les  origines  des  dis- 
tances, dont  les  puissances  P',  "P" ,  etc.  sont  des  fonctions,  se  trouvent 
placées  ^  des  points  fixés  de  l'espace  ;  il  est  manifeste  que  cette  con-t 
dition  est  indispensable  pour  assurer  l'exactitude  de  l'analyse  consignée, 
dans  les  arl.  8^3  et  suivants,  et  des  conséquence  que  j'ea  ai  déduites. 
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De  U  force  iangentielle  et  de  )a  force  norir.ale.  EipreMÎoi»  de  la  viiei&e  en 
fouctioo  des  coiapos:inte3  tapgentieltes, 

828.  Lorsque  le  mobile  a  parcouru ,  pendant  l'élément  de  temps  dt^ 
un  élément  ds  de  sa  tra.jectoire,  la  direction  de  son  mouvement  s'in- 
fléchit, et  il  parcourt ,  pendant  l'instant  suivant,  un  autre  élément  de 
cette  courbe  qui  n'est  pas  dans  la  direction  du  premier.  Ainsi,  à  un 
instant  quelconque,  tout  l'eflet  des  forces  sollicitantes  se  réduit;  i".  à 
fîiire  varier  sa  vitesse  dans  le  sens  de  la  courbe  ;  a^  k  faire  varier  la 
direction  du  mouvement  ;  il  suit  de- là  que  si,  au  bout  du  temps  l , 
on  fait  passer  un  plan,  que  j'appelle /ï/a/i5iîiVj  par  l'élément  de  courbe 
que  le  mobile  vient  de  parcourir ,  et  par  celui  qu'il  est  prêt  à  par- 
courir, ce  plan  renfermera  i".  la  résultante  générale  des  forces  solli- 
citantes que  je  désigne  par  Rj  a*>.  les  deux  composantes  rectangu- 
laires (îe  Rf  l'une,  que  je  désigne  par  S ,  dirigée  suivant  l'élément  de 
courbe  qu^  le  mobile  vient  de  parcourir,  et  l'autre  que  j'appelle  N , 
perpendiculaire  à  cet  élément  de  courbe.  En  effet ,  si  on  admettait 
l'existence  d'une  force  agissant  3ur  te  mobile,  sans  être  dirigée  dans  le 
plan  SRN ,  cette  force  devrait  avoir  une  composante  perpendiculaire 
au  même  plan,  qui  tendrait  à  en  écarter  le  (nobile,  et  l'effet  de  cette 
composante  ne  pourrait  être  empêché  par  aucune  des  farces  dont  SRN 
renferme  les  directions  ;  mais  cette  hypothèse  est  incompatible  avec  le 
mouvement  réel  du  corps  qui,  parl'état  de  la  question,  doit  parcourir  un 
second  élément  de  courbe  dans  le  plan  SRN  j  il  faut  donc  que  les  forces 
perpendiculaire» à  ce  plan,  ou  soient  nulles,  ou  se  détruisent  entr'elles. 
829.  Les  composantes  5  et  iV  se  nomment  respectivement  force  tan  - 
genlîelle  et  force  normale  j  il  a  déjà  été  question  de  la  première  aux 
art.  819  et  820,  et  iUera utile  de  donner  ici  les  formules  applicables^ 
Joutes  les  déterminations  qui  les  concernent.  On  sait  que  I9  résultante 
y?  a  pour  valeur 

{') ^=yx^Tr^Tz*j 

et  qu'en  désignant  par  j4,  B  et  C  les  angles  respectifs  formés  par  sa 
direction  et  par  les  axes  des  a;,_;ï"  et  s,  on  a 

i  X  y  z 

(a)  .  .  .  hzos.  A  ^  —jT  s  COS.  S  ?=  -^  j  cos.  C  x=  —^ 
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k  direction  de  la  force  tangentielle  5  étant  identique  avec  celle  de 
l'élément  de  courbe  «iï.les  angles  repectifs  désignés  par  a,b,c ,  qu'elle 
forme  avec  les  axes  des  a7,jy  et  5 ,  se  détermineront  par  les  équations 

(3)  .  .  .  |cos.^=   -^j  cos.i=  -^;  '^os.c=-^ 

d'où  on  conclut,  par  un  théorème  de  trigonométrie  très -connu,  la 
valeur  du  cosinus  de  l'angle,  que  j'appelle  f^,  formé  par  les  directions 
de  B  et  S,  savoir 

(4) ^°«-  ^  = — «rf, > 

et  comme  5  =  /i  cos.  ©  on  a 

XJx  +  rjj  +  Zdz 


(5) 

83o.  Passant  à  la  force  normale  iV,  J'observe  que  sa  direction  à  angle 
droit  sur  celle  de  la  force  5  forme  avec  la  direction  de  la  force  JR  un 
angle  complément  de  6*  et  dont  le  cosinus  est,  par  conséquent,  égal  à 
sin.  &j  ainsi  désignant  parjf,,  g  et  h  les  angles  respectifs  formés  par  N 
et  par  les  axes  des  x^  j'  et  z  j'ai  les  trois  équations 


l  A' 

./+  -j^  COS.  ^  +  -^  COS.  i  =  sin.  0 

U).  ....  Jj^ 

1./+  -^cos.i-  +  ^cos.A  =  o; 

f          cos 

."/+  cos.a  ff  +  COS.*  h=i; 

desquelles  on  déduit 

rcos./= 

X                     dT          COS.  B 

Bsin.  B            ds         sin.  «  ' 

w )    , 

r                dy        COS.  » 

/(sin.  e            ds    '    sin.  0   ' 

fcos.  A  = 

Z                 âz        COS.  » 

fl  sin.  »           ds    ■     sin,  <9   ' 

et  la  force  Nj  dont  on  vient  de  déterminer  )a  direction,  a  pour  valeur 

absolue 

(3) JV=H$m.  S. 
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83r.  Lorsque  les  forces  P',  P" j  etc.  seront  fcHKtions  des  distances 
du  mobile  à  des  centres  d'actions  fixes,  pris  sur  leurs  directions  res- 
pectives, et  q*ue,  pac  conséquent , -^^  K  et  Z  seront  fonctions  des  coor- 
doiinées  du  point  mobile,  les  valeurs  des  angles  j4,Bj  C,  OjJ'^gei  h 
se  déduiront  de  la  position  de  ce  mobile. 

J'ajouterai  que  les  angles /"^  g,  h  sont  ceux  que  forme,  avec  les  axes 
coordonnés,  le  principal  rayon  osculaleur  de  la  courbe  à  double  cou  -■ 
bure  décrite  par  le  mobile,  celui  qui  se  trouve  compris  dan6  le  plao' 
même  de  l'arc  élémentaire  dont  il  mesure  la  courbure  et  dont  son 
origine  occupe  le  centre  ;  je  donnerai  bientôt  la  valeur  de  ce  rayon. 

83s.  Désignant  par^,^',  etc.  les  angles  respectifs  formés  par  les  \iu\%- 
sADCesP'jP" ,  etc.  et  par  l'élément  de  courbe  ds,  ou  par  la  ligne  de 
direction  actuelle  du  mouvement,  les  composantes  P'cos.û',  P" cq%.0" , 
etc.  que  j'appelle  composantes  tan gen  lie  lies ,  auront,  pour  effet  ex- 
clusif, celui  de  faire  varier  la  vitesse  v ,  ou  d'engendrer  l'élément  de 
vitesse  dv ,  cette  vitesse  v  ne  pouvant  être,  en  aucune  manière,  modifiée 
parles  composantes  normales  P'sin.^jP"sin.^'j  etc. dont  la  compo- 
sition, en  une  force  unique,  donne  la  force  normale  iV^  exclusivement 
employée  à  inflécliir  la  route  du  mobile  \  on  aura  donc 

(i)  .  .  .di'=dtS(Pcos.Û)i  \r       ,  ,.      - 

^  A  ert  la  constante  arbitraire 
(a)  .  .  .  ç=K.+/\dtS{Pcos.û);\} 

ou,  en  multipliant  le  premier  membre  de  (1)  par  ç  et  le  a*,  par  la 

valeur  — 7—  de  c, 

dt  ' 

(3) »^=,C-H2/ÎAr(Pco8.(9)l 

il  est  facile  de  reconnaître  l'identité  de  cette  seco"*^^  valeur  avec  celle 

•.  ■  .        .           o                 .^/r»         /ïx       «       XdxJrVdyJr'^dz 
que  )'ai  donnée  art.  82a;  on  a  2(Pco8.i/)  =  5= -y^ , 

d'où  ds  SiPcos.  û)=  Xdx  +  rdy  +  Zdz. 

Con  aidera  (ions  géaéralei  «ur  la  trajectoire  ou  courbe  décrit*  par  le  mobile. 
Valeur  générale  de  ion  rayon  de  courbure.  Equation  ia  plan  ,  de  position 
variable,  qui  renferme  l'arc  décrit  de  ce  rayon. 

833.  Je  compléterai  ce  que  j'avais  à  dire  sur  l'emploi  des  équations 
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gém-rales  du  mouvement  d'un  point  matériel ,  pour  en  déterminer  tous 

les  phénomènes,  en  donnant  les  équations  générales  de  la  trajectoire, 

et  les  moyens  de  déterminer  les  affections  de  cette  courbe! 

On  a,  d'abord,  un  procédé  général  et  direct  pouf  trouver  l'équatîotl 

de  la  trajectoire  dans  les  différents  cas  particuliers,  qui  consiste  dans 

l'intégration,  lorsqu'elle  est  possible,  de  chacune  des  équations  (2)  de 

l'art.  820.  Les  intégrales  donneront  les  relations  entre  les  temps  et  les 

espaces  parcourus  parallèlement  à  chacun  des  axes  coordonnés, et,  en 

éliminant  la  variable  /  des  3  équations  ainsi  obtenues,  on  aura  deux 

(équations  entre  x ^y  et  «  qui  seront  celles  de  la  trajectoire.  Je  suppose, 

comme  aux  art.  SaS  et  844,  X ,  Ket  Z  fonctions  des  coordonnées  de 

cette  courbe  ;  si  les  expressions  de  ces  quantités  renfermaient  la  vttese  c, 

.,_,.,  ,     .  i/dr^+tiy'  +  dz* 

Il  faudrait  à  v  substituer  -,^ -r-i^ — ■ 

at 

834.  Pour  avoir  d'ailleurs  sur  cette  détermination  les  résultats  les  plus 

généraux  je  pose  les  équations  hypothétiques 

(r) \dy=^pda:j  dt=s^dxj\ 

desquelles  on  déduit 

(2)  .  .  .  .  \ddy^:pdd3!-\-dpdx;ddz=^qdda:-\-dtfdx;\ 

(3)  •  ■ ^=</a^^,+^a  +  y.  y 

ds  dx        

(4)  —  "sr  -  "  =  "s-K.  -^p'+r' 

prenant  àt  pour  différentielle  constante ,  les  équations  de  l'art.  820 
deviennent ,  ddx  =  Xdt*,  ddjr  ==  Ydt^,  ddz  ^  Zdt*^  et  ces  valeurs 
substituées  dans  (2)  donnent 

,,  ,  dpdx  =  dl'(,r-pX); 

'■  ' <  d,,dx^dl'(Z—^X)  ; 

mais  d'après  (4)  dl>  =    ^^'.''^P'  +  'l')    ^  ^.„j, 


(6) 


dp^   ^filipn  (V-pX); 
r^    -^^'+^'  +  1')     (Z-yJf); 

équations  qui,  combinées  avec  (i),  donnent 
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mettant  pour  dp  et  dq  leurs  valeurs,  et  ayant  égard  à  (i)  et  à  (3) 

K^,...y^,,_    ''(dxddjr-dyddx)    , 
•'  ds'  ' 


(8). 


X4,  _  2,j^  ^JtMiÉÈ^^Z±. 


ds- 
et  par  combinaison  de  ces  deux  équations 


Divisant  U  premit^re  de  ces  équations  par  l'une  quelconque  des  (feux 
autres ,  on  a  l'équation  unique  ,  dans  laquelle  U  vitesse  n'entre  plus  , 

iX{diddy~.dxddi)\        . 
+  r{dxddz  —  iiiddx)\  =  o 
+  Z{djddT—dxddy)\ 
La  trajectoire  sera  immédiatement  déterminée  par  ces  équations 
lorsque  les  puissances  seront  fonctions  des  distances  du  mobile  à  des 
points  fîxeSt  pris  sur  leurs  directions,  puisqu'alors  art.  824  tes  valeurs 
de  f  ,  X,yH  Z,  précédemment  déterminées,  ne  renfermeront  d'autres 
variables  que  les  coordonnées  des  points  successivement  parcourus  par 
le  mobile  ;  je  dois  ajouter  que  l'usage  de  ces  équations  est  indépendant 
de  la  condition,  ci  -  dessus  imposée,  d'avoir  dt  constant  et  qu'elles 
peuvent  être  mises  sous  tes  formes  suivantes  ;  savoir,  les  équations  (8) 


(■■>)  • . 


*■  (rdx—  Xdy)  =  v^d^'.d(-^\; 
ds'  (Xdz  —  Zdx)^v'dt'.d(-^^  ; 
ds'XZdj  —  rdx)  =:  r'/lj'.d  (-^^  ; 


et  l'équation  (9)  dégagée  de  la  vitesse 
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835.  La  direciion  de  la  tangenle  à  la  trajectoire  et  celle  de  son  rayon 
de  courbure  sont  données  par  les  équations  (3)  de  l'art.  S29  et  par  les 
rquations  (3)  de  l'art.  83o ,  et  il  ne  reste  plus  qu'à  chercher  la  valeur  du 
rayon  de  courbure.  Pour  cela,  j'observe  qu'à  l'instant  où  le  mobile 
venant  de  parcourir  un  ^én>ent  decourbç  /ù  est  prêt  à  parcourir  l'é- 
lément suivant  ds'^  il  e«t  animé,  dans  le  sens  de  l'élément  rï[f  ^  de  la 
vitesse  v -^  dv ,  et,  dans  le  sens  du  rayon  de  courbure,  de  la  vîte«sc 
élémentaire  Ndt&x  Rdt s\a.  ^^  d'où  on  conclut,  par  les  formules  de  la 
composition  du  mouvement,  que  l'angle,  formé  par  dx  et  d^^  a  son 

Rdt%m.  O  Hdl  sin,0 

sinus  ^ .    ■.  ■  ■ —  ^  ■ — ;  or  ce  sinus, 

y(v  +  df')^  +  /i^  dt^  sin."  e  " 

qui  est  celui  de  l'angle  appelé  anglt  de  contact  ^  a  aussi  pour  valeur 
,  en  désignant,  par  r,  le  rayon  de  courbure  cherché;  on  a  donc 

^'^ -  >-  =       A^sin.^      i 

et,  en  observant  que  —yr  =  v^ 


i?)' 


/îsin.  ^     ""     N  ' 


je  reviendrai  sur  cette  valeur  remarquable  dans  la  suite  du  cours. 

836.  Si  on  fait  passer  par  le  point,  où  le  mobile  se  trouve  à  un  ins- 
tant  quelconque ,  trois  axes  sur  lesquels  se  comptent,  à  partir  du  même 
point,  les  coordonnées  ^,w  et  ^respectivement  parallèles  auKx,jr  etz^ 
l'équation  du  plan  qui  renferme  l'élément  de  courbe  ds  et  le  rayon 
de  courbure  r^  sera,  d'après  la  formules  de  la  géométrie  analytique, 

(i) .  .^(dsddy~dydds)  +  ri(dxddz^diddx)  +  iX.^j'dda; — (i»<Ai^).=o, 
qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 

observant 
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observant  que  l'une  ou  l'autre  de  ces  équations  établit  entre  f  j  »î  et  ^  les 
(iiêmcs  relations  t-noncées  par  l'équation  (9)  de  l'art.  884,  entre  X^  f^et 
2  >  on  conclut  de  leur  rapprochement 

d'où, 

(3)  .  .  .,\sz  =  cxj  sr=^nXj  nz^i:r\. 

Ces  équations  sont  celles  de  la  ligne  de  direction  de  la  résultante  gé- 
nérale Hj  qu'on  pouvait  déduire  itnmédiatrment  des  cqu:itions  (a)  de 
l'art.  828,  mais  en  les  combinant  par  les  méthodes  de  la  géomélrie 
analytique,  avec  celles  de  la  ligne  de  direction  du  mouvement  actuel , 
ou  de  la  force  fangentielle  S,  qui  sont 

71  djr  ^  dt 

~Y  ~  "dx'  '~f^  "dx'^ 
on  a  l'équation  suivante  du  plan  repFermant  les  directions  du  mouvement 
actuel,  de  la  résultante  générale,  et  du  rayon  de  courbure 

{rdx~Xdy)^-\-{Xdz—Zd.x^-n^(^2.dy~rdi)^=Q 
qui  ne  contient  plus  que  des  termes  du  i''.  ordre  avec  les  sommes  des 
composantes  rectangulaires  des  puissances.  Pour  rapporter  les  positions 
des  différents  points  de  ce  plan  à  l'origine  Hxe  des  x ,y  et  s^  on  dési- 
gnera les  coordonnées ,  comptées  de  cette  origine  fixe,  et  parallèles  auY 
•c ,y  et,5,  par  x' ,j'  et  z' j  et  on  substituera,  dans  l'équation  précé- 
dente, 3^ — ^^f^-^J}  Qt  z'—rz,k^,riKt  i^,  respectivement,  les  seules 
variables  étant  x' ,y ,  z'  et  toutes  les  autres  quantités,  qui  se  rapportent 
au  point  occu|)é  par  le  mobile,  devant  ^tre  considérées  comme  cons- 
tantes dans  l'équation  entre  ces  variables. 

Propriétài  géaéralei  du  piouvcmcnt  libre  d'un  point  maiérJel  ,  aoUicilé  par 
dus  puiiaanceg  (jue1coni^e>.  Belationi  entre  les  aires  et  Ici  mamenis.  Cap 
qui  rendlei  t^ires  proportionnelles  aus  temps.  Propriétés  particulîcret  qui  en 
dépendent.  Principe  de  la  moindre  action  vérifié  dans  le  mouTement  d'un 
point  matériel  dâ  à  des  forces  oeptralct. 

837.  En  supposant  dt  constant  dans  les  équations  générales  (s)  de 

r^rt.  820  ,  on  4 

ddx         -,  , 
— -;—  ^X^dt,; 
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multipliant  ces  éqti»tioos  pardw  facteun, savoir  :  i*".  la  i".  par  j^  et  ta 
±«.  par  X  j-  a°.  la  i  «.  par  e  et  la  3*.  par  x  ^  3*.  la  i*.  par  5  rt  la  3«.  par 
y  ;  retranchant  ensuite  l'une  de  l'autre  les  équations  produits  de  chaque 
couple  ainsi  combine,  les  premiers  membres  des  équations  obtenues  de 
cette  manière  seront  susceptibles  d'une  première  intégration ,  et  on  aura 

_ydx  —  xdy  =  dt [a,  +/10  X—v  y)dl\][ a,, «„,« *,«oniUiCon«- 
xdi  —  zdx  —  d/[a„  +/î[  X  Z  —  3  A')<àj]<  tantet  arbitraire»  rôiro- 
ydi~  zdj  =  dt  \a,„-\-J\{j  Z  —  e  y)dt\]l  (l"!'"  par  l'intégration. 

638.  Les  surfaces  élémentaires,  dont  les  premiers  membres  de  ces 
équations  expriment  les  valeurs,  méritent  une  attention  particulière. 
Je  suppose,  comme  à  l'art.  820 ,  pour  fixer  les  idées  relativement  aux  . 
signes  des  quantités  ,  que  le  mobile  ,  pendant  l'instant  dt ^  parcourt 
un  élément  de  courbe  ds  j  situé  dans  la  région  des  Xjj-j  z  positives, 
et  que ,  d'après  la  direction  de  ds  et  le  sens  du  mouvement ,  les  incri- 
ments  dx ,  dy ,  dû  sont  aussi  positifs.  Imaginant  ensuite  deux  rayons 
vecteurs  menés  de  l'origine  des  x  ,yj  s  aux  extpt-mités  de  l'arc  élé- 
mentaire ds,  tn-içant  les  deux  droites  AXe\  AV  k.  angle  droit  l'une 
sur  l'autre,  prenant  VAX  pour  le  plan  des  •tj' ,  faisant  AP  ^  x , 
Fig.  a  Pld^y  ,  PP'  =  Mm^dx,  mW  =^dy ,  le  triangle  ^^Af' sera  Ta 
protection  orthogonale,  sur  le  plan  ^y ,  du  triangle  formé  par  Pélé- 
ment  de  courbe  ds  ,  projeté  en  MM' ,  et  par  les  rayons  vecteurs  me- 
m'-s  de  l'origine  A  à  ses  extrémités.  Or  on  a  triangte  AMM'  = 
triangle  A  M  m  +  iriangle  M  m  M'  —  triangle  •  A  M'  m  = 
Y  {^yd.T  ■\-dy  dx- —  wdy  )  :=  -J-  {ydx  —  xdy  ).  Le  premier  membre  de 
la  première  équation  est  donc  l'expression  du  douMe  de  lo  projection 
orthogonale,  sur  le  plan  xy,  de  l'aire  élémentaire  engendrée  par  le  mo- 
bile ,  pendant  l'instant  dt ,  autour  de  l'origine  des  x ,  y ,  a  j  et  on 
trouvera ,  en  suivant  fa  même  marche  de  raisonnement ,  que  les  pre  - 
miers  membres  des  deux  autres  équations ,  c'est-i-dire  les  expressions 
xdz  —  idx  etydi — zdy ^  sont,  respectivement,  les  doubles  des  pro- 
jections orthogonales  de  la  même  aire  élémentaire  sur  les  plans  des  a-i 
«t  écsyt. 

839.  Les  expressions  sous  le  sîgney  des  deuxièmes  mnnbres  des  équa- 
tions de  l'art.  887  méritent  aussi  une  attention  particulifri*.  La  masse 
du  mobile  étant,  ainsi  que  je  l'ai  supposé  précédemment,  prise  petit 
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unité  ,j'  Xdt — xi^J/sera  le  moment,  par  rapporl  à  l'axe  de$  5,d«  la 
quantité  du  mouvement  élémentaire  imprimée  au  mobile,  pendant  l'ins- 
tant dt,  en  vertu  de  l'action  des  puissances  ;  pareillement  xZdt — zXdt 
et  j-Zdt — sKdi  sont  les  moments  respectifs  de  cette  quantité  de 
mouvement  élémentaire  par  rapport  aux  axes  des  j'  et  des  x. 

D'un  autre  cûté  l'expression  jy  --j 3>  —j  ■■  est   la  valeur  du 

moment,  par  rapport  à  l'axe  des  z,  de  la  quantité  de  mouvement 
que  le  mobile  a  acquise,    au  bout  du  temps /^  les  expressions 

dz  dx  dz  ^y    ,  •'  , 

.a:— 5- 3  —j—  et  j'-^ —  —  z  —j — étant,  respectivement,  les  mo- 
ments, par  rapport  aux  axes  des^  et  àe&x ,  de  la  même  quantité  de 
mouvement, 

Enfin  j-X/f — xTdtjxZdt  —  zXdt  j  y  Zdt  —  zVdc  sont  les 
projections  sur  les  plans  coordonnés  de  l'aire  élémentaire  que  le  mobile 
décrirait  autour  de  l'origine  si ,  au  point  de  sa  trajectoire  qui  a  Xjy  et  5 
pour  coordonnées ,  son  mouvement  avait  lieu  suivant  la  ligne  de  direc- 
tion de  la  résultante  générale  des  forces ,  avec  ta  vitesse  '^'x^'+Y'-'r-z*. 

On  retrouve  dans  ces  rapprochements,  les  relations  intimes  qui  exis- 
tent entre  les  moments  et  les  aires  expliquées  et  démontrées  art,  200  et 
suivants  ;  on  y  voit  aiHici  comment  le  moment  de  la  quantité  de  mou- 
vement acquise  par  le  mobile,  au  bout  du  temps  t,  se  compose  de  la 
cumulatioa  des  moments  des  quantités  de  nnouvement  élémentaii-es 
engendrées  pendant  cbaque  instant  dt. 

840<  Un  cas  três-remarquable  du  mouvement  d'un  point  matériel 
eit  celui  dane  lequel  la  direction  de  la  résultante  générale  des  forces 
passe  constamment  pw  un  point  fixe.  Prenant  ce  point  fixe  pour  ori- 
gine (les  coordonnées  ob ^^  et  » ^  et  donnant  d'ailleurs  aux  plans  coor- 
donnés des  positions  entièrement  arbitraires ,  on  volt  que  ,  quelques 
eoient  ces  positions,  les  valeurs  des  moments  dont  les  expressions  sont 
#ous  le  signe /j  dans  les  deuxièmes  membres  des  équations  de  !*art.  887, 
seront  nplles,  puisque  ces  moments,  par  rapport  à  chacun  des  trois 
axes  coordonnés ,  doivent  être  égaux  ji  ceux  de  la  résultante  générale 
par  rapport  aui  mêmes  axes,  et  que  ces  derniers  moments  sont  néces- 
sairement nuls  puisque  la  résultMite  passe  par  le  point, commun  d'inter» 
$ectioD  des  trois  axes. 
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Les  équations  de  l'art.  887  deviennent  donc,  dans  le  cas  dont  il  s'agit 

ydx  —  xdy  =  a,  dt  j 

xdz  —  zd.T  :=  a,,  dtj 

jrdi  —  zdjr  =:  a„,  dt  j 
d'oîi  il  suit  1°.  que  les  valeurs  a,,  a„,a,„  des  moments,  par  rapport  aux 
axes  des  s,  ^  et  .r,  de  la  quantité  de  mouvement  initiale  imprimée  au 
mobile  sont  les  valeui-s  constantes  de  ces  moments  pendant  toute  la  durée 
du  mouvement;  s'^.que  les  projections  orthogonales  ,  sur  les  plans  coor- 
donnés des  aires  élémentaires  décrites,  successivement,  par  le  mobile, 
pendant  chaque  élément  de  temps  dt  autour  de  l'origine,  sont  proportioI^ 
nellesk  dtoM  égales  entr'elles,  sur  chaque  plan,  lorsque /// est  constant; 
d'où  il  suit  que  les  projections  orthogonales,  sur  les  mêmes  plans  coor- 
donné's,  de  l'aire  finie  décrite,  pendant  le  temps  /,  autour  de  l'origine, 
est  proportionnelle  à  ce  temps. 

841.  Multipliant  les  1".  a*.  3«.  équations  de  l'article  précédent, 
respectivement ,  par  —  2,^  et  x  et  faisant  la  somme  des  trois  équations 
produits,  les  i*".  membres  de  ces  équations  se  détruisent  et  on  a,  en 
divisant  par  dt  la  somme  des  seconds  membres, 

«/«  =  ''//.r  +  ''///^-'" 
d'où  on  conclut  que,  dans  le  cas  auquel  se  rapportent  ces  équations, 
la  trajectoire  est  une  courbe  plane  décrite  dans  un  plan  qui  passe  par 
l'origine  des  coordonnées  x,y,  &  où  se  trouve  placé  le  point  fixe  sur 
lequel  la  résultante  générale  des  forces  est  constamment  dirigée. 

Celte  propriété  s'étend,  évidemment,  au  cas  où  la  direction  de  la 
résultante  générale  est,  pendant  tout  le  cours  du  mouvemrat,  parallèle 
à  une  droite  fixe  dans  l'espace,  ce  qui  revient  à  dire  que  le  point  de 
convergence  constante  de  cette  résultante  est  placé  à  une  distance  infinie 
du  mobile. 

842.  Puisque  la  trajectoire  que  le  mobile  parcourt  est  une  courbe 
plane  contenue  dans  un  pian  qui  passe  par  l'origine  fixe,  les  aires  décrites 
par  le  mobile,  pendant  le  temps  /,  autour  de  cette  origine ,  sont  propor- 
tionnelles à  leurs  projections  sur  les  plans  coordonnés,  dont  la  même 
origine  est  un  point  commun  ;  d'où  il  suit  que  les  aires  projetées  sont 
elles-mêmes  proportionnelles  au  temps  t. 

J'aurais  pu  arrivera  ce  résultat  en  considérant  que  la  seule  condition. 
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k  laquelle  j'ai  assujetti  la  posinon  des  plans  coordonnés,  étant  celle 
de  faire  passer  ces  plans  par  le  centre  d'action  fixe  de  la  résultante 
générale,  je  puis,  après  avoir  démontré  que  le  mobile  se  meut  dans  un 
plan  qui  passe  par  ce  centre ,  prendre  ce  plan  pour  celui  des  x^jy  sur 
lequel  les  projections  des  aires  seront,  alors,  les  aires  elles-mêmes. 

Lorsque  la  résultante  générale  est  nulle,  et  que  le  mouvemenr  du 
mobile  n'a  lieu  qu'en  vertu  d'une  impulsion  initiale,  les  aires  décrilcs 
autour  d'uD  point  quelconque  de  l'espace  sont  proportionnelles  au 
temps,  proposition  manifeste  {lar  elle-même,  vu  l'uniformité  du 
mouvement  qui  a  lieu  dans  ce  cas,  et  qu'on  lie  à  ce  qui  précède  en 
considérant  que  la  trajectoire,  qui  est  alors  une  ligne  droite,  est  conte- 
nue diins  tous  les  plans  dont  elle  est  l'intersection  commune.  La  conser- 
vation des  aires  que  j'ai  fait  remarquer  art.  769  se  rapporte  au  cas 
dont  je  parle  ;  la  ligne  a  pourrait  avoir  une  direction  et  une  longueur 
quelconques. 

843.  Les  diverses  propriétés  démontrées  dans  les  trois  articles  pré- 
cédents sont  déduites,  comme  conséquences,  de  la  supposition  de  l'exis- 
tence d'un  centre  d'action  fixe  sur  la  direction  de  la  résultante  géné- 
rale ;  mais  en  prenant  comme  propriété  hypothétique  celle  qui  rend 
proportionnelles  au  temps  les  projections  sur  les  plans  coordonnés  des 
aires  décrites  autour  de  l'origine  des  Xj  y,  a  ,»on  en  aurait  conclu 
toutes  les  autres.  En  effet  celte  propriété  hypothétique  donne  immé- 
diatement les  équations  de  l'art.  840,  par  lesquelles  on  reconnaît  que 
lé  mobile  se  meut  dans  un  plan  quî  renferme  l'origine  des  s; ,  y  y  2  _; 
combinant  ensuite  avec  les  équations  de  l'art.  887  (qui  doivent  conve- 
nir indistinctement  à  tous  les  cas  de  mouvement)  celles  dont  je  viens 
de  parler,  lesquelles  font  alors  la  fonction  d'équations  de  condition, 
on  déduit  de  cette  combinaison 

yX—xY~o  s  xZ—zX~ojjZ  —zr  =  oi 

équations  qui  énoncent  l'égalité  à  zéro  des  sommes  des  moments  des 
composantes  par  rapport  aux  trois  axes  coordonnés;  er  cette  circons- 
tance suppose  l'égalité  à  zéro  des  moments  respectifs  de  la  résultante 
générale  par  rapport  à  chacun  de  ces  mémea.axes,  ce  qui  ne  peut  avoir 
lieu  qu'autant  que  la  ligne  de  direction  de  celte  résultante  est  constam- 
ment dirigée  sur  l'origine  commun  des  Xj  j'  et  t. 
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844.  Je  termîaerai  ce  que  j'avais  k  dire  bur  les  propriétés  géDéraI(.>s 
du  mouvemeat  d'un  point  matériel  par  la  vérincatioD,  dans  ce  mouve- 
ment, du  principe  appelé  de  la  moindre  action. 

Je  suppose,  comme  à  l'art.  8a3  que  la  fonction  Xdx  4>  ydjr  +  Zdz 
est  intégrable  par  elle-même  ;  et  faisant  f[Xdx  +  Ydy  +  Zdi)  =  Ç, 
j'ai  art.  Sas  les  expressicms  suivantes  du  quarré  de  la  vitesse 
_        „  dx*  +  dy*  +d7.'  .  ds 

desquelles  on  conclut 

^^ds  „         „         da:^  +  dy'*  +  di^ 

-;^-c+.()+ ^ 

Prenant  les  variations  des  deux  membres  et  observant  que ,  dans  la  varia- 
tion de  Qj  les  coefficients  diflerentiels  X,  V ç\  Z,  indépendants  des 
valeurs  absolues  des  incréments  de  jc,  ^  et  «,  sont,  par  conséquent, 
les  mêmes  pour  dxjdjr ,  di  et  pour  âx ^ày  et  ai,  on  a,  après  avoir 
substitué ,  dans  l'bypothèse  de  dt  constant ,  à  X,  f^  et  Z  leurs  valeurs 

ddx        ddy         ddi  1      .         /•  ■ 

■■■',  y    ,  — j-î— j — TT~  j  toutes  réductions  faites, 
at  a£*  tu 

./    .X           d(d.r à.v  +  dy àr  +  dzJs) 
d{yâs)= ^- s 

intégrant  et  transposant,  dans  le  premier  membre,  les  signes  rfet/^  on  a 

à/(vds)  =  constante  +  — ^-^ — '-Ç-^ — ■- s 

la  trajectoire  et  la  courbe  variée  étant  supposées  avoir  une  origine  comi' 
muoe,  on  a,  à  cette  première  limite  de  l'intégrale,  d'j'=o,({j'=;«,<^«=o, 
à'oii  constante  =  0.  Si,  dx?  plus,  les  deux  courbes  se  terminent  au  même 
point,  on  aura  encore  àx  =  o,ày  =  o,âi  =  o,  à  cette  seconde  limite, 
et  la  valeur  définie  de  l'intégrale,  entre  ses  deux  limites,  sera  égale  k 
»éro,  ce  qui  donne  â/(yds)^Q,  ou 

(a)  .  .  .  .f{yds)^minimnm. 

845.  La  propriété ,  énoncée  par  l'équation  précédente ,  vérifie ,  dans 

le  mouvement  d'un  point  matériel,  le  principe  général  appelé  principe 

de  la  moindre  action.  Cette  dénomination  due  b  Maiipertuis  ,  et  qui 

a  été  conservée  parjni  les  géomètres,  quoique  son  acception  actuelle  ne 
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Ja  motive  plus,  a  été  employée  dans  l'origine  «pour  désigner  un  principe 

'  moins  généra)  auquel  est  lié  celui  que  j'ai  appliqué  >  art.  768  j  à  la  déter- 
mination des  lois  du  choc  des  corps  doués  d'une  élasticité  quelconque; 
Maupertuis  en  avait  aussi  déduit  les  lois  de  la  r^exzon  et  delarç/rac' 
tion  de  la  lumière  \  mais  Euler,  envisageant  ensuite  ce  principe  ou  cette. 
propriété,  sous  un  point  de  vue  beaucoup  plus  étendu,  démontra  le 
premier,  dans  une  dissertation  imprimée  en  1744  à  la  suite  de  son  traité 

■  qui  a  pour  titre  Meihodus  inveniendi  lineas  curvas  maximi  mi' 
nimive  proprietate  gaudenlès ,  que,  dans  tes  trajectoires  décrites  en 
vertu  de  forces  centrales,  l'intégrale  du  produit  de  la  vitesse  par  l'élé- 
ment de  la  courbe  est  toujours  un  maximum  ou  un  minimum,  ce  qui 
est  l'énoncé  de  l'équation  {a)  de  l'article  précédent- 

L'illustre  auteur  de  la  Mécanique  analjrtitjiie  a  étendu  cette  pro- 
priété, qui,  d'abord,  ne  s'appliquait  qu'au  mouvement  d'un  corps  isolé, 
au  qiouvement  d'un  système  de  corps  agissant  les  uns  sur  Ira  autres 
d'une  manière  quelconque,  et  il  a  démontré  que,  dans  tout  système 
pareil ,  la  somme  des  produits  obtenus  en  multipliant  chaque  masse  par 
l'intégrale  du  produit  de  la  vitesse  de  cette  masse  et  de  l'élément  de  la 
courbe  qu'elle  décrit,  est  constamment  un  maximum  ou  un  minimum. 
Je  donnerai,  quand  j'en  serai  au  mouvement  des  systèmes  étendus,  la 
démonstration  de  cette  dernière  proposition  qui  est  l'énoncé  du  principe 
dans  toute  sa  généralité. 

MouTemcDt  des  projectiles  dans  le  ride,  ou  mouvement  curriligne  d'un  point 
matériel  peiant  qui  a  reçu  une  impulsion  initiale  dans  une  direction  formant 
un  angle  quelconque  avec  la  verticale. 

846.  La  théorie  que  je  vais  exposer  est  une  application  faite  par 
Galilée  de  ses  découvertes, sur  le  mouvement  et  sur  les  lois  de  sa  compo- 
sition, aux  phénomènes  résultants  de  la  combinaison  d'un  mouvement 
uniforme  et  d'un  mouvement  uniformément  varié;  j'ai  déjà  dit,  article 
667,  que  ce  grand  philosophe  avait  posé  tes  bases  de  la  dynamique  (*). 
Voici  l'énoncé  du  problème. 

(*}  On  trouve,  da&i  plusieurs  ouvrages,  le  détail  des  grandes  découvertes 
de  Galilée  qui  font  époque  dans  l'histoire  de  l'eapril  liumaiD;maisjene  sacbe 
pas  que  personne  ait  parlé  d'une  de  ses  eipériencet  les  plus  renurguables. 


Digitizeaby  Google 


ii8  Dynamique   élémentaire. 

Un  point  matériel  pesant  est  lancé  tlans  le  vide  avec  une  vitesse  initiale 
V ,  qu'un  appelle  vitesse  de  projection  ,  dans  une  direction  formant 
avec  rtiorizon  un  angle  û,  (Jui  est  nommé  an^le  de  projection  ,  et  tï  ' 
s'agît  de  déterminer  tous  les  phénomènes  de  son  mouvement. 

Le  premier  objet  de  délermination  doit  porter  sur  la  double  ou 
simple  courbure  de  la  trajectoire.  Si  on  fait  passer  un  plan  vertical 
par  la  ligne  de  direction  initiale  du  mobile,  le  premier  élément  de  la 
trajectoire ,  à  partir  du  point  de  départ,  sera  décrit  en  vertu  de  la  force- 
àe  projection  et  de  la  force  de  la  pesanteur,  toutes  deux  dirigées  dans 
le^Jan  dont  je  viens  de  parler  ;  ce  premier  élément  sera  donc  dam  ce 
même  plan;  le  second  élément  de  courbe  y  sera  aussi  parce  que  la  direc- 
tion du  mouvement,  à  l'extrémité  du  premier  élément,  et  celle  de 
la  pesanteur,  qui  modifie  ce  mouvement,  sont  encore  dans  le  plan 
dont  il  s'agit,  et  le  même  raisonnemeut  s'applique  à  tous  1rs  éléments 
consécutifs  de  la  trajectoire.  Le  point  matériel  ne  sortira  donc  pas  du  • 
plan  vertical  mené  par  sa  ligae  de  direction  initiale  ;  il  n'éprouverai 

ayant  pour  objet  un  phénomène  qui  a  filé,  depuis  plutieurs  aanéct, l'attention 
des  «avand  ,  et  dont  les  lois  fournistscnl  la  matière  d'un  Ait  probléniei  t)e 
Dynamique  les  plus  intéreisanis  et  les  plus  difficiles  qui  aient  encore  occupé 
les  géomètres.  Je  veux  parler  des  vibrations  des  lames  élattiques  sur  les- 
quelles M.  Chladnt  a  public  un  ouvrage  allemand  en  1802,  et  un  ouvrage 
français,  beaucoup  plut  complet,  en  1809.  On  sait  qucM.ChIadni,  pour  rendre 
sensibles  les  vibrations  partielles  de  ces  lames ,  les  couvre  da  poussière,  et  que, 
suivant  la  manière  dont  il  produit  le  son  qu'elles  rendent,  la  coache  de  pous- 
sière se  divise  spontanément  en  plnsicurs  compartiments  séparés  les  uns  des  ' 
autres  par  des  courbes  ou  axes  d'équilibre ,  dont  les  formes  très-  régulières 
peuvent  être  variées  à  l'infini. 

M.  Cbladni  est  regardé  comme  le  premier  aulcar  de  ces  belles  expériences  , 
parce  qu'on  ne  sait  pas,  et  il  l'ignore  sans  doute  lui-même,  que  Galilée,  dans  ce 
genre  de  recherches ,  h  encore  ouvert  la  carrière  ;  son  expérience  fondamentale 
est  décrite  dans  le  premier  dialogue  délie  scienxe  miove ,  pag«  Sç  du  tome  3 
de  la  collection  de  ses  œuvres,  imprimée  à  Pavie  en  t"}^^  J'ignorais  ce 
fait  lorsque  j'ai  été  chargé  de  faire  un  rapport  à  la  première  classe  de  l'institut 
sur'l'onvrage  de  M .Chladni,  et  de  rédiger  le  programme  d'un  concours  proposé, 
par  celte  compagnie  savante,  aux  géomètres  et  aux  physiciens,  pour  la  re- 
cherche des  lois  mathématiques  des  vibrations  des  lames  élastiques  (le  prix  «  été 
remporic  par  Mad.  ^  Germain.);  voilà  pourquoi  il  n'est  pas  fait  mention  de 
Galiléfi  dans  1»  détails  historiques  que  j'ai  donnés  sur  celte  question.- 

dans- 
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<lansson  mouvement,  l'action  d'aucune  force  perpendiculaire  à  ce  plan; 
la  trajectoire  est  une  courbe  plane. 

847.  Cette  conclusion  se  déduit  très -facilement  des  équations  gêné» 
raies  du  mouvement  de  l'art.  820  ;  supposant  que  le  plan  xy  est  horî  - 
zontal  (  ce  qui  rend  l'axe  des  tz  et  les  plans  des  xz  et  yz  verticaux  ) , 
et  que  le  mobile,  partant  de  l'origine  des  x ,  y ,  z^  reçoit  l'impul- 
sion initiale  à  laquelle  est  due  la  vitesse  Vj  dans  une  direction  formant 
l'angle  û  avec  le  plan  xy^  et  telle  que  ce  mobile  soit  pousse  au-dessus 
du  plan  liorizontal  des  xjr  dans  la  région  des  x^y,  s  positives,  on  aura, 
en  continuant  de  désigner  par  g  la  force  accélératrice  de  la  pesanteur, 

x^oi  r=oj  z=  —  gj 

et  les  équations  de  l'article  cité  deviennent ,  en  prenant  di  pour  difTé- 
rentielle  con^stante, 

ddx  ddy  ddz 

dx 
les  deux  premières  donnent  ~ —  =3  constante^  ainsi  là  projeuion  de 

la  li:^£ctoire,  sur  le  plan  horizontal,  est  upe  ligne  droite  laquelle  doit 
passer  par  l'origine  des  coordonnées ,  puisque  cette  origine  étant  pla- 
cée ÉLU  point  de  départ  du  mobile,  on  doit  avoir,  dans  l'intégrale  géné- 
falf  X  ;=:  ^y  +  B  f  )a  coi^tanté  A  =  o.  La  trajectoire  est  donc  conte- 
nue dans  le  plan  vertical  passant  par  l*origine  des  coordonnées  et  par 
la  ligne  de  direction  initiale. 

848.  D'eprès  ce  résultat  je  puis,  pour  la  commodité  du  calcul,  suppo- 
ser que  le  plan  vertical  renfermant  la  trajectoire  est  celui  des  xz^  au 
moyen  de  quoi  je  suis  dispensé  d'avoir  égard  à  l'équation  ddy  =  q  ;  les 

ddx  ddz  , 

deux  équation»  ■■■  ,  3  =0,  —  rj-  ==  — gt  me  donnent  par  une  pre- 
mière intégratiop 

dx  „        di  ,   m   \ 

~-y~  7^oj   -^= -— ^«4-/ï  ;  I    3,C,  Bf,C',  $OBt  le«  cooslanties 

J  arbitraire!   introduite!  par   l'inté- 
«t  par  une  seconde  intégration  |  gration. 

x=:Bt+Cj»  =  ^igt^+B't-\.C';[ 

on  voit,  par  la  i".  équation,  que  la  vitesse  horizontale  est  constante. 
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ou  qu'à  un  instant  quelconque  du  mouvement  elle  est  la  même  qu'an 
1".  instant;  or  sa  valeur  initiale  est  Ucos.  0,  d'où  B=-V CQ&.6}  sup- 
posant ensuite  que  l'on  comple  m>o  temps  au  momçnt  où  le  mobile 
est  lancé  sous  l'angle  de  projection  B ,  on  a  les  valeurs  simultanées 
/=o,a;  =  o,  î  =  c,  d'où  C=o,  C  =  o.  Enfin  ta  valeur  initiale  de 

la  vitesse  verticale  —^  étant  Us\n.  0 ,  on  a  au  i^.  instant  /^  o  et 

St.=  UsiD.e,  d'où  B'^  Usïa.â. 
dl 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  prtcédentes  désignant ,  par 
V ax  TV  respectivement,  les  vitesses  horizontale  et  verticale  au  bout 
du  temps  t ,  on  a 

(i) {F=r  Vcos-Ûj  fV=  Usm.Û—  gt;\ 

(s.) \x=tUcos.Ûj    s  =/Z78in.  ^— i^(».( 

*  849.  Les  équations  précédentes  suffisent  pour  déterminer  toutes  les 
circonstances  du  mouvement,  puisqu'elles  donnent  les  relations  entre 
le  temps  ,  les  coordonnées  qui  Rxent  la  position  du  point  matériel  mo- 
bile ,  ses  vitesses  horizontale  et  verticale ,  et  sa  vitesse  dans  le  sens  de  I  a 
courbe  qui  a  pour  valeur  <-=  >^p"+jfp-»  =  (U*  —  s.Ugts'm.Û+ff'f^)'^. 
Éliminant  /  de  cette  équation  par  le  moyen  de  la  3'.  équation  (2)  on  a 

c'  =  U*  —  ^gz, 
valeur  identique  avec  celle  qu'on  tirerait  de  l'équation  générale  de  l'art. 
822  en  y  faisant  X=Oj  J^^  Oj  Z  =  — g^  et  qui  fciil  voir  que  la 
vitesse  du  mobile ,  à  la  hauteur  z  au-dessus  du  point  de  départ ,  est  la 
même  que  si  le  mobile  se  fût  élevé  verticalement  à  celte  hauteur  3j 
après  avoir  été  lancé  de  bas  en  haut  avec  la  vitesse  U  imprimée  dans 
le  sens  vertical. 

85o.  Éliminant  t  entre  les  deux  équations  (2)  ,  on  obtient  l'équa- 
tion de  la  trajectoire ,  et ,  désignant  par  H  la  hauteur  due  à  lavitesse 
initiale  £7  ^  on  a 

.»x,a„g.«-i.-^-|L_. 

On  reconnaîtra  aisément  que  cette  équation  ,  qui  peut  se  mettre  sous 
la  forme  (af/sin.^cos.  ^ — x)^s=/^S  CM.'Û  {ffsia.*  â — z)  est  celle 
(l'une  parabole  dont  l'axe  est  vertical ,  cet  axe  se  trouvant  placé  à  une 
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distance  Iioi-izoïitale  2//sin.  ^cos.  0 ,  ou  fîsin.  (2^),  du  point  de  dé- 
pait,  et  le  sommet  de  la  parabole  étant  k  une  hauteur  verticale  ^sin.'  0 
au-dessus  de  l'Iiorizontate  menée  par  ce  point  de  départ  ;  le  paramètre , 
déduit  de  ces  d'eux  valeurs,  est  égal  à  4//cos.^  0. 

85i .  Puisque  l'axe  de  la  parabole  est  vertical  il  doit  partager  en  deux 
parties  égales  les  sécantes  horizontales  de  la  courbe  ,  d'où  il  suit  que 
cette  courbe  rencontre  l'horizontale  ,  passant  par  le  point  de  départ ,  à 
une  distance  %H s\t\.  (s.û)  de  ce  point,  et  que  la  plus  grande  ordon- 
née verticale  positive  ,  qui  a  pour  valeur  H  sin.*  ^^  est  au  milieu  de 
cette  distance. 

La  distance  S.H  sin.  fa^)  et  la  hauteur  ^sin.*  ff  s'appellent  respec- 
tivement amplitude  du  jet  et  hauteur  du  jet ^  le  sommet  de  la  pa- 
rabole ,  ou  exlrémilé  supérieure  de  la  hauteur  ^sin."  0,  est  le  point' 
culminant. 

B52.  Voici  une  propriété  curieuse  déduite  des  formules  précédentes. 
Pour  une  vitesse  de  projection  donnée,  c'est-Ji-direpour  une  valeur 
donnée  de  H,  iî  y  a  toujours  deux  angles  de  projection  0  qui  pro- 
curent la  même  amplitude  de  jet  à/fsin.  {^0),  et ,  jt  étant  la  demi- 
circonférence  dont  le  rayon  :=  i ,  la  demî'SOtnme  de  ces  deux  angles 
est  égale  k^jr,  ainsi  les  extrémités  supérieures  des  arcs  qui  les  mesurent 
(leur  origine  commune  étant  »jr  l'horizontale  menée  par  le  point  de 
départ)  sont  placées  de  part  et  d'autre  cl.k  égale  distance  du  point- milieu 
du  quart  de  cercle.  Enefiet  soit  0=\  fr-^oj,  la  distance  s-Hsin.  {s.0)  de- 
vient a/isin,  { s.{j  x-^ei)  \  et ,  comme  on  a  sin.  {7.T+  2©)  =  sin.  ^j^ —  ac?) 
ou  ûr\.\2.{~  jr-^(o)\  =sin.{2(^^ — eu) {,1a  même  amplitude  s'obtiendra 
sous  chacun  des  angles  de  projection  ~  sr — ta  et  \  ^•\-c3^  pour  une 
valeur  déterminée  de  H  ou  de  la  vitesse  de  projection. . 

853.  L'amplitude  a//âin.(7jr+2<y)  diminue  k  mesure  que  ty  augmente, 
//  étant  constante,  et  sa  plus  grande  valeur  a  lieu  lorsque  o  =  o,  ou 
Jorsque  l'angle  de  projection  0  =  ^  yr;  ce  maximum  d'amplitude  se 
déduit  aussi,  immédiatement,  de  l'expression  s.Hsm.{2Û)  dont  le  maxî* 
mum  a  lieu  lorsque  2^=7  jt. 

'  854.  Faisant  Hsm.{s.0)=^^  et  ffsin.»tf^)î_,  les  coordonnées  horizon- 
talc  et  verticale  du  point  culminant  seront^  et  rij  lorsque  l'amplîtiidQ 
du  jet  2^  sera  donnée  avec  l'angle  de  projection  on  trouvera  la  vitesse 
initiale  nécessaire  pour  que  le  mobile  atteigne  l'extrémité  de  la  distai)ce 
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2^^  par  l'équation  H-=  ~~. — .   %  -  ;  si  l'amplitude  et  la  force  d'impulsion 

initiale  sont  données,  l'angle  de  projection  se  calculera  par  l'équation 

8in.(2^)  =  —  _;  il  faudra,  dans  ce  dernier  cas,  pour  que  le  problème 

soit  possible,  qu'on  ait  —fj-  <  r-  

Pareillement  les  équations  11=  —. ^  et  sin.tf=   1/ -rr   feront 

^  8in.»6'  y    H 

connaître  l'inconnue  /T,  ^  étant  donné,  ou  l'inconnue  ^,  tétant  donnée, 

lorsqu'on  voudra  lancer  le  mobile  à  une  hauteur;;  assignée  d'avance  ; 

et,  si  Û  est  l'inconnue ,  le  problème  ne  sera  possible  qu'autant  qu'on 


855.  Tout  ce  qui  précède  se  rapporte  au  cas  d'une  impulsion  initiale  di- 
rigée de  manière  que  le  mobile  s'élève  au  -dessus  de  l'horizontale  passant 
par  le  point  de  départ;  lorsque  la  direction  initiale  est  Inclinée  au-dessous 
de  cette  horizontale  il  faut,  dans  toutes  les  formules  précédentes,  chan- 
ger les  signes  de  sin.  ^et  tang.^;  ainsi  l'équation  de  la  trajectoire  devient 


«  =  —  ix  tang.  0  ■\-^ 


l'axe  de  la  parabole  est  une  verticale  située  en  arrière  du  point  de  départ 
k  une  distance  //sin.  (s.û)  de  ce  point,  et  le  sommet  de  cette  parabole 
est  à  une  hauteur  Hsin.^  0  au  -  dessus  de  l'axe  des  x. 

856.  Je  terminerai  cette  théorie  de  W  balisti/fue  dans  le  vide  par  la 
solution  de  quelques  problèmes  liés  à  l'histoire  de  celte  théorie. 

Si  on  élimine  Centre  les  équations  de  l'art.  864  qui  donnent  les 
valeurs  des  coordonnées  ^  et  }j  on  aura 

c'est  l'équation  d'une  droite  sur  laquelle  se  trouvent  les  sommets ,  ou 
points  culminants f  de  toutes  les  trajectoires  décrites  d'une  origine 
commune,  sous  un  même  angle  de  projection j  en  vertu  à*impu/sions 
initiales  quelconques.  *■ 

Toutes  ces  trajectoires  ont  pour  tangente  ,  au  point  de  départ ,  la 
ligne  de  direction  commune  des  impulsions  initiales,  qui  forme  l'angle  ff 
avec  l'horizontale. 

857.  Si  on  suppose  l'impulsion  initiale  constante  et  l'angle  de  pro- 
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jpction  variable,  la  position  du  point  ded^>art  demeurant  toujours  in* 
variable,  on  obtiendra  l'équation  de  ta  courbe  sur  laquelle  se  trouvent 
tous  les  points  culminants  des  trajectoires  en  éliminant  û  des  équa- 
tions ^^afl'sin.  ^cos.  ^  et  >?=  Hsin.*  ^  et  on  aura 

élevez,  au  point  de  départ,  une  verticale  =  Hj  et  sur  cette  verticale» 
comme  petit  axe,  décrivez  une  ellipse  dont  le  grand  axe  =  affj  cette 
ellipse  sera  le  lieu  géométrique  cherché. 

858.  On  a  vu ,  art.  856 ,  que  toutes  les  trajectoires  décrites ,  sous 
un  même  angle  de  projection ,  en  vertu  d'impulsions  initiales  quel- 
conques, ont  pour  tangente  commune  une  droite  passent  par  le  point 
de  départ;  dans  le  cas  contraire,  celui  des  trajectoires  décrites  en  vertu 
d'une  même"  impulsion  initiale  sous  différents  angles  de  projections ^ 
la  détermination  de  la  courbe  tangente  à  toutes  les  trajectoires  est  une 
application  de  la  théorie  des  solutions  particulières  des  équations 
différentielles.  Il  faut  pour  trouver  cette  courbe,  différentier  l'équation 
générale  de  la  trajectoire,  art.85o,  par  rapport  à  l'angle  de  projection^ 
etéliminer  ensuite  Centre  l'équation  primitive  etl'équation  différentiée. 

Pour  faire  commodément  le  calcul,  on  mettra  l'équation  de  la  tra- 
jectoire sous  la  forme  suivante 

X  sin.  (2^)  =  a  cos.  {zff)  +2+7  -^  ; 

et  diffëreDtiaot  par  rapport  à  û  on  aura 

œ  cos.  (a^)  :=  —  «  sio.  (a^) 

d'où,  sin.  (i.0)  ^     ,  ,  ^=.  \  cos.  (a^)  =    77===  ; 

valeurs  qui  substituées  dans  l'équation  primitive  donne 

La  courbe  tangente  à  toutes  les  trajectoires  est  une  parabole  dont 
l'axe  vertical  passe  par  le  point  de  départ ,  qui  est  le  foyer  de  la  parabole, 
le  sommet  étant  placé  à  une  hauteur  H  au  -dessus  de  ce  même  point, 
et  le  paramètre  étant  égal  à  \H. 

MouremcDt  curviligne  des  projectile!  pesants  dant  un  milieu  réciatant.  Formule» 
générales  indépendantes  do  toute  hypothèse  sur  la  loi  de  la  réviitance. 

,859.  La  théorie  du  rpouvemçnt .  parabolique  des  projectiles  pesants 
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dans  le  vide,  publii-e  pour  la  première  fois,  par  Galilée,  en  i638,  a  été, 
pendant  pins  d'un  siècle  ,  regardt'-e  comme  applicable  au  mouvement 
des  corps  lancés  par  tea  bouches  à  feu,  sans  égard  à  la  résistance  de  l'at- 
mosphère dont  on  croyait  pouvoir  négliger  l'influence,  quoique  Neirion 
se  fut  occupé  du  problème  de  la  trajectoire  dans  un  milieu  résistant, 
ilont  Jean  Bentouiili  donna  ensuite  une  solution  en  considérant  la 
résistance  du  milieu  comme  proportionnelle  i  une  puissance  quel- 
conque de  la  vitesse;  c'est  d'après  l'hvjwjthèse  d'une  résistance  nulle, 
t>u  plutôt  d'une  résistance  compatible  avec  une  trajectoire  fort-peu 
tlifTérentc  de  la  parabole,  que  sont  rédigés  l'ouvrage  anglais  de  Robert 
Andersoii}  intitula  Jrt  ofgHnnery,  et  publié  en  1674,  l'art  de  jeter 
les  bombes  de  Blondel  ■,  publié  en  i683,  le  mémoire  de  Mauperinis 
6ur  la  balistique  ,  qu'on  trouve  dans  le  volume  de  l'Académie  des 
Sciences  de  Paris'  de  lySi  ,  le  Bombardier fratiçais  de  Bélidor , 
publié  en  1734  etc.  Bioiidel  et  Bclidor  ont  même  essayé  de  réfuter 
les  objections  faites  contre  ta  supposition  du  mouvement  parabolique 
'dans  un  milieu  résistant,  et  Bélidor  prétend  avoir  fait  des  expériences 
qui  détruisent  ces  objections  ,  mais  la  doctrine  des  auteurs  que  je 
viens  de  citer  fut  généralement  abandonnée  lorsque  Benjamin  Ro  • 
bins  eût  mis  au  jour  son  livre  intitulé  J  netr  theory  oj  Gunnery , 
imprimé  en  1742,  et  contenant  une  nouvelle  théorie  de  la  balistique, 
appuyée  sur  de  lii-s-bellffi  expériences  qu'il  avait  commencées  en  1740. 
Ce  livre  a  été  commenté  par  Euler,  et  M''.  Lombard  en  a,  donné  ,  en 
1783,  une  édition  française,  àlaquelle  il  a  joint  k  commentaire  d'Euler 
et  des  notes  de  sa  composition. 

Pour  faire  sentir  ,  par  un  seul  des  résultais  consignés  dans  l'oirvrage 
dont  je  viens  de  parler,  combien  il  est  imporfanty  dans  la  prfitique  de 
l'artitleiie ,  d'avoir  égard  û  la  résistance  de  l'air  ;  je  citerai  la  proposi- 
tion V.  du  chapîtré  2  dans  laquelle  l'auteur  dit  «  qu'uh  boulet  de  24, 
«  tiré  k  pleine  charge,  épî'ouve ,  de  la  part  de  l'air,  lorsqti'ii  sort  du 
«  canon,  une  résistance  équivalente  à  plus  de  vingt 'fois  sa  pèsameur.  • 
Euler,  dans  son  commentaire,  évalue,  d'après. divèrsips  Considérations, 
celte  résistance  à  plus  de  a5  fois  le  poids  du  boulet. 

On  voit,  par  ce  fait ,  que  dans  les  cas  des  grandes  vitesse^  la  Irajcc- 
taire  doit  être  très- sensiblement  différente  d'une  parabole  ;  mais  cette 
trajectoire  approche  d'autant  plus  d'être  parabolique  que  le  mouvemçnt 
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€st  moins  rapide ,  eosorte  que  pour  de  petites  vitesses  initiales  et  des 
angles  de  projections  peu  considérdWrè ,  les  phénomènes  du  moiive- 
nient  se  calculent ,  avec  une  exactitude  suffisante ,  par  les  formules  don- 
nées depuis  l'article  846. 

860.  Je  vais  d'abord  présenter  l'analyse  du  problème  de  la  trajectoire 
dans  un  milieu  résistant ,  d'une  manitre  générale  ef  indépendante  de 
toute  hypothèse  sur  la  loi  de  la  résistance  du  milieu  ;  je  supposerai  en- 
suite, comme  je  l'ai  déjà  fait  art, 789  et  suivants,  qufe  cette  résistance 
est  proportionnelle  au  quarré  de  la  vitesse;  j'exposerai  les  raisons  qui 
motivent  celte  bypolhcse,  et  je  ferai  connaître  les  limites  entre  lesquelles 
elle  est  admissible,  lorsque  j'en  serai  à  la  partie  du  cours  où  je  dois  traiter 
de  la  résistance  des  fluides. 

Le  mobile  est  une  sphère  pesante,  homogène,  d'un  rayon  fini  ou 
inHuiment  petit,  qui  après  avoir  reçu  une  impulsion  dirigée  par  son  cen> 
tre  de  gravité  ou  défigure,  se  meut  dans  un  fluide  stagnant  et  homogène. 

Le  temps  étant  désigné  par  t^  soit  çdr  la  quantité  de  mouvement 
élémentaire  que. la  résistance  du  milieu  fait  perdre  au  mobile  pendant; 
un  instant  quelconque  dl  ^  ç  fera  la  fonction  d'une  force  assujettie,  art. 
789,  à  la  condition  particulière  d'avoir  toujours  un  sens  d'action" direc- 
tement opposé  au  mouvement  actuel  du  mobile,  ensorte  que  la  ligne, 
suivant  laquelle  ^  produira  son  eflet  pendant  l'instant  dt ,  sera  la  tan- 
gente à  la  trajectoire  menée  au  point  de  cette  coarbe  où  le  mobile  se 
trouvera  au  même  instant.    ■  - 

Soit  m  là  masse  du  corps,  (àiiant  -î—  11=  i-,  la  quantité  r  -sera  la 

force  retardatrice  due  à  la  résistance  du  milieu ,  comparable  à  la  quan- 
tité g  pnr  laquelle  j'ai  représenté,  jttsqu'h  présent,  \&.  force  due  à  la 
pesanteuF,  laqueJle  est  accélératrice  ou  retardatrice  suivant  le-sens  àe.. 
mouvement  du  mobilepeSam,  e»  observant  néanmoins  que  r  varie  d'un 
instant  h  l'autre,  et  que  g  est  constant. 

861.  La  position  du  mobile,  au  bout  du  temps  i^  est,  comme  k  l'art. 
847  ,  déterminée  par  trois  coordonnées  rectangulaires  x  ,j  et  *  j  prises 
parallèlement  à  des  axes  fixes  ;  le  pian  des  ^sera,  comme  à  l'article 
cité,  supposé  horizontal ,  et  le  point  de  départ  sera  censé  être  l'origine 
des  ^,j,  a.  Or,  d'après  l'état  de  ta  question,  la  vîtesse  du  mobile,  au  bout 
du  temps  tj  prise  dans  le  sers  de  la  trajectoire  et  que  je  désigne  par 
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c^  est  modifiée  t°.  pour  la  pesanteur  qui,  dans  l'Iiypothtse  où  le  mou- 
vement du  corps  l'élève  au-dessus  du  plan  wj,  retranche  de  v  la 

quantité  -^  ^^rf^  ;  a»,  par  la  résistance  du  milieu  qui  diminue  p  de /^rf/, 

epsorte  qu'on  a,ddnslesens  du  mouvement,  </c  =  — ( '■+-3-^  )  dt, 

équation  de  laquelle  on  déduit  l'expression  de  \& force  tangentielle  S 
(art.  8a8  et  8*9) ,  savoir  : 

la  force  normale  N,  dont  l'unique  effet  est  d'infléchir  la  route  du  mobile, 
ayant  pour  valeur 

W ^  =  '5- ^ 

862.  Le  plan  vertical  qui  renferme  l'élément  decourbe  ds ,  actuel- 
lement parcouru,  est  celui  dans,  lequel  s'exercent  les  actions  des  forces 

r  et  g,  ou  de  la  force  r  et  des  composantes  -t-  g  et  Nj  employées 

soit  à  faire  varier  le  mouvement  soit  à  changer  sa  direction  ;  Télément 
de  courbe  ds",  que  le  mobile  est  prêt  à  parcourir,  sera  donc  aussi  dans 
ce  plan  ;  mais  ce  mobile,  en  jMrcourant  le  a.*,  élément  de  courbe  d^, 
sera  animé  de  la  vitesse  /  et  soumis  à  l'action  de»  puissances  r'  ftg, 

dz' 
ou  /j  ■  "yj^  g  et  N',  lesquelles  agiront  encore  dans  le  plan  dont  je 

viens  de  parler,  ce  même  plan  renfermera  donc  le  S'f  élément  de  courbe  ' 
ds^'  et  ainsi  de  suite  ;  et  comme  on  peut  faire  ce  raisonnement  en  com  <■ 
mencant  par  le  i^^.  élément  de  courbe,  décrit  en  vertu  de  l'impulsion 
initiale  ,  il  en  résulte  que  la  trajectoire  entière  sera  située  dans  le 
plan  vertical  passant  par  la  direction  de  cette  impulsion  initiale,  ainsi 
que  je  l'ai  déjà  fait  observer  art.  846  en  démontrant  que  la  trajectoire 
décrite  dans  le  vide  jouit  de  cette  propriété.  (*) 

(*]  Il  eit  bon  de  remarquer  que  l'expérience  a  fuit  reconnaître  une  déviation 
latérale  dans  le  mouvement  de  quelque*  projectiles  lancés  par  des  bouches  &  fen, 
qui  paraissent  avoir  décrit ,  (jans  l'almosphère ,  des  courbes  â  double  courbure  ; 
pn  peut  voir,  sur  cet  effet  et  sur  sel  causes,  la  proposition  7  de  l'ouvrage  de 

863. 
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8<ï3.  On  retrouverait  cette  même  pro))riété  en  posant,  comme  je  l'ai 

fait  art.  847 ,  les  trois  ^uations  générales  du  mouvement,  qui  donnent 

les  valeurs  des  composantes  d  I  --5-  )  ^  <^(  "^r  \»^\  "^  \>  ''^''' 

mination  de  rdt  entre  les  deux  premières ,  qui  ne  contiennent  pas  g, 

dv 

fournirait  la  relation  —^ —  =  constante.  Je  puis  donc,  comme  k  l'ar- 
ticle cité  ;  supposer  que  le  mouv-emeot  a  lieu  dans  le  plan  x«  ;  supposant, 
de  plus  que  le  sens  du  mouvement  actuel  est  tel  que  dx  etdz  sont  des 
incrémentspositifsj  et,  faisant  dans  les  i.'«  et  S-*!  équations  de  l'art.  820, 

respectivement,  A  = --y—  ret  Z=s:  —  1*"+    "X"'' J  J  )  ®' •^*' 

quations  générales  du  mouvement 

864.  EflTectuant  la  diflTérentiatiop  des  1  .«•  membres ,  dans  l'hypothtsc 
de  dx  constant,  on  a 


(■)• 


dde  rdt 

dd^dt — ddtdt 


=>-^)- 


On  éliminera  ddt  entre  ces  deux  équations,  en  multipliant  ta  i.'<  par 
dz  )  et  ajoutant  l'équation  produit  à  la  s."  ;  ce  qui  donnera 

Rohms  et  lea  remarques  ^'Euler  et  de  ■Lombard  sur  1«*  explicatioiK  doimées 
far  l'auteur  fuglaia ,  eiplicatiom  et  Feinarquct  qne  lei  élèrei  aeroot  en  état  de 
-Gompreodcfl  et  d'Apprécier ,  loraqu'îU  anront  étudia  la  théorie  du  j^unvement 
det  coFpa  solîdef  ;  mots  ces  faita  ne  Duiseut  en  rien  à  la  rîgiieur  du  raiaonne- 
jatat  çsnaîgné  dana  l'art.  863 ,  parceque  ce  raisonnement  suppose  ,  art.  860  , 
que  le  mobile  est  un  corpa  apbérîque  ,  homogèue ,  d'un  diarpère  fini  ou  infini-: 
ment  petit,  qui  reçoit  une  impulaion  initiale  passant  par  son  centre  de  gravité 
et  de  figure  ,  et  qui  ae  ment  dana  un  fluide  stagnant  et  homogène  ;  c'est  plus  de 
-condîiiom  qu'il  n'en  fotit  pour  rendre  U  trajepto{re  fine  «ouvbe  plane. 
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iddt  =s:  —  gdt*j  i  La  dcuiième  équation  ci-à-côté  n'est  autre 
l  choie  que  la  première ,  dani  laquelle  on  a 
(/y  *ir  =  —  gdf^j  l  fait  de  =  qdx. 
Pour  avoir  une  équation  entre  la  résistance  r  et  les  coordonnées  de  la 
trajectoire,  indépendante  du  temps,  je  dilTérentie  la  deuxième  équation 
(s)  et  j'ai 

(3) ddqdx=.  —  %gdtddt. 

ensuite  ,  au  moyen  de  la  valeur  dt*  == i 3  j'ëlimine  dt  de  la 

!.""  équation  (1)  et  de  l'équation  (3)  ;  j'obtiens  ainsi  deux  équations 
qui  ne  contiennent  plus  que  ddt,  et,  éliminant  cette  difTérentielle  se- 
conde ,  j'arrive  à  l'équation  unique 

ds' 
multipliant  la  deuxième   équation  (2)  par  — ,  ^  ■ — -j on  a 

ds*  gds^  ds 

expression  de  la  vitesse ,  à  un  point  quelconque  de  la  trajectoire  ,  qui 
ne  contient  plus  la  résistance. 

Analyse  particulière  du  problème  de  la  trajectoire  dans  le  cas  oii  la  résistance 
du  milieu  est  proportionnelle  au  quatre  de  la  vitesse.  Kquatlons  difieren - 
lielles  de  la  courbe  ,  set  asymptotes ,  sa  forme  générale. 

865.  Tels  sont  les  principaux  résultats  auxquels  on  peut  arriver  par 
une  analyse  générale  et  indépendante  de  toute  hypothèse  sur  la  résis- 
tance du  milieu  traversé  par  le  mobile.  Au  moyen  des  formules  obte- 
nues par  cette  analyse  lorsque  de  trois  choses ,  savoir  :  la  trajectoire, 
la  loi  de  (a  vitesse  et  la  loi  de  la  résistance,  on  en  connaît  une,  les  deux 
autres  sont  déterminées  ;  je  vais  en  faire  l'application  à  une  loi  de  ré- 
sistance donnée ,  et  pour  établir  les  calculs  sur  l'hypothèse  ta  plus  con- 
venable à  la  pratique  de  l'artillerie,  je  supposerai  comme  à  l'art.  ySg, 
la  résistance  proportionnelle  au  quarré  de  la  vitesse.  Je  substituerai ,  en 
conséquence,  dans  les  équations  de  l'art,  pri-cédent,  à  r  le  produit  dr 


Digitizeaby  Google 


Section   dguxi  è  m  e.  iZçf 

V*  par  une  constante  ~  A  dont  l'eipérlence  seule  peut  faire  connaître 
la  valeur;  j'aurai  ainsi 

(i) r  =  ^y4y*j 

cette  valeur  de  r,  introduite  dans  l'équation  (4)  de  l'article  précédent , 
donne 

^*' *^  A  dx  dq^    ' 

et  en  égalant  le  %.*  membre  de  cette  équation  à  celui  de  l'équation  (5) 
de  l'article  cité 

(3) *  =  ^^ 

d'où  on  tire  par  l'intégration,  li^ étant  la  difTérentielle  constante, 

I  j      [        C  eit  la  conatante  arbitraire  ;  ff  =  j, 71838 

(4)  .   .  .    —^—^iCe       ,<  e*t    la    baie  du  gy^éme   de»   logarïthmra 
(   népéricD). 

Ondéduit  delà a.'équatiop  de  l'art,  précédent  —3—  ■=. —  S^ —  ^  d'où 

<^> ' ^^    ~--^r^ 

dx 
~-T—  est  la  valeur  de  la  vitesse  horizontale  ;  pour  déterminer  la  cons- 
tante C  je  suppose  que  l'impulsion  initiale  imprimée  au  mobile,  à 
l'origine  de  s ,  lui  ait  communiqué  une  vitesse  U,  dam  une  direction 
faisant  l'angle f?  avec  l'horizontale,  ou  avec  l'axe  des  x\  j'ai  donc  les 

yaleMrs  initiale^  ^  ^  0  et  ;  r—  —  V  cos.  0f 

^''^  7^=-    UUas.'â  '   '^^"■^     V'L.'6I    '   f  (^)  ^"'™' 

■    '*' dis   ~  "P'cos."#    ■  " 

Boit  H  la  hauteur  &  laquelle  est  due  la  vitesse  Vj  on  a  £/'  ^  %gH  et 

(7) •••   -»-*'==  »»cos.'li>.-^. 

Je  multiplie  le  i^'  membre  de  cette  équation  par  ds  ^  le  *."  par  la 
valeur  dxl/i  4-^»  de  ds  f  et  j'ai  l'équatiyn  séparée 
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(8) ~-dse'^'=  affcos.»  ff.  dçf/T+^j 

pour  intégrer  cette  équation  je  fais  l/'i-^-^^z  ^  — ^ 

et,  cette  valeur  étant  introduite  dant  le  sfi.  membre  de  (8),  on  a,  par 
l'intégration , 

AHcos.'  e         "*  >t  ^  *  y^ 

fy*  —  iVy'  +  iï  

o'X^q-^VT+^a—^ ^ '—  =  »K7+,"^j  subs- 

^X 
lituant  ces  valeirr»  dans  l'équation  précédente 

Al 

(9)  ■  ■  •  ?l^r+,~+log.  |?+|/'7+7'|=0' ^Hcos.'û   '' 

déterminant,  ensuite,  la  constante  par  ta  condition  que  ij  =:  tang.  ûj 
lorsque  ^  ^  o,  et  faisant 

(■°) "ÏST^  +  '"s-î^s-  \—^}=f' 

(^  est  ta  demi  -  circonférence  dont  le  rayon  ^  i)  on  a 

l'équation  (9)  devient 

(12)  ...  «    '=i+-rf^cos.a<?j/— 9(/r+?^— Iog.[y+^TT5^]t- 

866. 11  est  facile  maintenant  d'avoir  deux  équations  desquelles,  si  leur 

intégration  était  possible,  on  déduirait  la  relation  entre  les  coordon- 

néesxet  z  delà  trajectoire  ;  pour  les  obtenir  on  élintiaera  e  entre  les 
équations  (7)  et  (9)  de  l'article  précédent,  et  on  aura  une  première 
équation  qui  donnera  da:  en  fonction  de  ^  ;  substituant-,  ensuite,  dans 

dz 
cette  équation ,  — —  h  dm.  on  en  aura  une  secondé  entre  ai,  et  a,  et  on 
9 

arrivera  ainsi  aux  deux. équations  cherchée5,.dans  lesquelles  les  indéter- 
minées sont  séparées,  savoir  : 

i.\  dx ^ ■ 
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si  ces  équations  étaient  intégrables  on  en  conclurail,  par  J 'élimination 
de  ^,  une  équation  unique  entre  et  et  «,  qui  serait  l'équation  de  la  tra- 
jectoire ;  mais  cette  intégration ,  si  elle  n'est' pas  impossible,  échappe  du 
moins  à  toutes  1rs  méthodes  dont  lés  analystes  sont  achietlement  en  pos  • 
session.  Je  rais,  en  conséquence,  chercher  à  tirer  parti  des  équations 
différentielles  pour  déterminer  la  forme  et  les  propriétés  générales  de  la 
trajectoire,  calculer,  par  approximation,  ses  coordonnées  et  la  cons- 
truire par  points. 

867.  Le  meilleur  moyen  de  se  faire  une  idée  de  la  forme  générale  de 
la  trajectoire  est  celui  de  la  comparer  avec  la  courbe  décrite  dans  un 
milieu  non -résistant;  pour  cela  je  fais  A=o  dans  l'équation  (8)  de 
l'art.  (865)  et  j'ai ,  en  désignant  par  s',  l'arc  parabolique  qui  a  la  même 
origine  que  s,  dont  la  tangente,  menée  à  son  extrémité,  est  parallèle 
à  la  tangente  menée  à  l'extrémité  de  Sj  et  qui  est  décrit ,  dans  le  vide, 
en  vertu  de  la  même  impulsion  et  de  la  même  direction  initiales. 

(i) —  rt'/  =  a/rcos.»^.d!7jX7+^, 

Appliquant  à  l'intégration  de  cette  équation  les  procédés  de  calcul  indi- 
qués à  l'article  cité,  on  a 

(2)  .  .  .  /  =  -ffcos.»(?î/-7Kr^^"!og.[9+^^H^ç-]|; 
et  cette  équation  comparée  à  l'équation  (la)  de  l'art. 865  donne  la  rela- 
tion e-^*  =  Asf  -h  \,  entre  les  arcs  s^X^  correspondants  à  une  même 
valeur  extrême  de  q  ou  de  —j—  ,  relation  dé  laquelle  00  déduit 

(3) ±^^=log.(i±^/),- 

le»  signets  sopérieart  el  infétieur»  étant ,  respectivement,  applicables  à 
la  partie  de'  la  courbé  effective'ment  parcourue  par  le  mobile,  et  à  sa 
continuation  de'  l'autre.  cÔté  du  point  de  départ. 

868.  CoDsidét-aot  d'abord  cette  seconde  partie ,  ou  continuation  de 

la  courbe  sur  laquelle  s  et  s'  sopt  négâtife  ,  si  on  y  silppdse  s'  =  — -  , 
on  a  —  s  =  — yy..  =.  ta  ^  d'où  je  conclus  qu'il  existe  un  arc  fini  de 
la  partie  négative  de  la  trajectoire  parabolique ,  te!  que  la  tangente 
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menée  à  l'extrémilé  de  cet  arc,  n'a  sa  correspondante,  ou  sa  parallèle, 
«iir  la  partie  négative  de  l'aytre  trajectoire,  qu'à  l'extrémité  d'un  arc 
de  longueur  infinie. 

Oo  conclut  de  cetjte  propriété  que  ta  partie  de  la  trajectoire  réelle, 
correspondante  ai^x  ce  H  i  négatives  ,k  une  asymptote  inclinée  k  Pho- 
TÎzon,  et  formant,  ayec  l'axe  des  Xj  un  angle  plus  grand  que  Ûj  le- 
quel  angle  se  détermitje  en  substituant»  dans  J'équation  (i)  de  l'article 

précédent  ,  — —  à  s'  et  calculant  la  valeur  de  y  qui  résulte  de  cette 

substitution. 

869.  Voici  une  remarque  sur  la  longueur  — j-  de  l'arc  parabolique 

dont  la  tangente  extrême  est  parallèle  k  l'asymptote  de  la  trajectoire 
que  je  ne  dois  pas  omettre.  Spit  r=:  ^  op  aura^  art.  865  équation  (i)> 

»■"  =  — j-  •  2g  j  donc,  lorsque  r=g,D\i  lorsque  le  produit  de  la  masse 

du  mobile  par  la  force  retardatrice  r  est  égal  au  produit  de  cette  masse 


la  vitesse  qui  a  Iteu  dans  ce  cas,  c'est-à-dire  à  la  vit^se  qui  rend  la 
résistance  du  milieu  égale  au  poids^du  mobile. 

870.  Cottsujérong  maintenant  la  partie  de  la  courbe  effectivement 
parcourue  par  le  mobile ,  celle  sur  laquelle  se  comptent  les  s  po^^ilivcs. 
Ce  mobile  étant  supposé  lancé  dans  qne  direction  initiale  telle  qu'il  s'é- 
lève, d'abord,  au-dessus  de  l'horizontale  passant  par  son  point  de  déparf, 
arrive,  au  bout  d'un  certain  temps ,  au  point  culminant  de  sa  trajectoire, 
celui  où  la  tangente  à  cette  courbe  est  horizontale  et  où  on  a  ^  =  0. 
Là  se  termine  la  branche  ascendante  sur  laquelle  la  tangeqte  trigo- 
nométrique^  est  positive,  et  commence  la  branche  descendante mt 
laquelle  q  est  négative ,  laquelle  branche  a  une  longueur  indéfinie  aur 
dessous  du  point  culminant,  le  mouvement  de  descente  du  mobile  ne 
pouvant  être  arrêté  par  aucun  obslade  dépendant  des  lois  auxquelles  il 
est  soumis.  Le  point  culminant  de  la  trajectoire  parabolique  est  plus 
élevé  que  celui  de  ié  trajectoire  effective,  et  l'équation  (3)  de  l'article 
S67 ,  ^s  =.  log.  (  I  +  As'  ) ,  prouve  que ,  des  deux  arcs  s  et  s' ,  dont  les 
^neeptes  extrêmes  sont  parallèles,  le  dernier  croit  beaucoup  plu?  rft? 


Digitizeaby  Google 


Section  DEUXIÈME.  14S 

pid^hient  que  le  premier  dans  la  branche  descendante.  L'arc  s' ,  qui  ap- 
partient à  la  trajecioire  parabolique,  a  une  tangente  verticale  située  à 
une  distance  infinie  de  la  verticale  passant  par  le  point  de  départ;  la 
direction  de  l'élément  ils  de  l'arc  s  de  la  trajectoire  réelle  s'approche  donc  ' 
de  plus  en  plus  d'être  verticale,  ou  ce  qui  revient  au  même,  ç  s'ap- 
proche d'être  infini  à  mesure  que  s  augmente ,  et  ne  le  devient  rigou- 
reusement que  lorsque  s  est  infinie,  c'est-à-dire  à  une  distance  infinie, 
mesurée  dans  le  sens  de  la  courbe,  de  l'horizontale  passant  par  te  point 
de  départ;  mais  comme,  d'après  l'équation  ci-dessus  citée,  l'inclinaison 
de  ds  ou  la  valeur  de  ^  croit,  sur  la  branche  descendante ,  dans  une  pro- 
portion qu'on  pourrait  dire  être  incomparablement  plus  grande  que  celle 
des  accroissements  de  ^  ,  il  y  a  lieu  de  soupçonner  que  cette  branche  ne 
s'éloigne  pas  à  l'infini  de  la  verticale  passant  par  le  point  de  départ, 
comme  la  branche  parabolique,  et ,  par  conséquent ,  que  l'arc  J  a ,  du 
côté  positif,  une  asymptote  verticale  ;  voici  comment  on  changera  ce 
soupçon  en  certitude. 

Je  désigne  par  ;ç  une  partie  positive  et  déterminée  de  f,  dont  l'origine 
soit  au  point  de  départ,  et  l'autre  extrémité  à  un  des  points  de  s  où 
l'angle  formé  par  la  verticale  est  très- petit  et  qu'on  peut  supposer  i^acé, 
sur  la  branche  descendante,  au-dessous  de  l'horizontale  passant  par  le 
point  de  départ,  ou  par  l'origine  commune  dej,.xet2.Faisant  j — ^=c, 
on  as  =  ^  +  aet  ds  =  da }  désignant,  de  plus,  par  a  et — c  les  coor- 
données du  point  dont  it  s'agit ,  respectivement  parallèles  aux  x  et  aux  z, 
et  posant  les  équations  x  =  a-^-^}  — «=  —  (<'  +  f)7  on  ^dx^=d^x 

enfin  les  lettres  B^  C^E,  Gj  G',  G",  K,  K'  et  L  représentant  des  conj- 
tantes,  l'équation  (8)  de  l'art.  865  deviem,  en  observant  que  la  lettre  4 
peut  y  être  cotiservée 

—  daé^^'^'^''^  =  affcos.'  ûd^yTï:^. 

Or  ,  en  ne  considérant  celte  équation  que  relativement  aux  valeurs 
correspondantes  de  j  et  y  dans  la  partie  positive  de  a ,  on  peut,  eu 
égard  aux  grandes  valeurs  de  y  dans  cette  partie,  né^iger  l'wiité  par 
rapport  à  y»  ce  qui  réduit  le  radical  f/^i_|_ç>  à — ç  (les  valeurs  de  ç 
et  d^-étaat  négatives  sur  toute  la  branche  descendante}.,  et  l'équation. 
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préccdcnte  devient  dae  ^^"^ "'^Bq dq,(en  faisant  B  —  —  s.IJco&^ff) 
ayant,  pour  intégrale,  e  ^-^"^  '=Ctf*  +  E.  Introduisant,  maintenant, 
*  dans  l'équation  (7)  de  l'art.  S65 ,  les  valeurs  ci  -  dessus  données  aux  varia  - 

blés  du  problème, et,  éliminante'   *■  'entre  cette  équation  et  celle 

qu'on  vient  d'obtenir  par  l'intégration,  on  a — -^^  :=  Cy*  +  E^  d'où 


«  +  Z> 


équation  de  la  quelle  on  déduit  $=■0'  ^arc.  I  tang.  =  -j-  |+  KV  ou 

^=G'''<log.  I 7-  I  +log.  K'  >  ,  suivant  que  £•  est  positif  ou  né- 
gatif; il  ne  serait  pas  difficile  de  reconnaître  quel  est  le  signe  de  L' , 
mais  cette  détermination  est  inutile  à  l'objet  unique  de  l'analyse  pré- 
cédente qui  est  de  prouver  qu'une  valeur  infinie  de  9  répond  à  une 
valeur  finie  de  ^  ou  de  a:  =  «  -t-  f  et  que,  par  conséquent,  la  branche 
descetidanle  de  ta  trajectoire  a  une  asymptote  verticale;  ce  résultat  se 
déduit  également  de  l'une  et  l'autre  intégrale. 

871.  Il  «t  aisé,  d'après  ce  qui  précède ,  de  se  faire  une  idée  de  la 
forme  générale  de  la  trajectoire  dans  un  milieu  résistant.  j4  étant  le 
*'  point  de  départ ,  JX  une  horizontale  et  yiZ  une  verticale  passant  par 
ce  point,  s\  A^EH  représente  la  parabole  qui  serait  décrite  «ians  un 
milieu  non  résistant,  avec  une  vitesse  initiale  V  et  sous  un  angle  de 
projection  ^  0  j  AOCG  pourra  représenter  la  courbedécrite  dans  le 
milieu  résistant  ;  AO  est  la  branche  ascendante  qui  s'abaisse  graduel- 
lement au  -  dessous  de  la  parabole  à  mesure  que  le  mobile  s'élève  ;  OCG 
est  la  branche  descendante  qui  difï^re  beaucoup  plus  de  la  parabole  que 
l'ascendante.  Le  point  culminant  O  est  plus  abaissé  et  plus  rapproché 
de  la  verticale  AZ  que  le  point  culminant  de  la  trajectoire  parabolique 
laquelle  s'écarte  à  l'infini  de  A2i  au  lieu  que  la  trajectoire  réelle  ne 
s'étend  pas  au-dda  d'une  verticale  QT  située  à  une  distance  finie  AD 
de  AZft  qui  est  l'asymptote  de  la  branche  descendante  OCG.  Enfin  il 
existe  sur  le  prolongement  AF  de  la  trajectoire  parabolique  un  point 
tel  qu'une  parallèle  QSfi  k  la  droite  tangente  à  la  parabole^  en  ce  point, 

coupant 
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et  coupant  l'axe  horizontal  AX  à  une  distance  finie  AS  de  l'origine 
Af  est  une  seconde  asymptote  de  la  trajectoire  réelle- 

On  voit  que  la  courbe  AOCG  a  quelque  ressemblance  avec  une  hyper- 
bole tracée  entre  les  asymptotes  QR  et  QTj  ce  qui  a  donné  à  Newton 
l'idée  de  chercher  k  déterminer  la  densité  du  milieu  qui  pouvait  rendre 
la  trajectoire  une  hyperbole,  problème  facile  à  résoudre  par  les  formules 
des  art.  86i  et  suivants  ;  celles  que  j'en  ai  déduites,  depuis  l'art.  865 , 
supposent  la  densité  constante  et  donnent  une  courbe  sensiblement  dif- 
férente de  l'hyperbole ,  surtout  lorsque  l'angle  de  projection  n'est  pas 
très-petit.  Il  est  évident,  d'après  tout  ce  qui  précède,  que,  si  une  droite 
divisait  l'angle  RQT  en  deux  parties  égales,  les  branches  de  la  courbe 
AOCG 3  qui  se  trouveraient  de  part  et  d'autre  de  cette  droite,  nç 
seraient  ni  égales  ni  semblables. 

Calcul ,  par  partiel,  des  coordouoéei  de  la  trajectoire  et  conttruclîOD  de  cetle 
courbe  par  point*. 

87a.  Les  équations  de  l'art.  866,  desquelles  on  déduirait,  si  elles 
étaient  intégrables ,  la  relation  entre  les  coordonnées  de  la  courbe,  se 
refusant  à  toutes  les  méthodes  rigoureuses  connues,  il  faut,  pour  cons- 
truire la  courbe,  avoir  recours  à  quelque  méthode  d'approximation  ;  en 
voici  une  dont  les  calculs  sont  faciles. 

J'appelle  ^  l'angle  formé  par  l'horizon  et  par  la  tangente  menée  <'■ 
l'extrémité  de  l'arc  s ,  et  j'ai 

,- —  tang.^  /^7--y+*^ 

yKi+?'=^      COS..»    ^•■7+>/i+y»='ta»g.(^— ^^j. 

L'équation  (12)  de  l'art.  865  devient ,  en  y  substituant  ces  valeurs,  et 
faisant  AH<Xi%.*0  ^-n^ 

=  7H.{.  +  '.[/-^-lo...anS.(J-^)]j- 

le  s  sans  avoir  besoin  de  se  servir 
?s  ou  népériens,  on  fera 
,3o>585 

—  ^^.log.tang.^— ^— jj^ 
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Si  on  veut  calculer  les  valeurs  de  s  sans  avoir  besoin  de  se  servir  de 
tables  de  logarithmes  hyperboliques  ou  népériens,  on  fera 

[i.=  a,3o>585 
et  on  aura 
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formule  dans  laquelle  le  si^e  log.  indique  un  logarithme  pris  dans  les 

tables  vulgaires  qui  donnent  )og.  lO  =  i. 

On  calculera  ainsi  une  table  des  valeurs  de  s  corresptmdaiite*  à  une 
suitç  de  valeurs  données  <\e  ^  qif')l  est  convenable  de  prwdre  ea  pro- 
gression arithmétique,  le  premier  terqie  étant  ^=¥l?;  plu»  1«  di0'émice 
de  cette  progression  sera  petite  et  pltts  l'opération  sera  exacte. 

Représentons  par  ^  et  ^'  deux  termes  consécutiËt  de  cette  suite,  par 
s  et  s'  les  arcs  de  courbes  correspondants ,  et  soient  ^' — ^  :hb  ^^  et 
y  —  s  s=  ^s  j  on  pourra  ^  l'angle  ^^  étant  petit ,  considérer  4^$ 
comme  un  arc  de  cercle  dont  les  tangentes  extrêmes  fornpent  le?  angles 
^  et  ^'  avec  l'borizon.  Le  rayon  de  cet  arc  et  sa  corde  auront ,  res> 

pectivement ,  pour  valeurs  — -3 —  et  — -j—  -  2  sin.  (~^<fi),  et  l'angle for- 

mè  par  l'horizontale  et  par  cette  corde  sera  =  j  (  ^  +  ^'  ). 

Les  longueurs  des  projections  orthogonales  de  cette  corde  seront , 
savoir  : 

a.^s  f  ^+#'  \ 

sur  l'axe  des  x  .  .  •      yt^    s'"-  (t  ^^)  cos-  I  1^ 

sur  l'axe  des  s  .  .  .  — --jx-  sin.  {\  ^^)  sin.  I =-  vj 

et  les  coordonnées  ;r  et  z^  correspondantes  à  un  nombre  quelconque 
d'arcs  oonsécutife  ^^  compté  fa  partir  de  l'origine,  auront,  pour 
valeurs,  les  sommes  des  projections  des  arcs,  savoir: 


w- 


ExpreMÎona  de  U  vitesse  «t  du  temps.  Limite  de  la  viteise  dans  la  branche 
deacendaote ,  sur  laquelle  1«  mourement  tend-  à  devenir  uniforme. 

878.  Je  vais  maintenant  donner  l'expression  générale  de  la  vîtesse.  On 
déduit  de  l'équation  (5)  de  l'art.  865,  en  y  introduisant  la  valeur  de  Cj 
dx*  V*  COS.»  0  ag^H  COS.*  0 
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■■  J--  est  la  vitesse  horizontale  égale  au  produit  de  la  vitesse  v,  dans  le 

sens  de  la  courbe,  par  le  cosinus  de  l'angle  ^  que  l'élément  de  courbe 

parcouru  forme  ave<!  l'horizoïi,  c'est-à-dire  que  — t —  =(^cos.*^;soit 

A  la  hauteur  due  à  la  vitesse  cy  ona  «^  co».*^  =  fl^  co9.*^  et  cette 
valeur  introduite  diois  l'équation  précédeate'  donne 

(aV h  =  — i 

^  est  l'artglé  dont  9  est  la  tangente,  on  a,  par  conséquent,  ces-"  4>  =   _r~  S 

substituant  cette  valeur  et  celle  de  e-^*,  donnée  par  l'équation  (12) 
de  l'art.  865,  eti  a 

^  ''  •  ■        I  -1-  ^/^cos.»  0\f-iiv^ + 1-  io8-  (y + y^^)  \ 

874.  L'équation  précédente  donne,  à  l'origine,  h=:H,  ainsi  que  cela 
doit  être,  H  étant ,  par  l'état  de  la  question ,  la  valeur  initiale  de  k  j 

au  point  culminant,  ou  a  =  o ,  «  =  irrr- tt   ■  cette  der- 

nière  valeur  de  h  diminue  encbre  au-delà  de  ce  point  culminant,  jus- 
qu'à ce  qu'elle  ait  atteint  un  minimum  de  valeur;  elle  augmente  ensuite, 
mais  ses  accroissements  ultérieurs  tie  peuvent  pas  excéder  tine  limite 
qu'il  est  bon  d'assigper.  Pouf  cela  je  rapporte  l'équation  (3)  de  l'art, 
précédent,  à  un  point  de  la  branche  descendante  dé  la  trajectoire  très- 
éloigné  du  point  culminant,  et  j'observe  qu'à  ce  point  q  est  négatif, 
ce  qui  change  —  y  |/7+9~  en  9  1^1  +  9»  et^log.  (y  -h  ï^i+^»  )  ea 
log.  { — y.-l-  fr^ÎHh^)  ;  de  plus  la  valeur  de  la  tangente  trigonomé- 
trique  if  étant  extrêmement  grande,  puisqù'au  point  de  la  trajectoire  dont 
il  s'agit  l'angle  ^  est  presque  droit,  les  expressions  i  +  y»  et  9  k^i  +  ^  ne 
diffèrent  l'une  de  l'autre  que  par  une  quantité  négligeable  par  rapport 
à  chacune  d'elles  ,  et  log.  (  —  q  •¥  K^i-f.^)  est  le  logarithme  négatif 
d'une  fraction  positive  peu  différente  de  zéro;  ce  logarithme  peut  depen> 
dant  être  négligé  par  rapport  à  ^  J^ï+y^ ,  qui  est  d'un  ordre  supérieur, 
et,  eu  égard  à  ces  diverses  observations,  l'équation  ci-des8us  citée  devietit 
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iiinsi  le  mouvement  dans  la  branche  descendante  tend  continuellement 

à  devenir  uniforme  avec  la  vitesse  1/  ~^-  et  le  mobile  ne  tarde  pas 

à  prendre,  sensiblement,  cette  vitesse  constante,  lorsqu'il  a  passé  le 
point  où  v  est  un  minimum.  Ce  résultat  est  identique  avec  celui  au- 
quel  je  suis  parvenu ,  art.  748 ,  pour  le  cas  du  mouvement  vertical 
dans  un  milieu  résistant,  la  quantité  a  de  l'art,  cité  exprimant  exacte- 

-^  et  f  ^  ont  été  employés. 


art. 740 et  865,  pour  représenter  lajbrce  retardatrice  6ue  k\ai résistance 
sous  l'unité  de  vitesse. 

J'ai  fait  voir,  art.  869,  que  ——  était  la  hauteur  due  à  la  vitesse  qui 

rend  la  résistance  du  milieu  égale  au  poids  du  mobile ,  ce  qui  lie  en- 
core cette  expression  à  une  propriété  remarquable  du  mouvement. 

87a.  Pour  avoir  une  équation  qui ,  si  elle  était  intégrée,  donnerait 
l'expression  générale  du  temp,  i'élimine  Ce-^' entre  les  équations  (4) 
et  (5)  de  l'art.  865,  et  prenant  la  valeur  de  dt^  j'ai 

(0 M'^-Jl^j 

substituant  ensuite  dans  cette  valeur  celle  de  dxj  donnée  par  l'équation 
(  7  )  de  l'art.  866 ,  et  extrayant  la  racine  quarrée 
—  «^ 

Le  signe  de  di  est  positif  depuis  le  premier  instant  et  pendant  toute 
la  durée  du  mouvemei^  ;  et  comme  ^^  d'une  part,  diminue  sur  la 
branche  ascendante,  k  mesure  que  t  augmente,  et ,  de  l'autre,  devient 
négatif  sur  la  branche  descendante,  la  diflërentielle  rfy  de  sa  tangente 
doit  toujours  avoir  un  signe  différent  de  celui  de  dt. 

Analyse  ultérieure  du  problême  de  la  trajectoire  daas  un  milieu  rémtant,  au 
moyen  de  laquelle  on  obtient ,  en  faisant  quelques  hypothèses  qui  n'altèrent 
pas  sensiblement  l'exaciitude  des  résultats,  des  intégrations  qui,  sans  ces  hy- 
pothèses ,  seraient  impossibles. 

876.  L'équation  précédente  et  les  équations  fondamentales  (1)  et  (2) 
de  l'art. 866 , qui  devraient  donner  le  temps  et  la  relation  entre  les  coor- 
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données  de  la  courbe,  Ji'étant  point  ititégrables,  jecrois  dn'otr,  en- fa- 
veur des  élèves  qui  se  destinent  à' ■t'aroie'de  l'artillerie,  et  vu  t'impor- 
tance  de  la  matière,  ajouter  k  la  théorie  exposée  depuis  l'art.  865,  et 
indépendamment  (tes  procédés  de  calculs  approximatifs  expliqués  art. 
872,  de  nouveaux  détails  propres  à  faciliter  l'application  des  formules  à 
la  pratique  de  l'arlillerie.  Ces  détails  et  une  partie  de  l'analyse  précédente 
sont  tir^  d'un  excellent  mémoirçde  M.  LeGendre,  surla  balistique,  qui 
à  remporté  un  prix  proposé ,  en  178B ,  par  l'Académie  Royale  de  Prusse. 


la  vitesse  qui  rendrait  la  résistance  du  milieu  égale  au  poids  du  mobile, 
et  introduisant  cette  quantité  ^  dans  l'équation  (3)  de  l'art.  865  j'ai 

(i) Àddt/  =  dsdtf. 

j'observe  qu'on  peut  prendre  pour  unité  une  ligne  arbitraire  et  par 
conséquant  Xj  ensuite,  pour  parvenir  à  intégrer  l'équation  précédente, 
je  supposerai  X  égal  à  une  quantité  variable,  mais  qui  dans  ses  plus 
grandes  variations  diffère  peu  de  l'unité  ;  je  pose  pour  cela 

'     t  X  <'<*ît  être  considérée  comme  égale 

C2^  X  —       V^J  +  tang.»  ^    Jau  produit  de  Vunité  linéaire  par  la 

^  •'  '  ■  '  i  +  ftane.'^      Vonclion  trigonométriquc  ci-à  côié  , 

rqui  est  de  dimension  nulle. 
Je  vois  d'abord  que  cette  expression  sera  ^i  au  sommetoîi^  =  o,  etque 
je  puis  la  rendre  =  i  à  un  autre  point  quelconque,  en  déterminante  con- 
venablement. Il  est  à  propos  de  faire  ensorle  que  cette  condition  ait  lieu 
au  point  de  départ,  pour  cela  on  substituera  ^  à  ^  et  on  posera  l'équation 
I/i+tang.»^  j/sin.' tf+cos.'tf        _ 

i+etang.»^  cos,^(cos.*^+fsin.»^)  ■* 

cos.a^ 
d'où  on  déduira 

COS.  ^ — cos.»^                 C08.^(l  —  cos.^)  „ 

*  = ;; —  =    ~, — ■    '  '    ni, sî—  j  et  enfin 

I— COS.»^  (l+C08.^)(l  — COS.^)     '■ 

(3).... ■....'..  "•■*  ^      :■        '  ■ 


I+C08.tf    ■ 


au  moyen  de  cette  détermination  de  *  le  coefficient  variable ^+*'''8-'y 

l+*tang."^ 
sera^i  à  trois  points,  savoir:  i*.  le  point  de  départ,  a°.  le  sommet, 
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30.  le  point  de  U  branche  descendante  ou  l'iDclinaison  de  la  tangente  sur 
l'horizon  cet  la  même  qu'à  l'origine  (observez  que  le  signe  de  ^  ne  change 
ni  la  valeur  ni  te  signe  de  l'expretsidn  ci-des»us).'  Dans  In  pointa  inter- 
médiaires X  diSirera  de  l'unité,  et,  pour  apprécier  tes  anomalies  qui 

en  résulteront ,  cherchons  la  plus  petite  valeur  de  —^  ou  de  °  , , 

e  étant  la  variable  ;  la  condition  d  |  — ?—  |  =  o  donnera  a*  = : 

\  ^  J  * 

cette  valeur  substituée  dans  l'équation  (s)  donne,  toutes  réductions  faites» 
en  ayant  égard  à  l'équation  (3) ,  ^  ^  ï/i  —  uag.*  ^ffi  à'oii  on  conclut 

Pour^=-^ ^^^~-~rJ 

o  400 

Û=  — A  =  i— -2 — j 

*^  =  T ^  =  ' — W^ 

ainsi.danslecasplufldéfàvorablej'hypothèsedeî- °'  =1, 

en  Faisant  s  =  — ~ ^-j  comporte  une  approximation  smnsante  pour  le 

plus  grand  nombre  dés  applications  qu'on  auraàfaire  des  formules  ci>après. 
Cette  valeur  ~ 2^—  de  À  substituée  dans  l'é^piatioB  (  s  )  donne 


iUi)=^Jf{i+eç')j 


ou ,  en  observant  que  ds  ^=  dx  Y  l4-?*  t 
dda 
(4) -^  ==rfy(i+V),- 

dont  la  i."  intégrale  est,  en  se  rappelant  que  dx  est  constant, 

® 4-+*=»+T'?' 

on  a  équation  (7)  de  l'art.  865  lorsque  s-=.q,  c'est-à-dire  au  commen- 
cement du  mouvement , 

dq  l  di  . 

•^  =  -  ,gco..-g  "^==-01=  '"■«■  ^ 
ce  quf  donne 
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ou  S  =  tang.  û  +  ^e  taDg.3  ff  +     „'    ., 
on  déduit  de  l'équadon  (5) 


que  l'on  peut  mettre  sous  la  forme 


Il  faut,  daoïl'éra- 
luafionnin&ériqQecle 
JT  et  de  S,  avoir  é- 
gard  h  l'équation  hy- 
pothétique À.'^t. 


(7). 


jlB  -i   ff  473 


-  1  ^  _  yS 

le  second  membre  est  une  fraction  rationnelle  et,  pour  avoîrau  dénomi  - 
Dateur  des  facteurs  rationnels, on  fera 

(c  — y)(y'+oc+c»  +  4)  =  4fl— lfl_„3Î     !-«  lettre  cdéâigneunecoM- 

*        *  «/       T  '(tante  îocoiiDue. 

effectuant  la  multiplication  indiquée  dans  le  i.»  membre  et  égalant  i 
,  B  la  partie  du  produit  qui  ne  contient  pas  f  en  aura 

(8) §c3+c-B~o, 

équation  du  3..  degré  qui  donne  la  valeur  de  c,  laquelle  peu.  aind  être 
regardée  comme  connue  dans  Kéquation 

~^9 


(9) 


~  £  dx=- 


qui  est  Péquwion  (7)  dans  laquelle  on  a  substitué,  ar  dénominateur  du 
:>.'membre  sa  râleur  hyp„tl,étiq.e(^-,)(,.+,„  +  ,.^.j,„.., 
pour  .nlégrale.  complétée  p,rl.  condition  que  :e  =  o  corrapond  à 
1  =  t«ng.<)^  en  gdsiint  Ki^+I)  =  n. 


(to)„(i+c*f)tr= 


Vi— tang.^y  6  ^(,a,g.<)+^).^,„>| 

-^arc[,ang.=  (.^)] 

+  ^arc.[tan,  =  (-|:£±il)J 
L'équation  (9)  multipKe  par  {c  — ^)  ou  p»  c_  -^devient 
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(il) ie(cJx  —  ilz)  =  •~"'^^,     . —  j 

et  a  pour  intégrale 
.._=^arc.[ta„,=(l^)]-i,arc.[.a,..(îi=i^»)]. 

877.  Pour  facilittr  le  calcul  de  ces  formules  on  cherchera  deux  angles 
tels  que. 

_  tane.û  +  jc  _        y  +  fc 

en  observant  que  sur  ta  branche  descendante,  où  y  est  négatif,  tang.  Q 
peut  l'être  aussi.  Alors  l'angle  Ç  sera  négatif  et  non  obtus  ;  car  la 
diminution  de  l'angle  Q  se  faisant  successivement  jusqu'au  point  où 
y  =ï  —  ~c,  loi-sque  y  devient  plus  grand ,  Q  augmente  aussi  par  degrés. 
Ces  angles,  trouvés  on  aura 

en  prenant  un  nouvel  angle  ;ç  tel  que  m  tang.  ;ç^=|  Cf  on  peut  rem- 
placer (i)  par  ,  ' 

(3).. .  .i,^.',yr^ui.^2.uZ%  j+^^(«- W 

mais  (i)  est  préférable  lorsque  c  diffère  peu  de  tang.  Û. 

878.  Nous  sommes  convenusi,  en,  introduisa.nt  dans  le  calcul  la  fonc- 
tion À  =  — ■■--■■  -7-  .de  donner  à  c  la  valeur '- — yr~  afin  que    ^ 

•  !    i'+«y"    ■'    ,  .  i+cos.^  ^ 

6oit=  l  au  point  de  départ  et  au  point  de  la  branche  descendante  où 

la  direction  du  tnouvemeatfeit  un  angle  ^avec  l'horizon,  mais,  comme 

,       ,    ,  ■■  COS.  û  . , 

c  est  la  lettre  €  et  non  lexpression  — r- ^  qui  a  ;éte  mtroduite  dans 

l'équation, difTérentJelle  (4)  de  l'article  876  et  dans  toutes  les  intégrales 
qu'on  en  a  déduit,  e  demeure  encore  arbitraire,  dans  les  quatre  équatibns 
précédentes,  et  n'est  assujetti  à  d'autre  condition  que  celle  d'être  une 

quantité 
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quantité  constante.  On  peut  donc  lui  donner  ou  la  valeur  ~ ' ou 

^  '^  i+cos-é» 

telle  autre  valeur  propre  à  satisfaire  à  des  conditions  particulières. 

La  remarque  que  je  viens  de  faire  conduit  à  une  équation  particu- 
lière de  la  branche  descendante,  qui  pourra  être  très-utile;  on  a  déjà 
dû  remarquer  que  les  équations  (lo)  et  (12), de  l'art.  876,  ne  pouvaient 
donner  la  valeur  de  l'amplitude  totale  que  par  une  espèce  de  tâtonne- 
ment, mais  lorsque  par  ces  équations,  ou  par  celles  de  l'art,  précédent, 
on  aura  la  position  du  sommet,  en  prenant  ce  sommet  pour  origine, 
on  calculera  séparément  la  branche  descendante  et  on  trouvera  aisément 
la  position  du  point  oii  elle  rencontre  l'horizontale  passant  pat-  le  point 
de  départ. 

Désignant  par  H*  la  hauteur  duc  à  la  vitesse  du  mobile  au  point  cul- 
minant dont  la  valeur  a  été  donnée,  art.  874,  on'a,  en  restituant  la 
valeur  de^,. 


:os.»*  f  tizt.û        ,  ,,  „1 


Transportons,  maintenant,  l'origine  de  a:  et  s  au  point  culminant, 
dont  on  détermine  les  coordonnées  particulières  en  faisant  y^odansles 
.  équation»  de  l'art,  précédent  ;  comptons  les  x  sur  la  ligne  horizontale 
menée  par  ce  point,  et  lésa  de  haut  en  bas  ;  la  vîtesse,  à  celte  nouvelle 
origine,  sera  due  à  ^  et  sa  direction  sera  horizontale,  cequi  rend 
l'angle  de  projection  égal  à  zéro;  la  valeur  de  J5_,  art.  876,  devien- 
dra B  =  — jp-  et  l'équation  (8)  de  cet  article  se  changera  eo 

Onfera  toujours  «=>^X7»4rr  et /= £t-  j  cette  demièie 

*      ^e  i  +  etf^ 

hypofbèse  donne  ^.  =  i  au  point  de  départ ,  où  ^  ^  0  >  et  on  est  maître 

de  déterminer  e  de  manière  à  avoir  encore  ^=  i  à  un  autre  point  où  la 

tangente  à  la  courbe  aurait  une  inclinaison  donnée;  je  suppose  que  celte 

inclinaison  est  telle  qu'on  ait  ^  =  t ,  ou  que  la  tangente  à  la  courbe 

fasse  un  dcmi-angte  droit  avec  l'horizon ,  cette  supposition  donnera 
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— —  =  I  (obsenrcîs  que  le  signe  dt  ^  n'a  ici  aucune  influence 

parccque  la  valeur  de  À  ne  contient  que  7')  d'oii 

(2) f  =  — i+K3~=s  0,4143186. 

Cette  vâlelir  (le  e  étant  substituée  dans  l'équation  {2)  ttl^s  valeurs  de 
c  et  m  y  qui  résultent  de  cette  substitution,  étant  introduites  dans  les 
équations  (10)  et  (la)  de  l'art.  876,  ou  (i)  Pt  (2)  de  l'art,  précédent ,  les 
origines  des  coordonnées  a;  et  «  de  ces  équations  se  trouveront  transpor- 
tées au  sommet  et  donneront  très-aisément  là  position  de  tous  les  points 
de  la  branche  descendante. 

Je  désigne  les  équations  (i)  et  (2)  de  l'article  précédent,  lorsque  l'ori  - 
gine  des  x  et  z  est  placée  au  point  de  départ  du  mobile,  respectivement, 
par  jV/=o,  N  =  o,  et  ces  mêmes  équations,  lorsque  l'origine,  par 
les  substitutions  dont  je  viens  de  parler,  est  transportée  au  point  culmi  - 
nant,  par3i'  =  oetiV  =  o;  pour  faire  usage  de  ces  dernières  équations 
on  déterminera  d'abord,  la  position  de  la  nouvelle  origine  en  calculant, 
parles  équations  M=o  et  JV  =  o,  les  coordonnées  horizontale  et  ver- 
ticale du  point  culminant  que  j'appelle  x'  ■et  z'  et  qui  sont ,  comme  je 
l'ai  déjà  dit,  les  valeurs  âta:ttt  correspondantes  à  la  valeur  f  =  o  ; 
a/  et  z'  étant  ainsi  obtenues»  si  on  veut  connaître  l'amplitude  totale, 
on  fera  e  t»  V  datis  A^  =2  o  ,  la  valeur  correspondante  de  x,  que  je 
désigne  par  x"  sera  la  distance  horizontale  du  sommet  au  point  où  le 
mobile  rencontre ,  pour  la  seconde  fois ,  l'horizontale  passant  par  le 
point  de  départ,  et  on  aura  l'amplitude  totale  =:  a/  +  x".  (Voyez 
pour  plus  de  détail  le  mémoire  de  M.  Le  Gendre ,  ci  -  dessus  cité ,  et  les 
additions  qu'il  y  a  Faites  dans  ses  exercices  de  caîcnl  intégral  impri  - 
méesà  Paris  en  181 1). 

Équation  très -approchée  de  la  trajectoire,  lorsque  l'angle  de  projection  est 
petit,  ce  qui  est  le  cas  du  Ricochet. 

879.  On  peut ,  lorsque  le  mobile  est  lance  sous  un  petit  ai^le  de 
projection,  obtenir  une  équation  finie  entre  les  coordonnées  ^  et  2  de 
la  trajectoire  qui  donne  une  grande  approximation  j  pour  cela  ou  dé- 
veioppera  le  radical  K'i  +  ç'  ,  et  on  aura 

i/7T?»"  =  I  +T  9'  —  ï  y^+iV  /— f  te. 
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substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (8)  de  l'art.  865  —  ds  c'*'  := 
2&C0S.  *  0  dq  VT+V^  et  intégrant ,  on  a 

(i)  .  .— c'^*=a/rfJ5rcos.»^{ç+Jy3^-^y5  +  etc.i+cow/fln/#, 
on  a,  pour  déterminer  la  constante,  les  valeurs  simultanées  ^  =  o  et 
^  =  tang.  û,  ce  qui  donne,  en  faisant  tang.  0  ^Q, 

constante  = —  i  —  a^^cos.'  ff\Q  +  jÇ^  —  i:Ç^  +  et(:.\  j 

(fl) . . .  «-*'=}+»>^ircos."^U^— y)+i(Ç*^— ff^)+çtc-i  j    ■ 

l'hypothèse  l^te  sur  la  petitesse  de  l'ange  de  projection  rend' très  t 
aplatie  la  partie  de  la  courbe  située  au-desGUS  de  rhoriaontQle  pasaanc 
par  le  point  de  dépait ,  et  œèine  une  certaine  longueur  de  la  branche 
descendante  au-dessous  de  cette  horizontale;  ainsi,  Ç  étant  une 'petite 
quantité.,  Ç — ç  le  sera,  k  plus  forte  raison ,  dans  l'étendue  que  je  viens 
d'assigner,  et  on  pourra,  taxa  grande  errwrt  négliger  les  puissances  de 
Ç — fj  à  partir  de  la  â.'tt^«  qw*  réduira  l'équation  précédente  k 

(3) <'*'=ii+i^ffcw.«^(Ç— y). 

Ona, par réquatiou(7) de  l'art. 865^—  e   '^=*ff"co8.*^-T^_,  éliminant 

e  '  entre  cette  équation  et  la  précédente ,  et  faisant  ff  cas. *0=  W , 
on  a  l'équation  séparée^ 

de  laquelle  on  déduit  par  l'int^ration ,  après  avoir  multiplié  les  deux 
membres  par  jéj 

(5)  .  .  .  .  .  .  .  ^x=\og.]t+2^JI"(Ç—q)\j 

ta  constante  arbitraire  est  nulle  parcequ'on  a  les  valeurs  initiales  simul  - 
tanées  x  =  o  et  q  =  Ç. 

On  déduit  de  cette  équation 


(.6) 9=Ç- 


îJH"     ■" 

substituant  pour  y  sa  valeur  ~^ — 

(7)  ,  .  .  •.  2^B"&=  (l  +»^H"(>—  t^)jx; 
et  intégrant 
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2AH"z  =  {i+3.AH"Q)x~  -j-    +C. 

on  a,  en  même  temps,  a::=oeta  = 

.        Ji.l-^!LAH"Ç)a:-{^^-i) 

w "•= ' T^^W' • 

880.  Telle  est  la  forme  que  peut  prendre  l'équation  de  la  trajectoire 
lorsque  l'angle  de  projection  est  petit  ;  on  remarquefa  qu'une  partie  de  la 
valeur  de  «se  compose  de  l'ordonnée  =:  ()2;^xtang.<?j  à  la  droite  que 
le  mobile  parcourrait  dans  le  vide,  en  vertu  de  Timpulsion  initiale,  s'il 
n'était  pas  animé  de  la  pesanteur  ;  le  surplus  de  la  valeur  de  2  étant  la 

quantité  soustractive "'Axatî'' ""  1"'  mesure  rabaissement 

(le  chacun  des  points  de  la  trajectoire  au  -dessous  du  point  correspondant 
à  la  n>éme  valeur  de  a:  de  la  droite  dont  je  viens  de  parler. 

Le  calcul  des  valeurs  de  s  j  d'après  des  valeurs  données  de  x,  et  le 
tracé  de  la  courbe  sont  d'ailleurs  faciles; on  fera  passer,  par  l'origine 
ou  point  de  départ,  une  droite  faisant  avec  l'horizontale  un  angle  dont 

la  tangente  ^ -^  j  et,  imagmant  cette  droite  coupée  par 

une  verticale  dont  la  distance  au  point  de  départ  soit  x ,  on  déterminera 
un  point  de  la  courbe  en  portant  sur  cette  verticale,  au-dessous  de  son 
point  d'intersection  avec  la  droite  inclinée  dont  je  viens  de  parler,  un 
nombre  d'unités  de  longueur  égal  au  nombre  dont  Ax  est  le  logarithme 
népérien  diminué  de  l'unité  et  divisé  par  s.A^U"\  on  pourra  se  servir 
des  tables  des  logarithmes  vulgaires,  dont  la  base  =  10,  en  prenant^ 
dans  ces  tables,  les  nombres  e*^*  correspondants  auxlogarilîimes  vul- 
gaires ayant  pour  valeurs  0,4842945  Ax. 

Dounéei  eTpérimentales  d'après  lesquelles  on  peut  établir  de>  calculs  absolu* 
sur  les  trajectoires  décrites  dans  les  milieux  résistants. 

881.  L'ezamen  critique  des  eipériences  faites  sur  le  mouvement  des 
projectiles  dans  les  milieux  résistants,  nécessaire  pour  en  .tirer. des  ré- 
sultats applicables  à  la  pratique  de  l'artillerie,  exigerait  une  discussion 
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étendue  el  détaillée  à  laquelle  les  bornes  de  ce  cours  ne  me  permettent 
pas  de  me  livrer;  )e  me  restreindrai  k  donner  ici ,  en  faveur  des  élèves 
qui  voudraient  s'exercer  k  l'application  numérique  des  formules  dé- 
montrées depuis  l'art.  865 ,  quelques  bases  de  calcul  absolu. 

Voici,  relativement  à  la  résistance  de  l'air,  une  évaluation  du  coeffi- 
cient -j  ^  du  quarré  de  la  vitesse ,  dans  l'expression  de  ^  (  art.  865  ) 
déduite  de  ces  deux  propositions  de  Newton,  savoir';  «  i.**,  U  résis- 
«  tance  qu'éprouve  une  surface  plane ,  mue  dans  le  sens  d'une  droite 
«  qui  lui  est  perpendiculaire ,  est  égale  au  poids  d'une  colonne  d'air 
«  ayant  cette  surface  pour  base  ,  et ,  pour  hauteur  ,  la  hauteur  due  à  la 
«  vitesse.  2.°  La  résistance  qu'éprouve  une  s|^ère  est  la  moitié  de  celle 
«  qu'éprouverait  son  grand  cercle.  » 

Soient  ^  la  densité  du  fluide  traversé  par  le  mobile,  D  le  diamètre  de 
ce  mobile,dont  la  forme  est  supposéesphérique.K  sa  densité,  csa  vitesse 

et  par  conséquent la  hauteur  due  à  cette  vitesse,  ^  la  demï-cir- 

conférence  dont  le  rayon  =  i  ,  le  poids  de  la  colonne  du  fluide  j 
ayant  pour  base  une  surface  plane  égale  à  celle  d'un  grand  cercle  de  la 

sphère  et  pour  hauteur ,sera  =  £A.i?rD^. ^~f(  •jtD^  .  • ; 

!a  moitié  de  cette  quantité  divisée  par  la  masse  du  mobile,  ou  par  7  irKV^, 
donne  \a.  force  retardalrice  due  à  la  résistance,  laquelle  force  a,  ainsi, 

pour  expression  -5-.  — ^  .  -^i  telle  est  la  valeur  absolue  de  r  dans 

3A 

l'équation  (1)  de  l'art.  865,  ce  qui  donne  \  ji  =  ~QTiK~  ■'■°" 


4i?K 


—Tr  OU  ^,  est  la  quantité  qu'on  a  supposée,  art. 876,  égale  au  produit  de 

l'unité  linéaire  par  la  fonction  ,  de  dimension  nulle, ^ —  ,  dans 

laquelle  e  se  détermine  de  manière  que  cette  fonction  elle-même  soit,  ■ 

dans  ses  plus  grandes  variations,  peu  différente  de  i.  L'expression 

A,    DK  ,       .  .    ,  <oOR    ^  .    , 

s f —  j  ou,  plus  généralement,  ■■  y     '  doit  donc  être  prise  pour 
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unité  dans  les  calculs  num^iquffs  établis  d'après  les  formules  des  articles 
876,  87701878,  c'est-à-dire  que,  d'une  part ,  les  expressions  numé< 
riques  de  toutes  les  quantités  linéaires  constantes  qui  entrent ,  comme 
données  ,  dans  ces  formules ,  énocent  seulement  les  rapports  de  ces 

lignes  avec  la  quantité  linéaire  — r —  D ^  ^t  que^  d'une  autre  part,  les 

nombres  déduits  de  ces  mêmes  formules,  e(  représentant  les  ioconnues 
Xj  z,  etc.  ne  «oinl,  pareillement,  que  les  rapports  de  x,  2  etc.-  avec  la  même 

quantité  — j—  Dj  et  si  on  veut  avoir  x^  s  etc.  en  unités  ordinaires,  il  - 

faut  multiplier  tes  derniers  rapports  dont  je  viens  de  parler  par  la  valeur 

roK  1    !•         T»  1         »  "'•^ 

~~i —  ■0_,  eomesurantla  ligne// avec  les  mêmes  unitt-sj—T- est  tou- 

iours  un  nombre  abstrait. 

Le  rapport  de  la  densité  du  fer  de  fonte  à  la  dmsité  moyenne  de  l'air 

étant  celui  de  6047  :  i,  on  a,  pour  les  boulets  de  canon,— ,—=6047 
d'où  X  =  -2 ^-^ =  8o63  2ï  et  ^  = 


88a.  Il  est  essentiel  d'observer  que  cette  évaluation  de  .^^  dont  l'exac- 
titude'est  assez  satisfaisante  dans  le  cas  des  petites  vitesses,  s'écarte  de 
la  vérité  lorsqu'il  s'agit  des  vitesses  dont  sontanimés  les  projectiles  lancés 
par  les  bouches  ji  feu;  les  vitesses  initiales  de  ces  projectiles  sont,  d'après 
les  expériences  de  Robins,  du  Chevalier  D'arcy.du  Comte  deRumford, 
de  Hutton  etc.  de  400  à  5oo  mètres  (*)  en  prenant  pour  unité  de  temps 

[*}  Dani  le  cai  de  la  proposition  V  du  chapitre  s  de  l'ourrage  de  Bobina, 
cité  art.  859  ,  la  viteste  initîalB  du  projectile  était  de  i6£o  piedi  anglaii ,  ou 
Soa"'  ,76. 

M.  le  Colonel  Grobert  et  moi ,  aront  fait ,  en  i8o3 ,  une  longue  ntïte  d'ei- 
pérîcnces  sur  la  vitcise  initiale  dei  balles  lanoéet  par  ■évt  fusils  d*infanterie  et 
de  cavalerie,  avec  un  «ppareîl  très-ingénieux,  imaginé  par  M.  Grobert,  et 
sur  lequel  j'ai  lu,  k  ITostitut  Impérial  j  un  rapport  qui  a  été  imprimé.  Le  ré- 
,  suhat  xaojaa  de  ces  espérienccs  est  qu'une  4)alle  de  plomb  du  poids  de  k^ 
gramnaes  —^ ,  chassée  avec  la  moitié  de  ce  poids  de  poudre  ,  est  animée  d'une 
vitesse  initiale  de  390^'',47  si  elle  part  d'un  canon  de  mousqueton  de  0™,756 
<ie  longwear ,  et  d'une  rltesse  -de  ^'"^  si  elle  part  d'un  cajmn  de  fusil  d'in  - 
fanterie  de  i"^ ,\2'j  de  longueur;  on  voit  que,  dans  ce  dernier  cas,  l'excès 
de  vitesse  n'est  pas ,  à  beaucoup  près ,  en  proportion  arec  l'excès  de  longueur 
iiu  canon. 
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l'ancienne  secopde  sexagésimale;  Jesélfeves  qui  voudront  faire  quelques 
applications  des  formules,  comme  simples  exercices  de  calcul,  pourront 

donner  au  coefficient  de  -7~  I^j  dans  l'expression  de  Àj  des  valeurs  arbi- 
traires, comprises  entre  celle  qui  a  été  trouvée  ci -dessus  et  sa  moitié, 
mais,  lorsqu'il  s'agira  d'applications  efTectives  à  la  pratique  de  l'artillerie, 

il  faudra ,  en  posant  l'équation  générale  À  =  — r —  j  donner  au  coi-fïï- 

cient  a  la  valeur  convenaMe  à  chaque  cas  particulier.  Malheureusement 
les  données  expérimentales,  que  nous  avons  sur  cette  matière,  laissent 
encore  beaucoup  d'incertitudes,  qu'on  pourra  diminuer,  m^s  qui,  selon 
toute  apparence,  ne  seront  jamais  complètement  levées.  Il  faut  considérer 
que,  dans  les  mouvementé  très-rapideSf  lapresùoode  l'air,  sur  Ift partie 
postérieure  du  mobile,  est  considérablenïent  diminuée  et  devient  mime 
nulle  lorsque  le  mobile  a  une  vitesse  de  plus  de4i6°>,  c'e»t-b-direune 
vitesse  supérieure  ji  celle  dont  tes  miJécules  d'air  sont  aiûmées  lorsqu'elles 
affluent  dans  un  espace  vide ,  ainsi  qu'on  le  verra  danslaïuite  ducoiirs; 
cette  circonstance  doit  faire  varier  sensiblemeot  l'effet  de  la  presMoa  de 
l'atmosphère  sur  la  partie  antérieure  du  mobile.  On  peut  observer,  encore, 
que  certains  projectiles,  tels  que  les  bombes,  s'élèvent  à  des  hauteurs 
assez  considérables  pour  que  la  dénoté  de  l'air  ne  puisse  pas  être  regardée 
comme  constante  dans  l'étendue  entière  de  leur  trajectoire  etc.  etc.  Je 
ne  m'étendrai  pas  d'avantage,  ici,  sur  cette  matière  qui  sera  fii^CLCéc 
ailleurs,  avec  les  détails  convenables. 

883.  Les  trajectoires  décrites  dans  le  vide  étant  des  paraboles  appol- 
lonienes  sont ,  co:mnie  on  le  sait ,  des  courbes  semblables,  et  je  ferai 
remarquer  quelques  propriétés  analogues ,  dont  jouissent  les  trajectoires 
dccritesdaDS  des  milieux  résistante  qu\  sont,  d'ailleurs,  comme  on  a  pu  le 
voir  par  ce  qui  précède,  très-différentes  des  paraboles.  Lorsque  des  ma* 
biles  sphériques,  de  même  matière,  se  meuvent  dans  un  même  milieu,  les 
équations  représentées ,  art.  878,  par  M=  o ,  iV=  o,  M'  =  o,  iV  =  o,  oc 
contiennentd'ai^es<oa&tan  tes -d'Après  lesquelles  les  trajectoires  puissent 
différer  les  unes  des  autres ,  que  À^ffct^j  ensortc  que  pour  un  même 
angle  de  projection  Û,  et  pour  un  même  rapport  entre  la  hauteur  ^  due  k 
la  vitesse  qui  rend  la  résistance  égale  au  poids  du  mpbile,  et  la  hauteur 
ff  due  k  la  vitesse  de  projection ,  les  courbes  sont  semblables  ;  mttia 
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d'après  ce  qui  est  dit,  art.  88i ,  lorsqu'on  a  calculé  les  nombres  i-epré- 
aenlant  a;_,  s  ,  «',  s',  par  les  équations  ci-dessus,  il  faut  multiplier  ces 
nombres  par  la  valeur  effective  de  la  quantité  À  qui ,  dans  le  calcul ,  a  été 
supposée  =  I ,  afin  d'obtenir  les  valeurs  linéaires  rapportées  aux  unités 

usuelles  ;  et  cmnme  À  ^  — y est  proportionnelle  au  diamètre  du 

mobile  ,  les  dimensions  absolues  des  trajectoires  semblables  ,  dont  je 
viens  de  parler,  et ,  par  conséquent,  les  hauteurs  des  jet?  et  leurs  am- 
plitudes sont  proportionnelles  au  même  diamètre. 

Noms  d«  principaux  Astronomei  qui  n  «ont  occupés  du  Système  du  Monde 
•  Lois  de  Kepler. 

884.  Hipparque,  le  plus  grand  Astronome  et  l'un  des  plus  beaux  gé' 
nies  de  l'antiquité,  parait  avoir,  le  premier,  employé  pour  soumettre 
au  calcul  les  mouvements  célestes,  des  lois  Iiyjiothétiques  qui  ne  ser- 
vaient ,  avant  lui  ,  qu'à  fournir  quelques  explications,  plus  ou  moins 
vagues,  de  ces  mouvements.  Il  était  néàNicée  en  Bithynie  ;  il  vécut 
dans  le  second  siècle  avant  notre  ère. 

884.  Ptoleméej  né  à  Ptolemaide  en  Egypte,  et  qui  fleurissait  à  Alexan- 
drie pendant  ta  i .'«  moitié  du  s."  siècle  de  notre  ère,  a  laissé  un  grand  et 
important  ouvrage  sur  l'Astronomie ,  intitulé  Composition  mathéma- 
t.i<jue,  et  qu'on  appelle  aussi  Alma^sle ,  d'après  les  Arabes  (*). 

La  terre,  dans  le  s^-stéme  de  ces  Astronomes  et  suivant  l'opinion  pres- 
que unanime  de  l'antiquité  est  immobile  au  centré  du  monde;  les  autres 
planètes  et  le  soleil  tournent  autour  d'elle,  et  on  a  imaginé,  pour  expli- 
quer les  phénomènes  apparents  et  les  rendre  compatibles  avec  le  mouve  - 
ment  uniforme  et  circulaire,  regardé  par  les  anciens  comme  le  seul 
convenable  aux  cori»  célestes ,  des  combinaisons  ^'excentriques  et 
À'épicydes  dont  la  complication,  fort  -  embarrassante  ,  augmentait  à 
mesure  que  l'art  d'observer  se  perfectionnait,  et  qu'on  découvrait  des 
phénomènes  nouveaux. 

Ce  mécanisme  des  mouvements  célestes ,  quelque  difTérent  qu'il  fut 

(*)  M.  Halma ,  Bibliothécaire  de  l'École  Impériale  des  Ponts  et  Chaussées, 
publie  ,  en  ce  moment ,  une  traduction  française  de  VAlmageste ,  avec  le  texte 
grec  en  regard,  qui  est  fort  estimée  des  savants,  et  qui  a  eu  l'approbailon  de 
la  première  classe  dé  l'Institut  Impérial. 

de 
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^e  celui  de  la.nature,  n'en.ia  pa$  moins  é(t  g^'oéraîenhent  enaeigaé  et, 
on  pourrait  dire,  maintenu  religieusement  dans  l'opinion,  pendant  14 
siècles  depuis  Pto)emi'e.  Copernic,  né  à  Thorn  en  1473,  établit,  le  pre- 
mier, sur  de  solides  preuves,  dans  son  livre  De  Rtvolulionibus  orhium 
ce lestium y  m\& autour  en  lôdS,  la  véritable  compositioa  du  systênie 
du  monde;  mais  il  conserva  les  mouvements  circulaires. 

Kepler,  né  i  Viel,  en  1571 ,  fît  de  l'astronomie,  par  la  découverte  de 
ses  fameuses  lois  ^  une  science  absolument  géométrique;  i)  déduisit  ces 
lois  de  l'observation  et  les  publia,  en  1609,  dans  l'ouvrage  intitulé 
Astronomianova  etc. 

Galilée,  ne  à  Pise,  en  i564,  appliquant  le  télescope  aux  observations 
célestes,  au  monient  où  cet  admirable  instrument  venait  d'être  inventé, 
acheta,  aux  dépens  de  son  repos,  la  gloire  d'enrichir  l'Astronomie  nou- 
velle des  plus  brillantes  découvertes. 

Il  était  réservé  à  Newton  de  remonter  jusqu'au  principe  physique 
d'oii  découlent  les  lois  de  Kepler  ;  la  première  édition  de  l'immortel 
ouvrage  At%  principes  parut  à  Londres,  en  1687,  cent  douze  ans  avant 
la  publication  de  la  Mécanique  céleste, 

8iJS.  Les  lois  de  Kepler,  qui  ne  supposent  que  l'action  d'une  force 
centrale  unique ,  furent  les  premières  conséquences  déduites  du  prin- 
cipe de  la  gravitation  universelle  ,  et  elles  ne  laisseraient  rien  à  dé- 
sirer, pbur  l'explication  des  phénomènes ,  dans  une  hy])othèse  de  cor- 
respondances  isolées  entre  un  centre  de  forcesimmobile  et  des  points 
matériels  circulant  autour  de  lui  sang  actions  réciproques  les  uns  sur 
les  autres.  Cest  dans  cet  état  de  simplicité  que  je  vais  d'abord  consi- 
.  dêrer  les  choses;  je  démontrerai ,  dans  la  suite  du  cours,  les  princijtfs 
d'après  lesquels  on  peut  avoir  égard  aux  actions  réciproques. 

Voici  les  lois  de  Kepler  :  ' 

«  i."  Les  aires,  que  décrivent,  autour  du  centre  du  Soleil,  les  rayons 
«  vecteurs  des  centres  de  gravité  des  planètes,  sont  proportionnelles 
«  aux  tempspendant  lesquels. ellesisont  décrites.  . 

«  a."  Les 0r^j/es  des  plenèi-es  sont  des  ellipses,  et  le  centr^-dti  soleil 
«  occupe  un  des  foyers  de  chacune  de  ces  ellipses.  ' 

«  3.°  Les  quarrés  des  temps  des  révolutions  totales  des  planètes  sont, 
«  epir'eur,  comme  les  cubes  des  grands-axes  de  leurs  orbites. 
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Êqnàtipn  po1air«  éei  courbe*  du  domine  çriro ,  pour  lervir  de  préparalîoir 
il  l«  t^Niirîe  du  moueemept  dci  plaoèict. 

Fig.  4  et  5.  886.  Soifnt  4B  et  DE]e  çrand  et  le  petit  axe  d'unç  ellipse  ou  d'une 
hypecbole  dont  !es  foyers  sont  en  5  pt  S'j  menant  les  deux  rayons 
vecteurs  SM  et  S' M^  et  abaissant  la  perpendiculaire  PM  syr  u^B, 
prolongée  s'il  est  nécessaire,  je  fais 

Sif=rj  ang]e MSy4  =  ^. 
l«i  propciété  fondameptale  de  l'une  et  l'autre  courbe  donne 
.4B  —  5'^  +  .VAf  ==  ±SM  +  l/pa*"^ ^'^  j  çt  on  a  ^B  =  la, 
PM  =  rain.^j  PS'  ^  sA  +  rcos.^/ substituant  ces  valeurs,  réduisant 
et  tirant  la  valeur  de  r, 

+(a'' A*)     l  ^'  lignes  supérieur  ef  inférieur  «  rap - 

^i)   .  .  ,  r=    — "*  ■  - ■,  ■ T' '  <por(ent ,   regpectiveraent ,  à  l'ëllipte  et  à 

■  yf     ^j'hyperbole. 
On  peut,  dans  cette  équation,  remplace  A  par  sa  valeur  as^  ce  qui  donne 

-l-fjfj gt\    (Même  obierrationquecr-d^Mua  reladrc- 

(a).   .   .   .  r^  -~^= — ^'--r— —'ornent  au  double  li^e.  Oa  a  daoa  l'cUipeff 
l  +  ecos.ip     j«^i,  et  dan» l'hyperbole  f>l. 

Si,  dpp»  cette  dernière  équation  f  on  fait  ^  =  j  o'^  d'oifco^.  ^=o-,  le 
rayon  vecteur  r  deviendra  unp  perpendiculaire  au  grand  axe  aboutissant 
d'une  part. à  la  courbe  et  de  l'autre  au  foyer,  c'est-à-dire  dewendra  le 
denni- paramètre  ayant  pour  valeur  +fl(i  — «*);si,de  plus, on  désigne 
le  paramètre  entier  p^ra^^  l'équation  polaire,  applicable  tant  à  l'elftpEe 
qu^  l'byperboje ,  aer« 

(3) .r=—-J—- 

^   '  I  +  tf  COS.  0 

L'équation  polaire  de  la  parabole  se  déduit  immédiatement  de  (3) ,  pn 
observant  que  la  parabole  est  une  ellipse  dont  le  centre  est  inrinimrnt 
cloigné  de  son  sommet  W  de  son  foyer,  ces  deux  derniers  points  étant  îi 
unedistant»  fmie  l'un  de  l'autre,  ce  qui  permet  denë|jUger  la  did^Fcncc 

de  SCk  CA  tt  de  regarder  ■„.■;,  ou  js^  comme  ëgal  à  l'units;on  a, 

ainsi ,  pour  l'équalioa  polaire  de  la  parabole,  lorsque  1«  rayon  vecteur 
part  du  foyer. 
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r=.  ^         . 

1+  cbs.# 

On  introduira  daœ  les  équations  pfétildentts  le  petit  âxé  3.h  au  ihoyen , 
de  la  valeur  connue  p  = de  laquelle  on  déduit 

(5)  .  .  .  i»=/i«=i  +  a»(i—  f«).}  Memeob«r«tîoiiqu«cM««i. 
^  '  r       _      V  7    IrtUtiVwrent  an  double  tigue. 

Les  distances  de  Porlgine  S  k  chacundes  jonjmets  ^  et  B  ont,  pour 
valeurs,  S^  =i^(a  —  fi)  et  SB  ==  (a+  A)j  ou,  en  introduisant  la 
valeur  ae  àe  /t, 

^  ^ ]SB=a(i  +  g)j 

ces  valetiTssont/  pour  l'ellipse,  celles  du  plus  petit  et  du  plus  grand 
rayon  Vecteur;  leur  demi-somme  a  est,  par  rapport  au  foyer  Sj  ce  qu'on 
appelle  la  distance  moyenne. 

Les  loi'  de  Kepler  éianl  ilippotée*  conliiiei  par  l'obterration  dea  mourementR  ce  ■ 
ïestet ,  déduire ,  de  cpi  XoUi^^èxp'retSioa  de  la  fot'Ce  ^i  agi  t  sur  chaque  planète. 

8^7-  La  I."  et  la  a.*  loi  de  Kepler  suffisent  pour  la  solution  du  pro- 
blême qu'il  s'agit  de  résoudre  en  ce  moment.  Puisque ,  par  la  i .'"  loi, 
les  aires,  décrites  autour  du  centre  du  soleil  par  le  rayon  vecteur  du 
centre  d'une  planète,  sont  proportionnelles  au  temps  •  1&  direction  de 
la  résultante  de  toutes  les  forces  ou  de  la  force  unique  qui  sollicite 
cet  astre  (on  peut  considérer  làplanète  comme  un  point  matériel  oc- 
cupant fa  place  de  son  centife  de  gravité)  doit,  art.-  84*3,  passer  par 
le  point  autour  duquel  les  aires'  ont  la  propriété  sus-énoncée.  On  a 
àot\€,  ew  noiïiAïaïlt  t  \é  fayon  vecïeur  rfieiié'  du  centre  d\i  sbieil'-au 
centi'^  de  ïa  pl'ant-te  ,  dfo'  l'angle  décrit  paV  ce  rayo'rt'  pendant  l'instaflt 
dt,  et' ofeervânf  (^ue  là  surface  du  triangie'tflémetitaire,  engendré' pen- 
dant ctt  ÎDétaiit  dt,  a  po>if  v'aleur'  7  r.  rdio  ,  l'équation 

(i^  .  .  .  r*(/(B"^  Éîf^.  î  Ce«t  uneconstante  arbitraire. 

On  a  dé  plus,  en  désignant  par  F  layb/ce  «cc^/ern/r/cfi  de  là  plaiSéle,  duie' 
à  la  puissance  inconnue  qui  agit  sur  elle,  et  qoi,  dirigée  suivantle  rayon/-, 
tend  à  diminuer  ce  rayon,  l'équation  générale  de  l'art.  822,  où  les  termes. 
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sous  le  signe/* peuvent,  arr.  476 ,  être  remplacés,  dans  le  cas  actuel,  par  le 
momen/ unique  (art.  467) — Fdr^  ce  qui.  donne,  en  appelant  fia  vitesse 
dans  le  sens  de  la  courbe  parcourue 

(a)  .  .  ,  c*  =  i7^ —  3    /  Fiir  J\  U'  e<t  Une  coudante  arbitraire. 

ou,  comnie  l'élément  de  courbe,  parcouru  pendant  l'instant  tit,  a  pour 

,         ,, ,.     .  dr^+r*da^ 

valeur  J/rfr» H- j-'rf®*  et  qu  ainsi  f'=  ^ ^-^ , 

(3) '^'••  +  ^°''--    =  U'-^    Crdr. 

Eliminant<//enlielcs^quationg(i)et(3)etprenantIavaIeurde    /  Fdr, 


(4).  '■- 


d'où  on  tire  par  la  difTérentiation 

Telle  est  la  valeur  de  la  puissance  F  résultant  de  la  combinaison  de 
la  première  loi  de  Kepler  avec  la  valeur  de  la  v'uesse,  art. 822,  indis- 
tinctement applicable  à  un  mouvement  quelconque.  Cette  équation  (5) 
serait  celle-  de  la  courbe  si  F  était  donnée  en  fonction  de  r  j  mais  c'est  F 
qu'on  veut  avoir  et  la  courbe  est  connue  par  la  seconde  loi  de  Kepler, 
son  équation  polaire  étant,  art.  886  équation  (2),  . 

,,.  • /i(l —  e') j  L'ellipse  ADBEA  est  suppo- 

\   )   '   '  '  ^~      I  4-  f  cos  (o  —  S2)     'J«e  être  l'orbite  de  U  planète. 

r  étant  le  rayon  vecteur  qui  a  son  origine  au  centre  du  soleil  et  son 
extrémité  au  centre  de  la  plantte  ;  <», l'angle  variable  formé  par  r  et  par 
une  ligne  SU'  menée  arbitrairement  dans  le  plan  de  l'orbite,  et  J2  l'ange 
constant  fotmé  par  le  grand  axe  AB  et  par  SB' j  au  moyen  de  quoi  l'angle 
^  de  l'article  cité  est  représenté  par  es  —  S2. 

L'équation  précédente  peut,  en  remettant  ^  à  la  place  de  o  —  -f^  , 
prendre  la  forme 

(7) '■+ rf  COS.  ^  ===  «(i  — f'} 

et  a  pourdifTérentielle 
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(8) <fr(i  +ecos.^) — red^vm.^  =  Q. 

Remplaçaot,  dans  cette  dernière  équation,  i -)-  f  cos.  ^^  qui  équivaut 
à  i+e  COS.  (« — J2),  par  sa  valeur  — ^ tirée  de  (6),  on  en  dé- 
duira, après  la  substitution, 

sin.'^  = 
l'équation  (7)  donnera 


Sfl(i  — g*)  a»(i— g')* 

ajoutant  ces  deux  équations,  observant  que  sio.*  1^  +  cos.'  ^  =  i ^  dïf- 

dr 
férentiant  l'équation  somme  et  prenant  U  valeur  de    — t-^  ,i.  ,  ■  on  a 

.    ,  dr d^  f  dr'    \       ■ 

enfin  cornparant  cette  dernière  équation  avec  l'équation  (5),  et  ayant 
égard  à  la  valeur  4i  =  œ — S2  qui  donne  d^=^dta3  on  a  ultérieurement 

ainsi  la  force  F  qui ,  émanant  du  centre  du  soleil ,  agit  sur  la  planète , 
est  réciproquement  proportionnelle  au  quarré  de  la  distance  r  entre 
les  centres  des  deux  astres. 

Solution  du  problême  inverte  de  celui  qu'on  vient  de  réioodre  ,  dans  lequel  on 
se  propose  de  déterminer  l'orbite  ,  lonque  la  loi  de  l'action  de  la  force  cen- 
tral«  eat  donnée. 

888.  Le  résultat,  énoncé  par  l'équation  (10)  de  l'article  précédent, 
est  un  des  plus  remarquables  auxquels  On  soit  jamais  parvenu  dans  les 
sciences  physico-naathématiques  ;  je  dois  ajouter  qu'il  n'y  en  a  pas  de 
mieux  constaté;  quelques  phénomènes,  qui  avaient  d'abord  paru  s'écarter 
de  la  loi  découverte  par  Newton,  sont  rentrés  sous  cette  loi  à  mesure' 
que  la  perfection  de  l'analyse  a  permis  de  les  soumettre  au  calcul  ;  mais 
les  données  fournies  par  Kepler  ne  se  rapportent  qu'à  des  orbites  elHptî  - 
ques,  et  on  a  quelques  raisons  de  penser  que  certains  corps,  soumis  k' 
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la  même  force  qui  régit  notre  «ystém^,  pourraient  s'^arter  indéfiniment 
du  loleil,  c'est-à-dire  se  mouroir  dans  des  orbites  non  fermée*}  il  est 
donc  également  importatit  et  curieux  de  connaître  toutes  les  courbes 
d'orbites  compatibles  avec  la  loi  de  l'attraction  en  raison  inverse  du 
quarré  des  distances  ;  et  on  arrivera  à  cette  caDDaiitance  en  prenant  Cette 
lui ,  pour  donnée,  et  checchaot  k  en  condure  la  courbe  décrite  ;  l'équa- 
tton  finale  donnera ,  nécessairement,  vu  la  généralité  de  fanalyse ,  toutes 
les  solutions  possibles  du  problème. 

Je  vais  exposer  un  moyen  simple  et  direct  d'arrtver  à  cette  équa- 
tion, mais  il  est  nécessaire,  avant  d'entrer  en  matière,  de  rapporter 
k  des  idées  bien  nettes  et  précises  le  point  de  vue  sous  lequel  j'envisage 
l'état  de  la  question,  qui  a  déjà  été  établi^  en  peu  de  mots,  k  l'art.  88ô.  Je 
suppose  le soîcil  absolument  immobrledans  l'espace,  exerçant  une  actron 
sur  les  planètes,  qui  sont  assimilées  à  des  points  matî-rlels ,  et  n'en  éproii  - 
vant  aucune  de  leur  part  j  jetais  aussi  abstraction  desactions  qui  s'exercent 
de  planète  k  planète.  Les  mêmes  simplifications  seraient  employées  s'il 
s'agissait  du  mouvement  d^nn  aatellice  autour  dr  sa  planète.  Cet  état 
hypothétique  des  choses  àaoae  dé\k  une  grande  wprDximation  danft  les 
déterminations  des  mouvements,  vu  l'extrême  petitesse  des  masses  des 
planètes  par  rapport  à  cette  du  soleil,  3ur<tout  IdrsiqUë  Ton  ne  considère 
pas  cea  mouvements  pendant  une  longue  dui-ée;  et  on  en  a  la  preuve  dans 
les  résuftAts  obtenus  par  Kepler  qui  a  déduit  ses  lois  de  l'observation 
malgré  les  causes  anomales  qui  dérangent  le  mouvement  eltiptique,maîs 
dont  l'Influence  n*a  d'eflels  bien  sensibles  qu'après  un  certain  laps  de 
temps.  On  peut  ainsi  se-dispenser,  quand  il  ne  s'agit  que  d'établir  les 
premières  notiona ,  df avoir  égard  k  l'état  n!-el  du  système  dans  lequel  le 
mouvement  d'une  planète  est  modifié  par  les  actions-  qu'exercent,  Sur 
elle ,  non  -  seulement  le  soleil ,  mats  encore  les  autres  corps  du  système 
(on  devrait  même  dire  tous  les  ctffps  existams  dans  l'univeïs),  lesquels 
('■prouvent  eux -mêmes  des  réactions  delà  par:  de  la  planète  sur  laquelle 
ifs  agissent.  J'ajouterai  que  ces  effets  ne  pourroient  étr*  compatibles  avec 
.rimmobîTilé  absolue  du  sof^l  quepar  une  réunion  de  conditions  qui  A 
conti'élle  un  nombre  presque  infrni  dP  chances ,  tellement  qu'on  doit  la 
regarder  comme  impossible  ;  aussi  ItïAstronowfft' pensent- iis,  unani- 
mement, que  lesoleil  a  un  mouvement,  dans  l'espace,  du,  tant  aux  forces 
intérieures  de  notre  système  planétaire,  qu'à  des  forces  extérieure». 
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Enfin,  dans  l'état  de  simplicité  auquel  je  ramène  ce  système,  la  force 
désignée  par  F,  art.  887,  et  que  je  fais  émaner  du  centre_fixe  du  soleil, 
«t  unt  force  accélératrice ^  <[u\  est  proportionnelle  à  l^fone  motnce^ 
(art.  7*3  et  808)  et  la  représente  dans  les  équations  qui  ne  se  rapportent 
qu'au  mouvement  d'une  sçule  masse. 

889.  Passant  maintenant  à  I9  question  particulière  que  j'ai  en  vue, 

je  désigne  par  Â  la  valeur  de  FitTuoiié  de  distance;  j'ai  ainsi  i^=c= —^et 

Fdr^= ^,  d'où    /  {Fdr)  = j-  introduisant  cette  valeur 

dans  l'équation  (4)  de  l'art.  887  ^t  dégageant  de»,  on  ttQUve 
Cdr 

c>) • 


<--^-^)' 


Jç  pose  ré(|uatioD  bypolbétiquç 

C  h 

C 


W '>=- 


—dA 

la  valeur  de  ',> -."•  tirée  de  cette  équation  est  exactement  identi- 

que  avec  la  valeur  de  dm,  fournie  par(i),  et  comme     . ^ — ^ '  est  la 

différentielle  de  l'arc  dont  le  cosinu3=ylj  on  a^o»  =  rfiare(cos.  =  y))  j, 
d'où  on  déduit ,  par  l'intégration,  gï  =  arc.  {ces,  =  *!)  +  *G  ^  et 
X  =  COS.  (<û  —  •'î)^  en  désignant,  par  J2 j  \a  constante  arbitraire  ; 
iVquation  {»)  se  change  donc  en 

~--^  =  (^i^.+  -~^'cosin.(«-J3)^- 

rt  on  en  déduit 

(3)  .  .  . 


*  |.i  +  I  -jj-  +  I  y  €o«in.  (» — J3 


Posant  les  éc^uattons  hypothétiques 

,  .  C  U'C 

(*' T^f'-J^-^" 

l'équation  (3)  deviendra 
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p 

(6)  ....  .  r=  ,  +  e  cm.  (g>  —  J2)  ■  ' 
on  voit,  par  cer^ultat,  et  par  la  théorie  démontrée  art.  886,  que  la  lui 
de  la  raison  inverse  du  quarré  desdistapces  peut  avoir  lieu  non-seulement 
dans  une  orbite  elliptique,  mais  dans  une  orbite  qui  serait  une  section 
conique  quelconque  ;  j'examinerai  bientôt  les  circonstances  particulières 
qui  déterminent  le  mouvement  dans  l'une  de  ces  courbes  plutôt  que 
dans  l'autre. 

SI  est ,  comme  à  l'article  887 ,  l'angle  constant  formé  par  le  grand 
axe  de  la  section  conique  et  par  une  ligne  fixe  menée  dans  le  plan  de 
cette  courbe;  a  est  l'angle  formé  par  cette  même  ligne  fixe  et  par  le 
rayon  vecteur  r,  et  es — /2  l'angle  formé  par  le  rayon  vecteur  et  par  l'axe. 

péterminatioD  de*  rapporta  entre  les  acllont  reipectirecdu  loleil  sur  dilTë- 
rcDles  plaDetet ,  lorsqu'on  connaît  les  rapport*  dei  distances  entre  le  centre 
d'adlon  et  les  centres  des  astres  sur  lesquels  cette  action  s'exerce.  Consé- 
quences de  celte  détermination  relatives  à  l'universalité  de  la  loi  d'attrac- 
tion ebtre  les  corps-  Le  mouTement  des  graves,  près  ta  surface  de  ta  Terre, 
peut  fournir  des  mesures  absolues  pour  toutes  le*  forces  ijuî  «'s^ercent  dans 
)e  tvttéme  planétaire, 

890.  Les  deux  premières  lois  de  Kepler  suffisent  pour  la  détermina- 
tion des  rapports  qui  existent  entre  les  intensités  d'action  du  soleil  sur 
chaque  plantte,  en  particulier,  lorsque  la  distance  entre  les  centres  des 
deuxastres  varie;  il  reste  encore,  pour  compléter  les  recherches  relatives 
aux  propriétés  fondamentales  des  forces  centrales  qui  régissent  notre 
système  planétaire  ,  à  trouv'er  les  rapports  entre  les  actions  respectives 
du  soleil  sur  diflTérentes  planètes,  lorsqu'on  connaît  les  rapports  des  dis- 
tances entre  le  centre  d'action  et  tes  centres  des  astres  sur  lesquels  cette 
action  s'exerce;  la  3.*  loi  de  Kepler  va  servir  de  base  à  la  solution  de 
ce  problème. 

Reprenons  l'équation  r*da>^i^  Cdt,  de  l'art.  887,  cette  équation  donne 
par  l'intégration  ,yr»(Â»  =  C/  +  *">/ï.r/an/e^"  f*  ^o  est  le  double  de  l'aire 
élémentaire  décrite  au  tour  du  centre  du  soleil,  pendaiit  l'instant  dt, 
par  le  rayon  vecteur  de  la  planète ,  et  si  oii  suppose  que  l'aire  intégrale 
est  nulle  lorsque  t  =  Oj  on  aura  constante  =  9,  eç 

(■) 
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(i)  .  .  .  .   ^  ire  décrite  pendant  le  temps  t-^\Ct. 
Soit  T  le  temps  de  la  rëvolution  entière  de  la  planète  dans  ftôn  àr- 

bitc  elliptique,  la  sui-face  de  l'ellipse  ayant  pour  valeur  fra^y^i—g^ 

on  aura  jra"  K"i— é*  =  -f  CT  d'où 

w, c=.i2ï!ijHïL, .  .     "    :. 

d'une  autre  part  on  a,  équation  (10)  de  l'art.  887  e^  art. 889,  les  valeurs 

F:=^  — . —  — :  _— -  desquelles  on  déduit 

«(1 — f»)r"  r*  ^ 


(3) *  =  - 


or,  par  la  3.*  loi  de  Kepler ,  le  rapport  ■■  ■^—    est  le  même  pour  toutes 

'  les  planètes,  la  quantité  h,  ou  laj^rre  accélératrice  &  l'uoité  de  dis* 
tance,  est  donc  une  quantité  constante  dans  le  système  planétaire,  d'oii 
il  suit  que,  quelques  soient  les  rapports  entre  les  masses  des  planètes,  la 
force  accélératrice  F  sera  la  même,  pour  chacune  d'elle,  h  une  néme 
distance  r  du  soleil  ;  X^force  motrice  sera,  par  conséquent ,  proportion- 
nelle &  la  masse ,  et  tous  ces  astres  étant  supposés  partir,  au  même  instant 
et  sans  vitesses  initiales,  de  diHerents  points  d'une  surface  sphérique 
commune,  qui  aurait,  pour  centre,  le  centre  du  soleil ,  se  mouvraient 
dans  le  sens  des  rayons  de  cette  sphère,  de  manière  qu'ils  se  trouveraient 
toujours  ensemble  sur  la  surface  d'une  même  ^^lère  concentrique  à  U 
suiface  de  départ,  et  arriveraient  au  même  instant  à  la  sur&ce  du  soleil. 
891.  Les  masses  des  planètes  et  leurs  actions  sur  le  soleil  produisant 
de  très-petites  anomalies  dans  ces  résultats,  dont  je  donnerai  bientôt 
l'évaluation ,  et  qui  ont  dû  échapper  aux  observations  de  KéplM  ;  on  ti'en 
est  pas  moins  en  droit  de  conclure  des  grandes  et  belles  vérités  de  fait 
précédemment  exposées,  que  la  force  attractive  d'un  des  corps-^  points 
matériels  de  l'univers,  désigné  par  ^,  s'exerce  indéfiniment  dans  toute  ' 
l'étendue  de  l'espace,  que  son  action,  sur  un  autre  point  matériel  ffy 
c'eA-à-dire  la^rce  motritft  due  àcette  action  «st,-touttt6  choses  égales 
d'ailleurs ,  réciproquement  proportionnelle  au  quarré  de  ta^  distance 
entre  ^  et  B^  enfin  que  l'effet  de  cette  action  n'est  ni  diminué  ni^nodifié 
par  ceux  que  le  corps  j4  produit  sur  tous  lc«  corps  delà  nature  «utres  queffi 
I  .A9 
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On  en  conclut  encore  que  la  force  en  vertu  de  laquelle  Im  corps  graves 
i-t'ndentàsemouvoirverslecenlredelaterre^pt  celle  qui  retient  les  pla- 
nètes dans  leurs  orbitef  autour  du  soleil,  et  les  satellites  autour  de  leurs  pla- 
nètes respectives,  sont  des  forces  de  même  nature  et  soumises  aux  mêmes 
lois.  On-  a  vu ,  art.  JS.B  et  suivants ,  que  tous  les  corps  graves ,  à  même 
distance  du  centre  de  la  terre,  étaient  animés  de  la  mème^ree  accélé- 
ratrice, quelques  fiassent  leurs  masses ,  et  on  peut  maintenant  affirmer 
que,  si  la  vitesse  de  la  tune ,  dans  le  sens  de  son  orbite ,  était  toul-à-coup 
anéantie,  elle  prendrait  (abstraction  faite  des  actions  étrangères  k  celle 
de  sa  planète)  un  mouvement  dans  le  sens  delà  droite  qui  unit  son  centre 
h  celui  de  la  terre,  tel  que  les  relations  entre  les  temps,  les  espaces  par- 
courus et  les  vitesses,  seraient  exprimés  par  les  mêmes  équations  que 
j'ai  employées  dans  les  art.  cités ,  oii ,  en  traitant  du  mouvement  vertical 
des  corps  graves  ■  dans  le  vide,  j'ai  introduit ,  dans  l'analyse,  les  distances 
,  de  ces  corps  au  centre  de  la  terre.  On  peut  même  vérifier  cette  assertion , 
dans  le  mouvement  effectif  de  la  lune,  par  la  considération  de  la  dilTé- 
reoce  entre  la  sécante  et  le  rayon  d'un  très-petit  arc  de  son  orbite,  par- 
coum  pendant  un  temps  donné,  ^fFh-ence  qu'on  peut.  Vu  la  petitesse 
de  l'arc ,  regarder  comme  égale  au  sinus  verse.  J'expliquerai  bientôt  la 
théorie  de  cette  vérification  k  laquelle  certaines  positions  de  la  tune  sont 
particulièrement  propres  ;  on  dit  quece  fut  la  première  tentée  par  Newton, 
pourreconnaître  l'universalité  du  principe  de  l'attraction  ;  une  mesure 
erronée  de  la  terre  le  conduisit  d'abord  à  un  résultat  peu  favorable  & 
son  système ,  et  il  abandonna  ses  calculs  jusqu'à  ce  ^ue  'le  degré  du 
méridien,  mesuré  par  Picard  en  1671  ,  lui  eut  fourni  des  données 
plus'ejcactes. 

893.  L'action  du  soleil  sur  une  planète ,  et  celle  d'une  planète  sur 
son  satellite,  étant  tes  résultats  des  actions  particulières  de  chacune  des 
molécules  du  soleil  et  de  la  planète,  on  tire  de  cette  considération  une 
conclusion  parfaitement  d'accord  avec  les  faits,  savoir,  que  les  actions 
«bnt  je  viens  de  parler,  sont,  à  des  distances  égales,  proportionnelles 
aux  masses  des  corps  qui  les  exercent  ;  de  manière  qu'en  dernier  résultat 
l'intensité  de  la  force  attractive  suit  le  rapport  direct  de  la  masse  et  le 
rapport  inverse  du  quarré  de  la  distance.  En  raisonnant  d'après  cette 
double  loi ,  et  en  conservant  l'hypothèse  de  l'extrême  petitesse  des  pla- 
nètes  par  rapport  au  soleil  et  des  sattrilites  par  rapport  à  leurs  planètes 
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respectirea ,  on  voit  que  \a  force  accSIératrtce  connue,  dont  les  corps 
sont  animés  près  de  la  surface  de  la  terre ,  peut  serrir  de  terme  de  compa- 
raison ou  d'unité  pour  évaluer,  en  nombres  absolus,  \csjbrcts  aceéléra- 
trices  dont  les  planètes ,  en  vertu  de  la  seule  action  du  soljïil ,  et  chaque 
satellite,  en  vertu  de  la  wule  action  de  $a  planète,  sont  ani  mes  dans  le  sens 
de  leurs  rayons  vecteurs,  lorsqu'on  conaatt  les  rapports  entre  les  masses 
des  corps  attirants  et  la  masse  de  la  terre.  Cette  connaissance ,  réunie  à 
celle  de  la  grandeur  de  ces  astres,  donne  aossi  les  lois  des  mouvements 
des  graves  près  de  leurs  surfaces  et  réciproquement  les  rapports  de  leurs 
masses  peuvent  se  déduire  des  phénomènes  cite  k  leurs  fortses  attractive». 
Je  donnerai  bïeotût  les  formules  relatives  à  ces  diverses  déterminaticms.' 
898:  Je  terminerai  ce  chapitre  en  faisant  remarquer  une  proprï^té 

qui  se  déduit  de  l'équation  h^  — ^ r-  de  l'^rt.  800;  (ir^t ,  dç. 

cette  équation  la  valmr  de  C4  on  » 

(1) C^y»h{,x^7)i 

la  8ul»titutioD  de  cette  valeur,  dans  l'équation  (  i  )  de  l'art,  cité,  donne 

(a)  .  .  Aire  Récrite  pendant  h  Umf s  t^\tVah\ji  —  i*)  s 
d'où  on  mnçlut,  h  étapt  une  quantité  c^nsEaiite  dans  le  syti£me  plaoétavv. 
0(itf-^)ledeiBi-panuQèniede  l'orbite  dont  le  demi-grand  aie  ==«j 
et  dont  l'exentricîté  =  ff,qae  «  )es  aires  décrîtas,  pendant  le  même  temps, 
«r  par  les  rayons  vecteurs  de  différentes. .pli^abtes, ,  sont  entr'elles  comme 
«  lesp^issaI;ces  7  des  parainè^rs  des  orbiiN^ikçe^çectivcs  de  ces  planètes.» 

EzpreHfon  générrib-^-lh'TtteMtt;  ion  madmnai  et  kni  miatiiBqqmai  ont  lieu 
1 1 miilii ■■■■>  mipérihéHc  et  à  Vaf 


894.Je  reprends  réqtiation(^«le  l'art. 89^=: — rr— ■+•'•!'""**<'"« 

V*^=»—'  -^    ç^ ,  et  j'ai,  en  substitva*tU  vMeur  d«^ ^  a3t{\  — #») 

équation  (3)  de  l'art.  89», 

w. ^•  =  -^- 

Introdubant  cette  valeur  et  celle  de  F  =s  -— -  dam  l'équation  (a)  de 
l'art.  8%  i*=  P»  —  ffFJr,  on  a,  en  intégrant  et  réduisant , 
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■  (a)   .../.,.  p»  =  — i i-  .         * 

.   .     .        ■  ar 

■  r* 

Je  désigne  par  K*  le  rapport  —5-  qui,  d'après  ]a  3.'  loi  de  Kepler, 
e»t  le  même  pour  toutes  les  planètes,  ce  qui  donoe,  art.  890,  iquaticm  (3), 
'/=  "w-  .  4  ^*  =  — py-  et  change  l'équation  précédente  en 


(3)....,....=  ^l^iEz:. 

La  vitesse  y  se  trouve  exprimée  en  (juantit^s  toutes  susceptibles  d'être 
déterminées  par  l'ebserration. 

895.  On  voit  par  l'équation  précédente  que  si,  d'après  les  circons- 
tances initiales  qui  ont  détemniné  la  courbure  de  l'orbite,  et  dent  je  par- 
lerai bientôt ,  cet  orbite  est  circulaire ,  le  mouvement  de  la  planète  sera 
uniforme,  car  alors,  la  seule  variable  r,  qui  entre  dans  la  vateur  de  c^ 
se  trouvera  constante.         1 

896.  Cette  expression  de  f  a  un  maximum  et  un  minimum ,  à  deux 
points  remarquables  de  l'orbite,  qui  se  déduisent,  à  vue,  de  l'équation 
précédente;  le  maximum  de  c  répond  au  minimum  de  'et  a  lieu,  par 
conséquent,  lorsque  ta  planète  est  à  celle  des  extrémités  du  grand  axe, 
ou  ii'gnt  Aï  àhSt^Sj  qur  est  la  moins  éloigtiée  du  ^leil  ;  lorsque  l'astre 
se  tVoùVe  à  ce  point ,  oa  dit  qu'il  est  à  son  périhélie  j  te  minimum  de  c 
répond  au  maximum  de  rj  et  a  lieu  lorsque  l'astre  se  trouve  k  l'autre 
extrémité  dç  la  figne  des  absides-,  au  point  qu'on  appelle  son  apTïélie. 

On  a  vu ,.  art.  886  équations-  (6) ,  que  les  distances  du  centre  du  soleil 
au /^criAe7/e  et  à  l'«^i6^/« étaient  respectivement  a{\ — «)et  a{i+f); 
ainsi  on  a,  en  appelant  V  et  W ^  respectivement,  les  vitesses  à  chacun 
des  ces  points , 

ivapmu...r-  =  ^^.2z^   W 

VUtiitt  angulairtt  tant  effectire  qae  moyenne.   Evaluation  de  l'une  et  de 
l'aum.  FoMtt  de  l'orbite  oA  altto  sont  «gtdet  «otv'ellea. 

897.  Tous  les  peines  du  rayen  vY'cteur  de  h  planète  ea  mouvement 
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dérivent,  autour  du-Centredil  soleil,  DU  du  foyer  de  l'orbite,  des  cercles 
dd  différeirts  rayons  «t  eut,  sur  les  circonférei^ces  de  ces  cercles ,  des 
vitesse»'  pToportiennelIes  aux  mêmes  rayons  ;  la  vitesse  de  celui  de  ces 

points  qui  se  tfouve  à  la  distancé^  du  centre,  est  égale  à  ~^— pou  -j—Çf 

^  et  »  étanr,  art.886  et  887 ,  les  angles  formés  par  le  rayon  vecteur  et 
par  des  lignes  fixes  prises  dans  le  plan  de  Torbite,  et  comme  on  a,  art.  887,' 

équation  (i),  —,■—==  — --  cette  vîtesse  a  pour  valeur  ■ — |--  j  substi- 
tuant pourCsa  valeur t^ ,  art.  890  équation  (2),  et  dési- 
gnant par  ^l'aire  entière  «"a^K^i  —  «ï'de  l'ellipse,  ona,dérmitivement,- 
pour  la  vitesse  du  point  du  rayon  vecteur  situé  à  la  distance  p  du  foyer, 

\  expression  ~„,  ,  -  . 

Lorsquep  =  i,  cette  expression  devient  -„  ,■•  et  la  vitesse  du  point, 

ainsi  placé  à  Tunité  de  distance  du  foyer  qn'oceupe  le  centre  du  soleil , 
s'appelle  vitesse  angulaire  j  les  espaces  parcourus  par  ce  point  sont 
les  mesures  immédiates  des  angles  décrits  par  le  rayon  vecteur.  Soit  U 
la  vîtesse  an^laire ,  on  a  l'équation 


^■~  2-/-'   y 


A  eit  l'iùve  Nitîèie  de  l'orbîta  elliptiqu*,  et  7*  le  ta*p* 
.total  employé  par  la  planète  1  paroDurir  cette  orbite. 


18.  Le  produit  de  la  vitesse  angulaire  (J  par  le  rayon  vecteur  r  doit 
être  égal  b  la  vitesse  v ,  dans  le  sens  de  l'orbite,  aux  deux  points  ob  r 
est  perpendicolaire  à  la  courbe  pareoorue,  c'est-à-dire,  au  périhélie 
et  Tapïiétie  ;  et  c'est  encore  aux  mêmes  points  que  Se  trouvent ,  respec  - 
tivêRKflt ,  le  maximum  «t  le  minioMma  dé  cette  vfteste  angulaire. 

&99.  Cboceixonstim  point  qui  parcoure,  uniformément,  un  cercle  ayact 
SOU  c*Dtr<e  au  centre  da  soleil ,  don  ra^n  égal  à  l'unité  de  longortir)  et  . 
que,  déplus,  Idrfvolatio»  entière, sur  ce  cercle, fi'acbève^MsanSemps 
égal  à  celui  que  la  planète  employé  pour  parcourir  la  totalité  de  son 
OTbifc;  la  vTtesse  anf^îaire  absolue  db  feint  dont  je  parle  Sera  égale 
à  \s'<i\\esse  angulaire  mojennt  de  l'a  planète,  et,  en  la  désignant  par 
^f  on  aura 

3  ^^      y" 
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900.  La  vitMse  angulaire  moyeooe  doit ,  d'aprt-s  ce  qui  est  dit ,  art. 
898,  Être  plus  grande  au  périhélie,  et  pitu  petite  k  l'aphélie  que  la  vï- 
tesse  angulaire  efTectivci  it  y  a  donc  sur  diacune  des  deux  demi-ellipsea, 
séparées  par  le  grand  axe,  un  point  oîi  la  seconde  de  ces  vitesses  est  égale 
&  la  première.  Pour  déterminer  ce  point,  j'égale  les  valeurs  de  ^  et  *^', 

données  dans  les  deux  articles  précédents ,  et  j'ai  r=  + 1/  ^  ou , 

en  substituatit  la  valeur  de  A=fra*  J^i— «* ,  et  désignant  par  R  la 
valeur  particulière  de  r  dont  il  s'agît  ici. 

Ci) fl=±«(i-.«)î. 

Il  ne  s'agit  plus,  pour  avoir  la  position  des  points  cherchés,  que  de 
déterminer  l'angle  formé  par  le  rayon  R  et  par  une  ligne  de  position 
connue  dans  le  plan  de  l'orbite  ;  faisant  donc  r:=  A^a(i — e*)7 
dans  réquation(2)  de  l'art. 886,  et  tirant  la  valeur  de  cos.  ^,  ona,  pour 
calculer  l'angle  ^  formé  par  A  et  par  le  grand  axe  de  l'orbite,  l'équation 

(a) co..»^-    '-^'-''i. 

901.  Si  du  rayon  R^a{i — e*)^  et  du  foyer  de  l'orbite  ,  comme 
centre,  on  décrit  un  cercle  dans  le  plan  de  l'orbite,  l'aire  de  ce  cercle 
et  l'aire  de  l'orbite  elliptique  seront  égales  entr'elles  ;  une  planète  qui  » 
d'après  les  circonstances  de  son  mouvement  initial,  parcourrait  l'orbite 
circulaire,  aurait  donc  dam  le  sens  de  cet  orbite(art.  895  et  897)  une  vttes- 


jr/ï*),  et,  comme,  art.  899, -^  est  la  vitesse  angulaire  moyenne  dan; 

rellipbe,  les  temps  des  révolutions  totales,  circulaire  et  elliptique,  seraient 
fgaux  entr'eux,  et  la  vitesse  angulaire  variable,  dans  l'orbite  elliptique , 
deviendrait,  aux  points  d'intènection  de  l'ellipse  et  du  cercle, égale  à  la 
vitesse  angulaire  constante  qui  a  lieu  dans  l'ori^ite  circulaire. 

IMfiBiticMi  i»  VqiiamaUe  vraie ,  d«  Vtmomalie  moymme ,  de  V^umtiomlu  eentrt 
•t  de  Vanomatw  excentrique.  FoiidiiIm  fui  donnent  )«(  rfJeurf  de  ces  diT 
vertM  quuitîtéa. 

90a.  Avvit  d'eptrer  en  matière  ^r  les  problème^  ^ui  QPt  pour  obj^ 
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ta  déterminatioD  de  l'instant  auquel  la  planète  passe  par  un  point  déter- 
miné de  son  orbite ,  je  vais  déHoir  tes  quantités  que  les  Astronomes  ap- 
pellent anomalies  et  donner  quelques  formules  relatives  à  ces  quantités. 
L'angle,  formé  par  le  raytm  vecteur  et  par  le  grand  axe ,  dont  le 
sommet  est  au  foyer  de  l'orbite  «u  au  centre  du  soleil ,  s'appelle  angle 
d'anomalie  vraie }  il  est  mesuré  par  l'arc  que  j'aî  appelé  ^  (art.  886) 
qui  a  été  ensuite  représenté  (art.  887  et  889)  par»  —  J3j  et  on  a,  équa- 
tion (3)  de  liart.  886 , 

p  =  le  de  m  î- paramètre  j 


r  —  p     \p=^\%K 
"      er        ]£  =  !>] 


COS.  1^ 

9o3.  Soit  décrite  une  circonférence  de  cercle  y^I?'£J?'.^  qui  ait,  pour  Fig.  4. 
centre,  le  centre  C  de  l'orbite  elliptique  et ,  pour  rayon ,  le  demi-grand  axe 
AC,  et  imaginons  qu'un  astre  6ctif  décrive  ce  cercle  dans  un  temps  égal 
BU  temps  employé  par  l'astre  réel  &  décrire  l'orbite  elliptique  entière  ; 
supposons,  de  plus,'que  ces  deux  astres  partent  ensemble,  lorsqu'on 
compte  %éro  temps ^  du  point  périhélie  et  que  l'astre  fîctif  se  meuve  d'un 
mouvement  uniforme  qui  lui  fasse  décrire  autour  du  centre  commun 
de  l'ellipse  et  du  cercle  des  angles  égaux  dans  des  temps  égaux,  avec  une 

TttcflM  angulaire  qui ,  art.  899 ,  a  pour  valeur  —a,—  ^  ou  une  vitesse  ab  - 

solue,  dans  le  sens  de  la  circonférence,  égale  à  — =; — s  au  bout  du 

temps  /  le  rayon  vecteur,  mené  du  foyer  de  l'ellipse  à  l'astre  réel,  for- 
mera l'angle  ^  d'anomalie  vraie  avec  le  grand  axe,  et  le  rayon,  mené 
du  centre  commun  de  l'ellipse  et  du  cercle  à  l'astre  fictif,  fera  avec  le 
même  grand  axe  un  autre  angle  ^' j  qu'on  appelle  anomalie  moyenne  j 
et  qui  se  calcule  par  l'équation 

M *'=-^'^- 

eu,  en  substituant  pour  Tsa  valeur  ^^1/— t"  ^  C*"^-  890)  équation 
(3),et  introduisant  laquantitéXs^s-^^^. ,  art.  894, 


904.  La  diiTéreDCe  entre  Vanomaiie  vraie  et  Vanomalit  mi^tnne. 
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c'est- à  -diré+  (0  — ^')  est  ce  qu'on  appelle  Vé^uation  da  centre , 

qui  est  positive,  zéro  ou  négative  b  divenea  époques  du  mouvement. 

906.  Par  l'extrémité  M  de  SM.  :=  r  ou  par  le  lieu  vrai  de  U  planète  ,- 
dans  Torbite  elliptique^  je  fais  passer  une  perpendiculaire  "PMQ  au  grand 
axe.  se  terminant  en  Çau  cerc\e  à' anoma.lie  moyenne  A I/ BE'  ji ,  et 
je  trace  le  rayon  CQ.  L'angle  QCA  formé  par  ce  rayon  et  par  le  grand 
axe,  angle  que  je  désire  ^a.x0j  est  celui  qu'on  appelle  angle  à^anonuilie 
excentrique. 

CP  CS+SP 

On  a  cos,  angte  QCA  «^  "775"  ^^ 7\4 -'*  o^^^v^nt  que  la 

distance  SP  du  foyer  au  pied  de  la  perpendiculaire,  dont  je  viens  de 
parler,  est  égale  à  r  cos.  #  et  qu'on  a,  de  plus,  art.  886,  les  valeurs 

CAs^a,  es  =  «*^  l'équation  précédente  devient  cos.^^ — 

et,  en  sabstituant,  pour  cos.  ^^  sa  valeur    -^ 

l'équation  (2)  art.  886 , 

.         -a  —  r 
cos.o'^ 


KiilatieiM  tpû  exIstMit,  «oit  entre  le  iempt  et  Vanomatie  ewceiiiriipte ,  leit  mtrs 
let  divertea  anemaîiet.  DétenninatioD  du  lieu  vrai  de  la  pluète  k  un  initcnt 
donti^.  ProMémi  iv  K^lir. 

906.  Je  multiplie,  parlcquarré  r*  du  rayon  vecteur,  chacun  des 
mertibrtt  de  l'équàtîoB  (r)  de  l'art.  689 ,  et  substituant,  dans  l'équation 
produit,  pour  f*éea,n.  valeuf  C<// (équation (i) de  l'art. 887)  j'obtiens 
la  valeur  suivante  de  4t 

dr 

mettant  k  la  place  de  27"  et  de  C*  leurs  valeurs  repectiv«s  — ^  et' 

ah  (i  —  f »)  (équations  (i)  de  l'art.  894  et  (i)  de  l'art.  898)  on  a  toutes; 

réductions  faites 

rdr 
(a) dt  ^^ 


u 
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La  quantité  I  -^1     -^r  .  ^  j ,  «t;  ji'api^4)ii±H^l^  pféçétUnt,  égîlfe  à 

1  —  cix.^  Û  =  tsin.*  ff  j  de  plus,  l'équation  du  même  article  donne 
r  =  a(i  —  *■  cos.^),  et  dr ss;  aa  im.â dÛ j  ces  valeMre," introduites 
dans  l'équation  (2),  la  changent  en  t  .!> 

(3).. dfy-^^a^i~~6cm:^)d0j    .:.     .;  .■ 

d'oii  otidéduit  par  l'intégration,  '  '  ■    ;    '  •        ■  '  -       '  '■■-  '. 

/|/— 5-=i? — £ iin. û  +  cçnstantf.,  _  ,     ,. 

Si  on  a,  en  même  temps,  /  ==  o  et  â:=^o,  la'çonstantô  est  nulle  et  l'ex  - 
pression  du  temps  en  fonction  de  Vanomaiie  exè^lrique  se  trouve 
donnée  par  l'équation  ...,', 

t  f/'— y  est  (équation  (a)  de  l'art.  908)  la  valeur  de  Vanomatie^mà. 

yenne  ^'j  on  a  donc .  entfe  f:çttc  apomalie.  et  l'aiipinalieHçevtTi^tte  0. 

la  relation,  *.        ,-  .  .' 

(5) ^'=ç^  — ffein-tf//      . 

requationcos.e'= ,  arr.çoS,  donne  co8.#==î  -y—  ■    -.  /  ^ 

oiy,  en ^bstit^j^t  pour  rsJFvaleuir'ja(iri-«eos.'tf),  >   ^    ■  ■  ) 

(6) cos.  #  =  ^ . 

Q^  peut  trouver  un^i^tre  re|i)tipti  ^ntrç,^  et  ^  ei^  égalapt  !«•  valeurs 
^  __  __i i-et  r=flri  —  «cos.r),  ce  qui  donne ^ 

l+eC08.#  \  +  COS.*  .  >+»C0S.# 

1  _:  f  C08. 0j  et  co«/#'i*a'  I    1     "'  '^  '  '^édâî^ani,  <Ië  céft*  demiî^e 
.  ...        .  i-f-ecos.^  . 

équatibO,  i  ^-^C08.  âj  i  +  fcôS.  ^  et  'divisant  lé^"  valeùrt  ffouvéés  Tiuné  p« 

l'autre»  on  a'  '    '       .        ;  ■    '  ,  ,     .     .  'i    ' 

.,.-'■    ,ï >  ,,  iL-rço»-^  ■.___ .  ly-;*..  i  ,.  >;— Tico»^,.-,  ■;    - 

:'^^   ', ','   ;i',      lH-«0»'.tf  1+.»:;*       I+:(X».^.:  ^*. 

d'où  on  conclut,  par  les  théorèmes  connlis  de  trigonomëtrie ,. 
I  a3 
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iA\  i        y.^\       /'*+*^'^.        ,,/,,,  y  L'origine  commune  de 

{8).,.  ,  .  ting.(i#>=|-j--^j  .ttt.g.!(f  ^)  L.,d,^„t3„ périhélie. 

..Le-r^pport  ———est,  art.  886,  *quation8(6)  celui  de  la  distance 

aphélie  à  la  distance  pcrihélie. 

5)07.  Les  angles  ]^j  ^^ttS  ayant  I^Bf  origine  eo*imune  i  rextrémité 
périhélie  de  l'axe,  Véejualion  du  cenfra  est  Dullfl  Ipï^cjue  l'aslro  passé 
4  ce  point  de  son  orbite,  et  l'iostant  du  périhélie  continuant  à  *tre  pris 
pour  origine  du  temps  /,  on  calcule  gisement  l'anomalie  moyenne  4>'f 
aa  bout  d'un  temps  donné,  par  l'étjuation  (a)  de  l'art.  ^3 

Pour  en  déduire  le  lieu  vrai  de  ta  planète  dans  son  orbite,  il  faut  dé- 
terminer ^  f  ce  qu'on  peut, faire  en  déduisant  d'abord  û  àe  4^  par  IV- 
quation  (5)  de  l'article  précédent  4>'  =  & — «  sin.tf,  et,  ensuite,  ^de  ^ 
au  moyen  d'une  .des  éç|u3^ipns  (^)  ou  (8)  du  même  article  ;  mais  l'équation  _ 
4>'  =  0 — e  sin-.  d  ne  donne  l'angle  auxiliaire  (?que  par  des  procédés  de 
tâtOiAefnent,  bu  par' des  méthodes  'd'ajjproxitnaiion,  et  le  pt-oblértie de 
déterminer  ainsi  ^  lorqu'on  connaît  ^' ,  ou  de  déduire  l'dnojn(;//V'rrt^f>' 
de  Vanomalie  moyenne ,  connu  sous  le  nom  de  problème  de  Kepler 
parceqiiç  ce  grand  Astronome  est  le  premier  qui  s'ensoitoccupé,  aété, 
aprésTûijTobfet  des  i-ecKerches  de  plusieurs  analystes! 

(Voyez  ta  Mëcani^uC'A'Viiyli^ue  ,  édition  de.i^98-,.  pàgC  a68|.et 
la  Mécanique  céleste,  1."  partie,  livre  a,  n,"*  21  et  aa)  (*). 

Eiamen  àet  circonstancei  d'après  letquellei  l'orbite  est  une  ellipse,  une  para- 
bole on  ^^v  hypeThr^e*,  Détërmitaatidntle  tontes  les  qttfctilltéfc' qlil  doDqent  la 
forme',  le*  dimentîonsi  et  la  position  de  cette,  Qrbile;  ■       K    "■       '• 

9E)Ç.,  J'ai  supposé,  ^anq  tt^sles-développemeiU^  dwnés  depuis  l'art. 

(')  Le  problème  de  Kepler  eaf  analyse  «veo  une  i:larjé  jet  dei  détails  qui  ne 
laissent  rien  à  désirer  dans  un  ouvrage  mis  au  jour  très-récemment ,  sous  te 
titre  iC Abrégé  ^Astronomie ,  ou  leçons  élémentaires  ^Astronomie  théorique  et 
pratique  ,  contenant' l'es ttsit  Bes  leçotas  données  par  l'auteur  ,  Jlf.  Delambre , 
«u  Collège  impérialidc  Eran«e ,  et  dont  le  recueil  fenhqra  un  traité  complet 
«d3  volumes  in.-4°.  Toute  réBe^ion,  sur  le  mérite  et  l'utilifé  de  cet  ouvrage,  de- 
vient superflfie  lorsque  son  auteur  est  nommé.  L'annonce  qu'on  y  trouve  delà  pro- 
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887,  cjue  l'orbite  t-talt  une  tdûfbe  feripée,  et,,ep  cela,  j'ai,»  u  pour 
but  dé  rendre  les  résultats. df  l'analyse  applicables  au  mouvenr  mt  réel 
des  planètes  dont  l'existence  -et  la  marche  nous  sont  connues  ;  i  lais  j'ai  . 
fait  voir,  art.  889*  que  cette  analyse  embrasse  des  cas  beaucoup  plus 
généraux;  elle  prouve  qu'un  corps  mis  en  mouvement  par  une  ïmpuU 
's\6n  initiale  ,-et  sollicité  pah  utie  puisfidnce.qut  «çiten^raisûDlinverse 
du  quarfé  de 4a  distance  du  lirjobile  au  centre  d'action,  peut  décpire  une 
secrtoh  conique  quekôntjue,  et  elle  .fournit  le-irtoyen  de  connaître',  dans 
cbaque  cas  particulier,  la  courbe  décrite  dont  Vesf^ce'j  indépendante- 
de  la  direction  de  Ta  vitesse  initiale,  se  conclut  de  la  valeur  absolue  de 
cette  vitesse,  del'irttensi^édê  la  force-céhti'àle;  *'t'd«"'lîi-distàticeini'- 
(iale  du  mobile  ?u  centrç  d'actioDi  je  vais  déipontrer<)u^tqueSjtbéorèmH 
fondamentaux  sur  cette  tqatière. 

-  Je  suis  parvenu,  art.  888  et  889,  par  la  seule  condition  que  làfdrcè 
centrale  est  réciproque  au  quarré  des  distances,  à  une  équation  de  l'or- 
bite de  la  formi?,    '      ■  .    ■  ■      ■  ■    '■  ■ 


Équation  (a)  de  l'art.  I 


^=± 


—  I  +  «c 


qui  peut  appartenir  à  toutes  les  sections  coniques. 

J'ai  trouvé  ensuite,  art.  894,  que  la  valeur  générale  de  la  vitesse-, 
dan*  le  sens  dé  Torbite ,  également  applicable  6i  toutes  les  formes  pos- 
sibles de  cette  orbite,  était 

Équation  (a)  de  l'an.  894  -,  .  ,  v  =  1  / —  j 

f       r  a 

d'oii  on  déduit,  en-désignant  par  U  et  par  R  des.  valeurs  connues  de  c 

et  de  r  qui  ont  lieu  ensemble ,  soit  au  premier  instant ,  soit  à  un  autre 

îristanC  donné  du  mouvement,  ,    .  .      ' 

,   ,  '  Rh    \        ■■'■'■      ••■■" 

'■'• ••■•'  =  ^A^TÂpr- 

or,  d'après  l'équation  (a)  de  l'art.  886,  la  section  conique,  à  laquelle 
appartient  le  demi-grand  axe  a  ,  sera  une  ellipse  ^  une  parabole  ou  une 
hjrperbole  j  respectivement ,  selon  que  cette  valeur  de  a  sera  positive, 
infinie  ou  négative  ;  on  a  ainsi  les'conditîons 

chsine  publication  du  traité  complet,  lera  reçue,  avec  la  plu>  vire  SBtitfactioii , 
par  l'Europe  savante  impatiente  de  p.QssHor -ce  couveau  monumeot  élRvé  à 
U  plua  belle  dei  Sciencei. 
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Obwires  tpttj  daiu  le  eu  de 


(=). 


Cas 4e  l'ellipse.  .  .  U^K,^ 


Cas  de  la  parabole.  V*  =  — ^ 
Cas  de  VhyptHfole.  P«>  -^ 


=  ae> ,  U  qiUDlité  a  (  I  —  £*  ) 
n'en  eit  pu  moin*  finie  et  égale 
«u   demi  -  panunètre  «  puïtque 
I  — f  *  dimÎDiM ,  à  memre  que  a 
«ngmvDte,  d«  matôf  re  i  dtreiiir 
iafininent  peut,  ^antg\•  a  de- 
vient inQnîipetit  gfaiid. 
On  voit»  par  cet  r^|faR9,  i.p  qqe  l'espèce  de  la  sectioD  auvqwe  et 
la  looguegr  dç  «09  grand  axe  eoot,  ainti  que  )'ea  ai  prévenu ,  iodépea- 
daBtes  de  la  directioo  de  la  vitesse  initiale ,  et  se  trouvent  dooo^  par 
la  valeur  at^luc  de  çett«  vitesse ,  ta  dwtaacc  initùle  du  mobile  au 

centre  d'action  et  rintensitè  de  la  force  centrale  ;  a.»  que  lé  terme 

■  1,  -a 

4]ui  entre  ijans  la  valeur  générale  de  b  vitesse  étant  soustractif,  nul  ou 
additif,  respectivement ,  dans  les  cas  de  l'ellipse,  de  ta  parabole  ou  de 
l'hyperbole ,  cette  vitesse  ,  à  des  distances  égales  du  cent,re  d'action  , 
est  plus  petite  dans  l'ellipse  et  plus  grande  dans  l'hyperbole  qu'elle  ne 
l'est  dans  ta  parat>ole. 

909.  L'espèce  de  ta  section  conique  et  son  grand  aie  étant  ainsi  trou- 
vés ,  il  faut  chercher  ta  position  de  ce  grand  axe  et  les  autres  quantités 
nécessaires  pourla  déterinfination  de  ta  forme  et.de^  dîmetiSHuis  df  l'or- 
bite. Prenant  pour  donnée  la  position  de  la  droite  qifi  joint  le  mobile 
au  centre  d'action,  au  moment  ofi  les  valeurs  initiales  U et  R  ont  lieu  , 
on  pourrait  conclure  l'angle  J2  (équation  (5)  de  Part.  889),  qui  fixe 
ta  position  du  grand  axe  par  rapport  au  rayon  vecteur  primitif  R  ,  et 
l'excentricité  Cj  -de  deui  valeurs  de  r  correspondantes  à  deux  valeurs  de 
fû  j  mais  toutes  tes  valeurs  dont  on  a  besoin  se  déduisent  aussi  de  la 
seule  connaissance  de  l'angle  entre  la  direction  de  la  vitesse  initiale  U 
et  le  rayon  vecteur  correspondant  Rj  désignant  cet'  angle  par  /<  km  a , 

au  moment  où  là  vitesse  donnée  a  lieu,  — ^ sxRUnn./tj  (équa- 
tion (i)  de  l'art.  887)  d'oîi 

(i) .  C=  aUsin-fij 

cette  valeur  et_cellçde  a  donnée  par  l'équation  (r)  de  l'article  précédcnti 

C* 
*tant  substituées  dans  l'équation  h  =  — ^ ~.  de  l'art.  890,  on  a,  rn 

tirant  la  valeur  de  «, 
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quantité  qui  est  plus  petite  que.l'anîté,  égale  à  l'unité,  ou  plus  grande 
que  l'unité,  respectivement,  suivant  que  la  i.»,  a.«,  ou  3;'  cobdîtioo 
de  l'article  préoédnit  a  lieu.  Ensuite  jP  étant  la  valeur  inconnue  dc> 
l'fvpgje  primitif  formé  par  le  rayon  vecteur  initial  R  et  par  le  grand  axé, 

l'équation  fcos.  ^  = —^ — déduite  de  la  valeur  générale  de  rj 

équation  (2)derart.B86/domie 

(3)  ■.■..■  00..^^    'C-^-^     . 

d  et  «  ayant  les  valeurs  déduites  aes  èquatjons  (i)  de  l'article  précédent 
et  (a)  du  présent  article. 

On  a  ainsi  tous  les  éléments  de  l'orbite  qui ,  d'après  ce  que  j'ai  dit 
art.  846  et  86a,  doit  être  renfenné  dans  le  plan  passant  par  le  rayon 
vecteur  il  et  par  la  ligne  de  direction  de  la  vitesse  initiale. 

910.  Tout  ce  qui  précède  suppose  que  la  force  centrale  a  un  sens 
d'action  tel  qu'elle  tend  k  rapprocher  le  mobile  du  point  d'od  elle  émane  ;  ~ 
mais,  son  ii^tensité  continuant  à  être  réciproquement  proportionnelle 
au  quarré  de  la  distance,  si  on  rendait  cette  force  re^^w/wVej  d'attrac- 
tive que  je  l'ai>supposée,  il  faudrait  changer  le  Signe  de  h  dans  toute 
les  fprmules  données  depuis  l'art.  889,  et  la  valeur  de  l'excentricité  e^ 
donnée  par  l'équation  (2)  de  l'article  précédeiit,  deviendrait  plus  grande 
que  L'unité;  ainsi  l'orbite  serait  une  hyperbole,  et  le  mobile  décrirait, 
alors  ,  la  branche  de  cette  hyperbole  opposée  à  celle  qui  environne  ie 
centre  d'action. 

^GlairGtiieKients  (îtci  de  la  considération  du  mbovcment  ellTptiqac ,  sur  quel- 
tpte»  difficoltëi  que  préiente  la  théorie  du  tAouvemcDt  rectilîgue  d'un  poiot  ma- 
tériel attiré  ,  vert  un  centre  fixe ,  en  raison  inverse  des  quarrés  des  distances. 

911.  J'ai  donné,  art.ySa  ,  la  valeur  du  temps  employé,  pai'un  point 
matériel , -à  parcourir  la  ligne  droite  qui  le  sépare  d'un  point  fixe,  vers 
lequel  il  est  attiré  en  raison  inverse  des  quarrés  des  distances ,  sa  vîtésse 
initiale,  à  l'origine  de  la  ligne  parcourue,  étant  nulle.  S  on  désigne,  par  aj 
lalongueurde  cette  ligne,  par^^  la  distance  du  centre  d'action  à  laquelle 
la  force  accélératrice  émanant  de  ce  centre  =^j  et,  par  jr,  la  demi-cir- 
conférence dont  }e  rayon  =  i,  le  temps  dont  il  s'agît  3' pour  valeur 
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I  /    à^     ■ 
■»  ^1/ J*  ^'  j'observe  que  ^^«j  quatrième  proportiooneHe  à  i ,  f>* 

et  ^,  est  le  nombre  représentant  la  force  accélératrice  à  l'unité  de  iîis- 
tance  du  centre  d'action ,  c'est-à-dire  le  nombre  correspondant  k  cèhjî 
que  j'ai  représenté  par  k  depuis  l'art.  889/De  plus,  dans  Iç  cas  dé  rait/ 
732,  la  vitesse,  infinie  au  point  de  contact,- prend',  ainsi  qqe  le  temps, 
des  valeurs  imaginaires  pour  tous  les  points  de  la  ligne  du  mouvçment 
placés  au-delà  du  centre  d'action  par  rapport  au  point  de  départ.  Os 
dernières  circonstances  présentent  des  difficultés  qui  n'ont  pas  toujours 
été  résolues  d'une  manière  satisfaisante.  Voici  copitnepF  pn  les  explique 
par  la  théorie  du  mouvement  elHpiîqiie. 
On  a ,  art.  908  et  909  les  équations 

Bh  ,,  .    „  Aak  ■■'      ■       ■ 


aU'  +  k 


y- 


—^ C^ 

et,  art.  890  équation  (3), 


Ces  équations  prouvq;it  :  i .«  que  le  temps  T,  employé  à  parcourir  l'or, 
bite  totale  ,  ne  dépend,  en  aucune  manière,  de  la  forme  de  l'ellipse  ou 
de  son  ejfcentricité  e^  maïs  uniquement  de  la  distance  initiale  B  du 
mobile  au  centre  d'action,  et  cTe  la  vitesse  de  projection  U^  sans  égard  ' 
à  l'angle  /i  formé  par  la  direction  de  cette  vitesse  et  par  la  ligné  B^ 
angle  qui  détermine  l'excentricité  :  a.",  que  la  vîtesse- initiale  U  étant 
supposée  de  plus  en  plus  petite,  la  distance  initiale  B  et  l'excentricité 
e  s'approchent  de  plus  en  plus,  la  première  d'élre  égale  au  grand  axe 
aa  de  l'ellipse,  et  la  seconde  d'être  égale  k  l'unité.  Cependant,  quel- 
que [wtite  que  soit  la  valeur  de  D,  la  révolution  autour  du  centre  d'action 
n'en  aura  pas  moins  Ueu,  et  l'hypothèse  de  V  évanescent  donnera  une 
orbite  elliptique  ,  dans,  laquelle  l'espace  compris  entre  le  foyer  et  Ip 
sommet  sera  infiniment  petit,  la  distance  initiale  B  du  mobile  au  centre 
d'action  devenant  infiniment  peu  différente  du  grand  axe  2a  j  et  ce 
mobile  se  trouvant  placé  à  l'aphélie  k  l'instant  de  son  départ.  Le  temps 
qui  s'écoulera  depuis  cet  instant  jusqu'au  retour  à  l'aphélie  sera  égal  k 

9  /  B^ 
^v   — 7"  ^*'^'^'"  double  de  celle  de  l'art.  782  (j'ai  observé  plus  haut 
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que  gç^  représentait  K) ,  parceque  celte  dernière  n'exprime  qut  le  temps 
employé  à  parcourir  la  distance  initiale  entre  le  mobile  et  le  centre 
d'action;  c'est-à-dire  la  distance  de  l'aphélie  au  périhélie,  ou  la 
mQi,tié  de  l'ellipse  réduite  au  dernier  degré  d'aplatissement  ;  et ,  puis- 
que, d'après  les  lois  du  mouvement  elliptique,  qui  doivent  être  con- 
servées dans  toutes  les  suppositions  imaginables  sur  la  valeur  de  l'ex  - 
crntricité,  le  mobile ,  arrivé  au  périhélie ,  retourne  toujours  à  l'aphélie, 
on  voit ,  par  -  là ,  pourquoi  en  introduisant ,  dans  l'analyse ,  la  condition 
de  l'existence  du  mobile  au-delà  du  périhélie  par  rapporta  l'aphélie,  on 
arrive  nécessairement  à  des  résultats  impossibles  ou  imaginaires. 

Observant,  de  plus,  que  l'équation  (i)  de  l'art.  896  rend  la  vitesse, 
au  périhélie,  d'autant  plus  grande  que  l'excentricité  e  diffère  moins  (le 
l'unité,  de  manière  que  cette. vitesse  devient  infinie  lorsque  i  — «est 
iafiaiment  petit,  il  sera  évident  que  les  phénomènes ,  dont  il  est  question 
à  l'art.  782,  sont  exactement  ceux  du  mouvement  qui  a  lieu  dans  une 
ellipse  réduite  au  dernier  degré  d'aplatissement,  et  doivent  leur  être 
assimilésà  tous  égards;  le  contenu  du  présent  article  offre  donc  complé- 
tement  les  rapprochements  «t  les -explications  annoncées  à  l'art,  cité. 

Comment  on  a  égard  aui  acttont  que  1e>  planèlea  exercent  lur  le  soleil  daoa  lea 
expreaaions  analytiques  relalivej  à  leura  mouvemeuta.  Petitea  anomaliea  qu'é- 
prouve la  troisième  loi  de  Kepler.  Formules  pour  calculer  les  rapports  entre 
les  masses  des  corps  du  système  planétaire.  Force  de  la  pesanteur  à  la  sur- 
face de  chaque  planète.  Lois  du  mouvement  de  (tenx  corps  céleatea  daaf  l'Jiy- 
pothqse  od  ils.  n'auraient  reçu  «uciuu  impidaioa  initiale.  Immobilité  ,-  dans 
cellf  hypothèse  ,  de  leur  centre  de  graTÎté  commun. 

9i2.*J'ai  dit,  art.  891 ,  que  les  masses  des  planètes  produisaient,  dans 
les  conséquences  déduites  de  la  troisième  loi  de  Kepler,  de  petites 
anomalies  dont  il  est  bon  de  donner  l'évaluation.  On  a  vu,  précédem  - 
ment  f  que  l'attraction  ,  en  raison  directe  de  ta  masse  et  Inverse  du. 
quarré  de  la  distance ,  était  une  propriété  commune  à  toutes  les  mo  -" 
lécules  de  matière  que  TuniverB  renferme;  il  suit  de  là,  comme  je 
l'ai  observé  art.  888,  qu'une  planète  exerce  sur  le  soleil  une  action, 
en  vertu  dé  laquelle  elle  doit  avoir  une  tendance  à's'en  rapprocher,  in- 
dépendante de  l'action  qu^elfe  éprouve  de  sa  part ,  et  uniquement  due 
à  celle  qu'elle  exerce  sur  lui.  D'après  ce  fait,  et  en  conservant,  pour 
mieux  fixer  les  idées,  l'hypothèse  de  l'immobilité  absolue  du  soleil,  il 
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est  manifeste  que  si  les  masses  des  deux  astres  étaient  égalet.eDtr'elles, 
la  tendance ,  dont  je  viens  de  parler ,  aurait  pour  mesure  l'attraction 
cnlière  du  soleil  sur  la  planète,  en  vertu  de  laquelle  elle  est,  art.  889,  ani< 

mée  d'une  force  accélératrice  =  — j  maïs,  eu  égard  h  la  loi  des  masses, 

art.  89a ,  le  rapport  de  la  valeur  véritable  à  cette  valeur  hypothétique  est 

celui  de  la  masse  de  la  planète  à  celle  du  soleil,  et,  désignant  ce  rapport 

par  Vj  la  partie  de  la  force  accélératrice  de  la  planète,  due  à  l'action 

vh 
qu'elleexercesur  le  soleil,  sera  ^ — —  ^et  sa  force  accélératrice  totale,  sera 

—  (  I  +  y)  ;  cette  force  équivaut  k  celle  qui  aurait  lieu  si ,  continuant 

de  supposer  la  planète  taiis  force  attractive ,  on  augmentait  la  masse 
du  soleil  d'une  quantité  égale  à  la  masse  de  la  planète. 

913.  Le  rapport  v^  qui  varie  d'une  planète  à  l'autre,  est  égal  k 
m'tïti  po"""  ^^  planète  Mars ,  celle  que  Kepler  a  principalenftnt  fei.t 
servir  à  la  découverte  de  ses  lois,  et  sa  plus  grande  valeur,  applicable 
à  Jupiter ,  est  de  7;'^, ,  il  n'est  donc  pas  étonnant,  que  l'observation 

ait  donné  à  la  quantité  — 5—  =  — t-~-  une  valeur  sensiblement  cons- 
tante dans  tout  le  système  planétaire,  vu  son  peu  de  différence  avec  la 
véritable  valeur  — -,- =  -r; r— danslaquellelesdifféreotesmasses 

des  planètes  introduisent  de  légères  variations. 

914.  Voici  comment  on  peut  conclure,  des. quantités  connues  par 
l'observation,  les  valeurs  numériques  de  ket  V}  soit  m  la  masse  de  ta 
terre ,  ^  son  rayon  moyen,  g  continuant  à  représenter  la  force  aocéléra* 
trice  des  graves  à  sa  surface.  Pour  déduire  de  la  force  accélératrice 
imprimée  k  la  distance  (>  celle  qui  a  lieu  k  l'upîté  de  distaocç,  il  faut 
prendre  la  quatrième  proportionnelle  &  i,  ^*  et  ^^  ainsi  la  force  accélé- 
ratrice cherchée  est  égale  à  gÇ^- 

Cette  quantité  go^  est  purement  hypothétique  comme  la  quantité  h 
de  l'art.  889,  car,  à  une  di&tance  du  centre  de  la  terre  ou  de  celui  du 
soleil  égale  à  l'unité  linéaire  qui  mesure  g  et  p,  l'attraction  qe  suit.pas«. 
art.  7a8.,  la  raison  inverse  du  quarré  des  distances  ;  mais,  comme  dans 
l'hypothèse  de  la  spWicité  des  astres  de  notre  système,  leur  attrac- 
tion à  des  distances  de  leurs  centres  plus  grande?  que  leurs  rayons,  est 

la 
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la  même,  comme  je  le  ferai  voir  dans  la  suite  du  cours,  que  si  leur 
masse  était  toute  rassemblée  à  leur  centre ,  on  peut ,  pour  avoir  un 
module  de  force  attractive  applicable  aux  corps  situés  au  dehors  de  ces 
astres ,  supposer  que  la  loi  inverse  du  quarré  des  distances  a  lieu  jusqu'à 
leurs  centres,  ce  qui  revient  â  les  considérer,  en  conservant  les  masses > 
comme  des  points  matériels  occupant  les  lieux  de  ces  centres. 

Le  produit  de  l'expression  ^Ip*  par  la  masse  attirée  donne  la ^/re  mo- 
trice  de  cette  masse,  et,  par  conséquent,  gç'^  est  la  valeur  numérique  de 
la  force  motrice  imprimée  à  l'unité  de  masse  placée  à  l'unité  de  dis- 
tance du  centre  de  la  terre,  !e  point  de  vue,  sous  lequel  on  doit  envi- 
sager cette  valeur  hypothétique  étant  conforme  aux  explications  que  je 
viens  de  donner.  Divisant  ensuite  g^  par  la  masse  m,  on  a ,  d'après  la  loi 

du  rapport  des  masses,  l'expression  -^^  ^qui  donnelavaleurnumérique 

de  la  force  motrice  imprimée  par  l'unité  de  masse  à  une  autre  unité  de 
masse  placée  à  l'unité  de  distance ,  ou  la  -  valeur  numérique  de  la  force 
accélératrice  que  cette  même  unité  de  masse  communique  à  un  point 
matériel,  de  masse  quelconque,  également  placé  à  l'unité  de  distance. 

Le  produit  de   ^"  -  par  une  masse  quelconque  donne  donc  la  force 

accélératrice  communiquée  par  cette  masse  à  un  corps  placé  à  l'unité 
de  distance  ;  ainsi ,  M  étant  la  masse  du  soleil ,  on  aura ,  en  conservant 
à  la  lettre  A'ta  signiHcation  qui  lui  a  été  donnée  art.  889,  ' 

(•) ■'.  ''=-^^P*- 

On  a  de  plus,  d'après  l'article  précédent,  Tet  «i  se  rapportant  à  l'orbite 
de  la  terre, 

w ~^^  a ^'"Y 

''y  +  lT) 

et  on  déduit  de  ces  deux  équations 


(3). 


M   "^      ^ir'ai  —  gfT' 


(4) *=  _4^!£^£elZl_, 

c?  qui  déterinipe  ia  valetir  de  Vj  applicable  à  la  terre ,  et  la  valeur  àç  h, 
I  »4 
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Maiotrnatnt  pour  atoir  la  valeur  de  v ^  applicable  à  une  planite  quel-- 

conque,  on  emploieraTéquation  del'art.  9i3, — j^  =  -■, .     ••t~  C^' 

et  «'  sont  la  durée  de  la  révolution  totale  et  la  di'staoce  moyenDe  de  la 
planète  dont  il  sagit),qui  donne 

(5) >=    \j./, 1; 

et  on  introduira,  dam  cette  expression  de  v^  la  valeur  de  h  calculée  par 
l'équation  (ci-dessus). 

Les  rapports  v  entre  les  masses  des  planètes  et  celle  du  solei  1,  ainsi  éva- 
luées par  l'emploi  des  éléments  dont  j'ai  parlé  à  l'art.  892 ,  peuvent  aussi 
8e  déterminer,  par  approximation ,  sans  qu'on  soit  obligé  d'introduire 
la  quantité  h  dans  te  calcul  qui  devient,  par  conséquent,  indépendant  de 
gftpj  mais  cette  méthode  ne  s'applique  qu'aux  planètes  qui  ont  des 
■btellites;  voici  en  quoi  elle  consiste  :  soit  m' la  masse  d'une  planète  et 
m"  celle  de  son  satellite  ;  T"  et  a"  étant  le  temps  total  de  la  révolution 
de  ce  satellite  et  sa  distance  moyenne  rapportés  k  sa  planète,  dont  Tac  - 

tionàTunité  de  distance  a,  pour  valeur,  équation  (i), ■S'f^^  o" 

-rr- ■  Aj  on  a 
M 

J"a  4Jra 

(^) "^^^  =     ^    m'    /■  m"    \  -•■ 

d'une  autre  part  te  mouvement  de  la  pknète  autour  du  soleil  donne 

négligeant  les  petits  rapports   — 7-  et  — tï~  j  ft  divisant  la  seconde    ■ 
équation  par  la  première,  on  obtient  la  valeur 
/m  m'    __af2_      J:^. 

qui  ne  contient  que  les  distances  moyennes  a'  et  «'%  et  les  temps  de 
révolutions  totales  T  et  V. 

Pour  avoir  immédiatement  le  rapport  de  la  masse  mf  d'une  planète 
À  l'a  HKiSse  ht  de  ^  tnre,  on  subetitoera,  dans  (S),  6  v  sa  valeur 
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m'           ,.  .         A.        ,,,                m            Ajr*»'  — Af*    ,,,  ,      , 
— ^  et, divisant  (5) pari eqgatjofl  -j^  =  ~ — Ikli ^durtede 

(2) ,  OB  aura 

^^' m  "    (vr»a3— >ir«)r«  ■ 

91 5.  La  force  accélératrice  des  graves  placés  à  la  surface  d'une  plantte 
quelconque,  que  je  désigne  par  â^,  se  déduit  ««émeut  de  ce  (jui  pcir 
ctde,  lorsqu'aux  données  qui  eptrent  dans  les  formules  trouvées  on  réu- 
nit celle  du  rayon  moyen  de  la  planète. Soit  ^  ce  rayon  moyen,  et  m' 
ta  masse  de  la  planète,  lafbrce  accélératrice  qu'elle  imprime  sera, 

d'après  l'art,  précédent, '^C*  à  l'unité  de  distance,  et  on  aura  4P^ 

■  -^-7— £-à  la  distance/)' du  centre, c'est-à-dire  à  la  surface.  Le 

m        fi'*  °  *^ 

rapport sera  donné ,  soit  par  une  table  qu'on  peut  avoir  calculée 

d'après  l'équation  (5)  ou  î'équation  (8)  de  l'article  précédent,  laquelle, 
contenant  les  rapports  entre  les  masses  des  planètes  et  celle  du  soleil , 
fait,  par  conséquent ,  connaître  les  ra^torts  entre  les  «nasK»  des  pla- 
nètes, soit  par  l'équaticoi  (9)  du  même  article. 

916.  J'ai  dit  précédemment  que  le  soleil  avait  une  tendance  à  se  dépla- 
cer en  vertu  de  l'action  qu'une  planète  exerçait  sur  lui ,  et  il  est  bon  de 
donner  quelques  détails,  sur  ce  sujet ,  avant  de  passer  à  d'autres  matières. 

On  a  vu,  art.  914,  que  le  produit  de  la  quantité  S—  par  la  masse 

d'un  corps  quelconque  donnait  la  valeur  de  la  force  accélératrice  com- 
muniquée par  cette  masse  à  un  corps  éloigné  d'elle  à  l'unité  de  dis- 
tance ;  faisant ,  pour  abréger,  -^^—  =ff  ,  désignant  par  m'  la  «nasse 
d'une  planète  et  par  r  son  rayon  vecteur  mené  du  centre  du  soleil,  — ^ 
sera  l'eipression  de  la  force  accélératrice  que  reçoit  le  soleil  en  vertu 
de  l'action  de  la  planète ,  et  — i—  celle  de  la  force  accélératrice  que 
reçoit  la  planète  par  l'action  du  soleil  (M  est  la  masse  du  soleil  ) ,  la  force 
motrice,  imprimée  à  chacun  des  deux  astres,  étant i—  * 
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Oa  a  donc,  eo  supposant  que  les  deux  astres  commencent  â  agir  Tua 
sur  l'autre  sans  vitesses  initiales ,  et  tendent  à  se  rapprocher  en  se  mou- 
vant sur  la  droite  qui  joint  leurs  centres,  c  etw  désignant  respective- 
ment la  vitesse  du  soleil  et  celle  de  la  planète  au  bout  du  temps  /^ 

I  df   mq     _     dw    Mq 

I  dt    ~~     r«     "*  ~~dt  7»~' 

iit  ëlant  constant,  on  a,  au  bout  du  temps  1/ 
f{dç):f{dw);:m-:Mj 

Oou  (a) v^  "m"  ***"'" 

les  vitesses  sont,  à  chaque  instant,  réciproquement  proportionnelles 
aux  masses. 

Nommant  x  et  a^,  respectivement, les  distances  au  bout  du  temps  e 
des  centres  des  masses  3f  et  m  à  leurs  points  respectifs  de  positions  ini  * 

tiales,  l'équation  précédente  se  change  en  — -j — -^  — jtt-  •  — ^-j—  ,  ou 

(3) xM — x'm=iO. 

a  étant  la  distance  initiale  entre  les  corps,  on  aura,  au  moment  de  leur 
réunion,  x -^  x' =  a ,  équation  qui  ,  combinée  avec  la  précédente, 

donne  x  =  — —  ,  x'  = :  à'oii  l'on  conclut  que  les  deux 

m  +  M  m  +  M  ^ 

astres,  s'ils  étaient  des  points  matériels,  arriveraient,  au  même  instant, 

au  point  de  position  initiale  de  leur  centre  de  gravité  commun,  et  on 

dx  dx' 

—  —  "  — r—    ,  que 
dt        ' 

ce  centre  de  gravité  commun  reste  immobile  pendant  toute  la  durée 

du  mouvement,  sa  vitesse  M  — —  —  m  — ; —  ,  article  765,  étant  k 
dt  dt  ^ 

chaque  instant  égale  k  zéro. 

Dans  le  cas  d'une  vitesse  initiale  imprimée,  soit  k  chacune  des  masses, 

soit  à  l'une  d'elles  seulement ,  le  centre  de  gravité  se  meut  et  les  corps 

circulent,  autour  de  ce  centre  mobile,  d'après  les  lois  dunt  je  parlerai 

dans  la  section  du  cours  ob  il  sera  question  du  mouvement  des  systèmes 

de  corps. 
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Cou>i<tératîot»  géDérales  aur  le  piouvemcnt  d'uo  point  matériel  assujetti  k  se 
mouvoir  lur  une  courbe  donnée.  Expression  générale  de  la  vitesse.  Cette 
▼ileste  est  coDStamte  lorsque  le  mobile  ue  se  meut  qu'en  vertu  d'uiie  impul- 
sion initiale. 

917.  Le  point  matériel  mobile  peut  être  considéré  comme  une  sphère, 
d'un  diamètre  iniiniment  pctrt,  renfermé  dans  un  lube  dont  il  occupe 
toute  la  section  transversale,  et  dans  lequel  il  se  meut  sans  frotte- 
ment ;  j'appelle  direclrice  la  ligne  que  suit  son  centre  ;  cette  ligne 
est ,  en  général ,  une  courbe  k  double  courbure  ;  les  positions  de  tous 
ses  points  sont  rapportées  k  trois  axes  fixes,  perpendiculaires  entr'eux, 
sur  lesquels  se  mesurent  les  coordonnées  a;_,  _^  et  z  de  ces  différenis 
points.  La  surface  de  la  paroi  intérieure  du  tube,  est  censi-e  engendrée 
par  un  des  grands  cercles  du  mobile  sphérique ,  se  mouvant  perpendi- 
culairement à  la  directrice,  avec  la  condition  d'avoir  toujoursson  centre 
sur  cette  courbe. 

Chacune  des  puissances,  qui  sollicite  le  mobile,  est  dirigée  sur  son 
centre,  et  décomposée  en  trois  forces  respectivement  parallèles  aux  x , 
y  et  A}  ta  somme  des  composantes  parallèles  aux  x  est  désignée  par 
X,  la  lettre  Y  représentant  les  forces  parallèles  aux  jj  et  la  lettre  Z 
les  forces  parallèles  aux  z. 

918.  Le  mobile  sollicité  par  les  forces  Xj  l^'et  Z^  décrirait,  s'il  se 
mouvait  librement ,  une  certaine  courbe  dont  on  trouverait  l'équation 
par  les  principes  posés  au  commencement  de  cette  section  ;  mais  comme 
la  trajectoire  est  une  courbe  déterminée ,  il  faut  avoir  égard  ii  cette 
circonstance  dans  les  équations  du  mouvement^  ce  qu'on  peut  faire 
en  combinant  avec  les  forces  X,  Y  et  Z,  une  force  r ,  telle  que  les 
actions  simultanées  de  X,  Y ,  Z  et  r ,  feraient  parcourir  librement 
au  mobile,  ta  même  courbe  sur  laquelle  ce  mobile,  enfermé  dans  un 
tube,  ou  canal,  de  figure  donnée,  est  obligé  de  se  mouvoir. 

On  a ,  sur  le  champ ,  une  idée  de  ta  fonction  que  remplit  cette  force 
JT*  et  de  sa  direction  ,  en  considérant  qu'elle  remplace  la  résistance  du 
tube ,  et  qu'elle  doit  par  conséquent ,  à  chaque  instant ,  annutler  la 
tendance  qu'a  le  centre  du  mobile  à  s'écarter  de  la  directrice}  ta  di- 
rection de  r  doit  donc  être  perpendiculaire  à  cette  directrice j  il 
est  évident  qu'une  seule  force  normale  et  ayant  d'ailleurs  l'intensité 
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convenable ,  suffît  pour  remplir  ta  condition  dont  il  s'agit;  dèt-Iors, 
on  peut ,  en  réunissant  la  force  1^  aux  forces  X,  Y  et  Z,  et  en  suivant 
la  lutme  marche  de  raisonnement  qu'à  l'arL  Sao*  poser  le»  équations 
du  mouvement  comme  si  le  mobile  était  libre. 

Soient  n' ^  n" ,  n'"  le«  angles  respectivement  formés  par  les  aies  des 
X  f  y  tX  &  ex  par  la  force  F,  les  équations ,  dont  )e  viens  de  parler , 
seront  les  suivantes 

d(-^Ç\  =  dt  (  X+r  COS.  n')  i 

^r_^^  =rf((Z  +  rcos./z"'). 

915.  Je  multiplie  les  i.",  a.*  et  3.»  équations  de  Vart.  précèdent 
res|>ectivcment  par  dx y  dy ,  dt^  et,  faisant  la  somme  des  équations 
produits  dans  l'hypothèse  de  dt  constant,  j'ai 

d.T.  4dx:-\-dy.  ddr  +  dK-ddz  \  Xdx+ydy-^Zdz 

dl*  l+i'(ii»co<.n'+(/)'CO».n"+<tîCo«.»'") 

L'élément  de  courbe  ds  sur  lequel  se  trouve  le  mobile  fait  avec 
les  axes  des  x^y^x,  des  angles  respectifs  qui  ont  pour  costous 

—j — _,  —^—  t  -j —  S  et ,  comme  cet  élément  de  courbe  est ,  par  hypo- 
thèse» perpendicularre  b  la  force  JT ,  on  a,  par  les  théorèmes  connus 

j       ■  .    .        d.T  .        dr  „        dt  ,,, 

de  trigonométrie j  - -j—  cos.  n'  H ^  cos.  n"  +  —j~  cos.  n"  =  o 

^s  as  €tS 

ou  dx  cos.  n'Jfdy  COS.  n"  +  A  oos.  n"'-T^  o.  Le  deuxième  terme  du 

deuxième  membre  de  (i)  est  donc  Jiut ,  et  cette  équation  se  réduit  à 

dxdd-K-^'éYddy^-didd*       —,        _,,       „, 

(a)  .  .  .  ^^  "    =  Xdx  +  Fdy  +  Zdi  j 

c'#st-à-<!irfe  qu'elle  devient  identique  avec  l'équation  {i)à,c  l'art. flaa, 
obtenue  ^ans  l'hypothèse  du  mouvement  îibrz  d'un  poÏM  matériel  sol  - 
licite  par  les  puissances  X,  VctZj  on  arrive,  ainsi,  à4a  mâme«xpres< 
fion  ée  la  vitesse,  soit  que  le  mobile  se  nieuVe  libreaient,  soit  qu'il  se 
meuve  dans  «uti  tabe  ou  cftna)  ftxe  de  forme  donnée,  savoir  i 
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(3)  ...:...»==  pa  +  s.f(^Xdx  +  r^  +  Zd2,) } 
c'est  l'équation  (â)  de  l'article  cité,  *-  *st  la  vitesse  au  bout  du  temps  t 
et  Z/*  ta  constante  arbitraire. 

920.  Si  le  mobile  n'étant  soumis  &  l'action  d'aucune  puisfisoce,  ce  qui 
donne  X^=  o,  ¥■=  o^  2  =  o  j  se  meut  en  v*rtu  d'une  vîtesse  initiale 
qui  lui  aura  été  imprimée  taagentiellement  à  un  point  quelconque  de 

.la  directrice j  l'équation  firécédrnte  devient 

(i)  .  .  .  . i>=Us 

la  vitesse  est  constante,  ainsi  sa  valeur  initiale  17 se  conserve  la  même 
pendant  la  durée  du  mouvement  dans  le  tube;  œ  étant  la  distance  au  bout 
du  temps /j  mesurée  sur  la  directrice,  du  mobile  à  un  point  Ûxe  de  cette 
courbe,  ona,  dans  l'hypothèse  des  valeurs  simultanées  a'=oet  t=o, 

(a) x=Utj 

ce  résultat  et  tous  ceux  que  j'aurai  à  conclure  de  la  théorie  exposée 
depuis  l'art.  917  supposent  que  la  courbure  de  la  directrice  est  soumise 
k  la  toi  de  continuité, 

921.  Considérant  l'équation  (3)  de  Tart.  919,  sous  un  point  de  vue 
plus  général,  on  peut  d'atjord  se  donner  pour  condition  que  les  forces  dont 
se  composent  X^  Y  et  Z  sont  fonctions  des  distances  des  points  d'ap- 
plications de  ces  forces  à  des  points  fixes  pris  sur  leurs  directions  res- 
pectives; c'est  le  cas  remarquable  dont  je  me  suis  occupé,  art.  823  et 
suivants,  et  qui  rend,  ainsi  que  je  l'ai  démontré  aux  articles  cités,  la 
fonction  Xdx+ydy  +  Zdi  intégrable  indépendamment  de  toute  rela- 
tion particulière  entre  aj^^  et  s. 

On  peut  donc  ,  dans  le  cas  dont  je  viem  de  parler ,  supposer  .  . 
f{Xdx  +  Fdjr+Zdt)=  Q ,  en  désignant  par  Q  une  certaine  fonction 
finie  de  x,_y  et  z  dont  la  composition  n'a  aucune  liaison  nécessaire  avec 
celles  des  fonctions  dépendantes  de  la  courbure  de  la  directrice,  ce  qui 
éoume  k  la  viricur  de  la  Vttrsse  La  forme 

jj  n  •  I       P  *"t  une  fonction  finie  de  ar,  _j-  et  *  indépendaate 

)   de  toute  rclatioD  entre  les  coordoDoées  (te  lai//rfffr)Vf. 

et,  comme  laftinction  Ç  eat  absoluiseot  indépendante  de  celle  dont 
l'égalité  à  zéro -détemiine  les  postions  respectives  des  points  de  la  di- 
rectrice,  la  fome  de  cette  courbe  n'influe  en  rien  sur  la  valeur  de  t^. 
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qui  e$t  donnée,  uniquement ,  à  un  instant  quelconque  ,  par  les  valeurs 
des  coordonnées  du  point  mobile  à  cet  instant  .sans  égard  aux  valeurs  de 
ces  coordonnées  correspondantes  aux  positions  que  ce  mobile  a  eues  ou 
qu'il  aura  dans  les  instants  précédents  ou  suivants  ,  ta  seule  condition  à 
laquelle  ces  positions  sont  assujetties  étant  la  conlinitilê  de  la  courbure 
de  la  directrice. 

92a.  Ces  remarques  conduisent  à  une  conséquence  digne  d'attention; 
si  on  imagine,  entre  deux  points  fixes  de  l'espace,  une  infinité  de  tubes 
de  courbures  quelconques  conùfiucs  dont  chacun  ait  son  origine  b  l'un 
de  ces  points  et  son  extrémité  â  l'autre ,  un  point  matériel  ,  soumis  à 
des  puissances  données  ,  et  introduit  dans  un  de  ces  tubes  avec  une  vi- 
tesse initiale  déterminée  dans  le  sens  de  sa  directrice,  aura,  arrivé  à 
l'autre  extrémité  de  ce  tube,  une  vitesse  qui  sera  la  même  quelque  soit 
le  tube  parcouru. 

Cette  proposition  peut  être  présentée  sous  un  point  de  vue  beaucoup 

,  plus  étendu  en  terminant  les  tubes,  non  à  deux  points  fixes  communs, 

mais  à  deux  surfaces  courbes.  Pour  arriver,  à  cet  égard ,  aux  résultais  les 

plus  généraux  que  la  question  comporte,  j'observe  que,  dans  l'équation 

(i)  . c»  =  P»  +  a  (>j 

on  a  déterminé  la  constante  parla  condition  des  deux  valeurs  simultanées  ' 
c  =  Î7et  ()=  o;  mais,  en  prenant  une  autre  valeur  f=  F' correspon- 
dante h  Q^  Ç'f  la  constante  serait  égale  à  f^''  —  2^  et  on  pourrait, 
â  tous  égards,  remplacer  l'équation  f a  ^  Z7>  +  »Q  par  la  suivante 

W <"=r'-l-2{Q-Q'); 

pour  deux  autres  valeurs  particulières  et  simultanées  de  c  et  de  (î^  res  - 
pectivemcnt  égales  à  F"  et  Q",  on  aurait  l'équation,  aussi  générale 
que  les  deux  précédentes, 

(3) ^'  =  r">  +  i(Q-Q"jj 

si ,  des  trois  constantes  U ,  V  et  V" ,  c'est  V  qui  est  donné  par  l'élat 
de  la  question,  et  qu'on  ait  pris  arbitrairement  Ç*  et  Ç",  on  aura  les 
relations  V^  =  U^  +  zÇ'j  V"^  =  (/""  +  aÇ)",  ce  qui  détermine  les 
constantes  inconnues  ?"  et  y" s  pareillement,  V  et  (^  étant  les  valeurs 
simultanées  données  par  l'élat  de  la  question,  on  aurait  U*  =  f^'^ — &  C'y 
V"^  =  V»  +  2(Ç"  —  Q')  ,  (>"  étant  pris  arbitrairement. 

Or  les  équations  (2)  et  (3)  font  voir  que,  lorsque  le  mobile,  sollicité 
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par  les  forces  X,  F  et  Z,  passe  de  la.  position  où  on  a  (>  —  ()'  =  o  et 
où  il  est  animé  de  la  vitesse  ^%  à  la  position  où  on  a  Ç  —  Ç"  ^  o ,  il 
a ,  dans  cette  dernière  position ,  une  vitesse  f"'=  { f^''  +  2(Q"  • —  Ç')  \*J 
mais  jetant,  par  l'état  de  la  question,  une  fonction  variable  de  a^^j^  et 
Zj  dire  que  les  coordonnées  qui  fixent  les  posïticms,  initiale  et  finale  i 
du  mobile,  sont  assujetties  aux  conditions  respectives  Q — Ç'=io,  et 
Ç —  Ç"=  0,  c'est  dire  que  parti  d'un  point  quelconque  de  la  surface 
courbe,  qui  a  pour  équation  Ç  —  Ç'  =  o,  il  est  arrivé  à  un  point  quelcon- 
que d'une  autre  surface  courbe  ayant  pour  équation  Q — Ç"  =  oi  donc 
si  plusieurs  mobiles,  dont  chacun  est  sotlicilé  par  le  même  système  de  for- 
ces, partent  de  la  surface  courbe  déterminée  parl'équation  Ç — ()'  =  o, 
avec  une  vitesse  commune  F'  et  vont,  en  se  mouvant  dans  des  tubes  de 
courbures  quelconques  continues,  rencontrer  une  autre  surface  détermi- 
née par  l'équation  Ç —  Ç"=:o,  ils  auront,  aussi,  en  arrivant  à  cette 
seconde  surface,  une  même  vitesse  F'"=  \P^'*  +  2(Q" —  ^)1*  ■  C'est 
le  cas  le  plus  général  du  théorème  particulier  de  l'art.  781. 

923.  V  étant  la  vitesse  du  mobile  à  l'extrémité  de  l'arc  s  de  la  courbe 
parcourue,  j'ai  démontré,  art.844,  la  propriété  remarquable  du  mouve- 
ment Itère  dfiyds)  =  o,  qui  tient  au  principe  de  la  moindre  action. 
Cette  propriété  a  été  déduite  de  l'expression  générale  de  la  vitesse,  et 
comme  cette  expression  est  la  même  dans  le  cas  du  mouvement  libie  et 
dans  celui  du  mouvement  qui  a  lieu  sur  une  courbe  déterminée ,  il 
semblerait,  au  premier  coup  d'œil,  que  l'équation  «(/"c-ij-iso,  devrait 
également  être  satisfaite  dans  l'un  et  l'autre  cas  ;  mais  on  reconnaîtra 
aisément  la  différence  de  ces  deux  cas  en  faisant  attention  aux  détails 
du  calcul,  indiqués  à  l'art,  cité,  d'après  lesquels,  en  remplaçant  les  forces 
X^  Ket  Z  par  leurs  valeurs  déduites  des  équations  de  l'art.  918,  on  a 

i  d(d.Tà:F  +  /fydy  +  dnh) 
d(yds)  =  )  "di 

è  — Ndl(^âxcM.n'-\-âyco3.n"+  âscos.n"')  j 

l'intégration  étant  faite  entre  des  limites  fixes,  prises  sur  la  courbe  parcou- 
rue, la  partie  èef.à  {yds)  donnée  par  le  terme^ — ^ "^^ ^ 

se  réduit  à  zéro^  mais  il  n'en  est  pas  de  même  de  la  partie  correspon» 

i  a5 
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dante  à  l'autre  terme  du  deuxième  membre,  dans  lequel  àXjâyttth 
sont  des  variations  absolument  arbitraires.  On  peut  observer  que  ce 
terme  disparaîtrait  avant  l'intogration;  i.o  dans  l'hypothèse  particulière 
àt  àx  ■=■  dx  jày^  dy  et.  ài^dz,  de  laquelle  on  ne  peut  rien  ccmclure 
sur  la  variation  d  iyds)  ,  puisque ,  dans  celte  hypothèse ,  on  ne  compare 
la  courbe  parcourue  qu'à  elle-même;  s.fi  dans  le  cas  deiV=o,  qui  est 
celui  du  mouvement  libre. 

Contidcratiom  généralei  lur  U  preision  qu'exerce  conire  la  paroi  intérieure 
d'un  tube,  ou  canal  fixe,  de  courbure  quelconque  coniiautf  un  corpi  obligé 
(le  se  mouvoir  dans  ce  tube.  Evaluation  générale  de  la  partie  de  cette  pres- 
sion due  à  la  viteaae  du  mobile.  Définition  de  ]aJorce  centrifuge.  Cas  où  le 
mouveiDcnt  eat  modifié,  soit  par  lefxottement ,  soît  par  la  résislance  d'un  milieu. 

924.  La  pression  qu'exerce  un  corps  contre  la  ligne  eu  la  sur&ce 
sur  laquelle  il  est  assujetti  à  se  mouvoir,  fournit  matière  à  des  questions 
également  curieuses  et  importantes,  soït  dans  la  mécanique  rationnelle, 
soit  dans  la  mécanique  appliquée  ;  cette  pression  est  due  à  deux  causes 
qu'il  est  essentiel  de  bien  distinguer;  la  première  est  la  vitesse  du  corps; 
ona  vu,art.7i6  et  719,  qu'un  corps,  dans  lequel  des  forces  quelconques 
ont  engendré  une  certaine  vitesse,  doit,  si  ces  forces  cessent  d'agir  sur 
lui  après  la  génération  de  celte  vitesse ,  la  conserver  constamment  et  se 
mouvoir  en  ligne  droite  à  moins  que  quelque  obstacle  ne  l'en  empêche, 
re  corps  exerce  donc,  en  vertu  de  sa  simple  vitesse,  un  efibrt  contre 
la  paroi  intérieure  d'un  tube  ou  canal  courbé,  dans  lequel  il  est  forcé 
de  se  mouvoir,  uniquement  parceque  ce  tube  contrarie  sa  tendance 
au  mouvement  rectiligne  :  ensuite  si  ce  même  corps ,  animé  d'une  vites- 
se linie  ,  est  de  plus  soumis  à  l'action  d'une  ou  plusieurs  puissances, 
l'effet  dont  je  viens  de  parler  se  combinera  avec  celui  de  ces  puissances, 
car,  leur  système  étant  disposé  pour  faire  parcourir  au  corps  ,  s'il  était 
libre,  une  certaine  courbe  déterminée,  elles  s'opposent  autant  que  leurs 
intensités ,  directions ,  etc.  peuvent  le  permettre ,  à  ce  qu'il  en  parcoure 
une  autre,  et  par  conséquent  le  pressent  contre  toute  paroi  qui  le  fait 
dévier  de  la  route  qu'il  suivrait  en  vertu  de  leurs  seules  actions. 

925.  Je  vais  traiter  d'abord  la  question  de  la  pression  due  à  la  seule 
vitesse  et  supposer  que  le  mobile  se  meut  uniformément  dans  un  tube 
courbé  d'une  manière  quelconque;  on  a  vu  art. 920  que  ce  corps,  n'étant 
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soumis  à  l'actioa  d'aucuoe  puissance  extérKure,  coMftve,  taas  akéra- 
tion,  une  vitesse  qui  lui  est  imprimëe^  k  un  point  quekxxtque  de  la 
directrice,  tangentiellement  k  cette  courbe.  Il  est  «isé  de  voir,  par  un 
raisonnement  analogue  à  celui  del'art.  635,  oîi  il  s'agissait. de  la  trajec- 
toire libre ,  que  le  point  matériel ,  animé  d'une  vîtcsse  U  avec  laqu^le 
il  parcourt  l'élément  de  courbe  ds  rencontrant,  à  l'extrémité  àe  ds  ,- 
un  autre  arc  élémentaire  d/  qui  fait,  avec  le  prmier,  un  angle  dont  le 

sinus:=' (le  rayon  principal  de  courbure,  celui  qui  est  renfermé 

dans  le  plan  de  deux  éléments  de  courbe  consécutifs ,  est  désigné  par  r) . 
Si,  sur  le  plan  qui  renferme  les  deux  arcs  é;Iémentaire8  consécutifs  ds  et 

d/  et  le  rayon  /■_,  on  décompose  V  en  Ut/ 1  i —  ■ j  et  £/" .  —  j, 

prises,  respectivement,  dans  la  direction  de  ^  et  perpendiculaire <- 
ment  k  cette  direction,  le  corps  exercera  sur  ds*  un  efibrt  normal,  ou 
dirigé  suivant  le  rayon  de  courbure  rj  et  dû  à  la  rttesse  élémentaire 
Uds 

laquelle  art.  712  et  8o4est  repré«entée,dans  l'analyse,  par  la_^/rc 

''„,        .       U        ds                  U*  .      ,  ds         „       ^ 

accélératrice ■  —j—j  ou  par j  puisqu  on  a  ^-j—  ■=  Vj  valeur 

identique  avec  celle  de  la  ft^rce  normale  déduite  de  l'équation  (a)  de 
l'art.  835  qui  est  applicable  au  mouvement  libre. 

L'autre  composante  t/  1/  |  i^  ■         |  ne  diffère  de  U  que  d'une 

quantité  comparable  au  sinus  verse  d'un  angle  infiniment  petit ,  ce  qui 
reproduit  le  théorème  de  l'art,  pao. 

926.  L'effort  normal  dont  un  corps  est  ainsi  capable  en  vertu  de  sa 
simple  vitesse,  et  qui,  pour  une  masse  constante,  est  proportionnel  à 

^  s'appelle  ^/ce  ce^ier/fuge.  Voici  un  autre  moyen  d'arriver  à 

l'expression  de  cette  force  ,  qui  a  l'avantage  de  faire  connaître  immé- 
diatement sa  direction  dans  l'espace,  et  qui  offrira  d'ailleurs  aux  élèves 
un  exercice  utile  d'analyse  et  de  mécanique. 

Puisque  le  mobile  animé  de  la  vitesse  U  et  ayant,  en  vertu  de  cette 
vitesse ,  une  tendance  h  se  n^ouVoir  en  ligne  droite ,  presse'  la  paroi  du 
canal,  celte  paroi  Ivi  fait  épro,uver  u«e.  réaction  que  l'on  peut  «iitsidérer 
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comme  une  puissance  inconnue,  tant  en  intensité  qu'en  dîrectifHTi  k 
laquelle  ce  corps  est  soumis  ;  je  désigne  cette  puissance  par  iV  et  j'ap- 
pelle n'j  n"j  n"'j  respectivement ,  les  angles  qu'elle  fonne  avec  les  a^es 
des  sijj'  et  x^  on  a  donc,  art.  Sao^ 

X=  N  COS.  n'  j    r=lV  C08.  n"  j  Z:=N  cos.  n'"  j 


(■)■ 


NMcos.n\ 


Ndicm.n"' 


Mais  le  mobile ,  animé  de  la  vitesse  Uj  n'éprouve ,  par  hypothèse , 
d'aiitre  action  que  celle  qui  est  due  à  la  résistance  de  la  paroi  du  tube  et , 
d'après  l'art.  920,  cette  résistance  ne  peut  faire  subir  aucune  modification 
à  la  vitesse  Vj  on  a  donc,  âU' étant  l'élément  de  courbe  parcouru  pen- 


ds 


U 


.  Substituant  cette  valeur 


dans  les  équations  précédentes ,  prenant  ds  pour  difTérentielle  constante , 
et  désignant  le  rayon  principal  de  courbure  par  /-^  ces  équations 
deviennent 


ds*       -^ 


=  TV  cos.  n 
et  on  en  conclut 


U'ddj- 


:=iVc08.n" 


U»dds 


(3), 


^_  ](dd.Ty+(ddy)-+(ddzy\T  ^^, 

ds'^ 

, dd^ 

■"     ~    \[ddxY~\-{ddjY-^dd»)\'     ~ 

n" ^-^ = 

■       -    \{ddœY,^<^ddjY^iddiY\'' 

ddt 


^     '  ■       ■  \{ddxY'\.{ddjY-^(ddbY\'  ■' 
La  force  centrifuge  se  trouve  ainsi  déterminée  immédiatement  et  in- 
dépeDdâmmmt  de  la  co*sidéralion  dé  Vangle  de  contacts  on  a,  de 
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plus  ,  sa  direction  dans  ?rspace  ,  et  comme  on  Sait ,  par  la  géométrie 
analytique,  que,  r  étant  le  rayon  de  courbure  principal;  on  a 

=  — î-i -i i — ?--i i i— ! —  et  que  les  valeurs  de  cos.  n ', 

r  d^  ^ 

COS.  n" ,  COS.  n.'"  sont  celles  des  cosinus  des  angles^  respectifs  formés  par 

ce  rayon  et  par  les  ases  des  Xj^  et  2^  le  tout  dans  l'hypothèse  de  as 

constante,  on  retrouve  la  valeur  N  = de  l'art,  précédent,  et  les 

autres  équations  (3)  énoncent  l'identité  entre  les  directions  de  ^et  de  N'. 
On  peut  observer  qu'en  regardant  la  vîdeur  et  la  direction  de  N 
comme  connues  par  l'art,  précédent,  l'analyse  du  présent  article  résout 
fort  -  simplement ,  par  des  considérations  de  mécanique  ,  les  problèmes 
de  Géométrie  analytique  relatifs  aux  déterminations  delà  valeur  et  de 
la  position ,  dans  l'espace,  du  rayoïî  principal  de  courbure  d'une  courbé 
à  double  courbure. 

De  la  preition  totale  qu'un  corpi  fait  éprouver  k  ane  courbe  quelconque ,  lar 
laquelle  il  eit  obligé  de  te  mouvoir,  due  tant  à  taforee  centrifuge  qu'à'l'ac- 
tioK  des  piyaMDces.auzqnellu  ce  oorpa  eat  (ouipî«. 

937.  La  pression  qu'un  corps  exerce  en  vertu  Aa  Ba.Jbrce  centrage 
n'est  due  ,  ainsi  que  jeil'ai  expliqué  ci-dessus  ,  qu'à  ta  simple  vHesse  ; 
niais,.)<Jrsque  le  mobile  est  soumis  à  l'action  d'une  ou^  plusieurs-  puis- 
sances, la  pression,  dont  je  viens  de  parler,  n'est  qu'une  partie  de  celle 
qu'éprouve  la  courbe  sur  laquelle  ce  mobile  est  forcé  dé  se  mouvoir, 
car  la  réèultante  unique  des  puissances  soUicitantespeut  toujours  se  dé- 
composer en  deux  forces,  l'une  tangentielle  qui,  étant  uniquement  et 
exclusivement  employée  à  faire  varier  la  vitesse',  n'exerce  aucune  pres- 
sion sur  la  trajectoire,  l'autre  normale  qui  (abstraction  faite  du  frot- 
tement) n'a  aucune  influence  sur  la  vitesse,  son  elTét  unique  et  exclusif 
étant  de  presser  la  trajectoire.  La  pression  totale  est  donc  la  résultante 
de  cette  dernière  force  et  de  la  force  centrifuge ,  forces  qui  agissent , 
toutes  deux  ,  dans  le  plan  normal  à  la  directrice  à  double  courbure, 
mais  qui  n'ont  pas  les  mêmes  directions  sur  ce  plan. 

Je  désigne  par  jT"  la  pression  normale  totale  qu'il  s'agit  de  déter- 
miner, par  R  la  résultante  générale  des  puissances  sollicitantes  X,  JT 
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et  Z  étant  les  composantes  de  R  respectivement  parallfcles  aux  x  j  jy 
et  2  ;  par  S  l'angle  que  forme  H  avec  i'éiémeW  de  courbe  ds  sur 
lequel  le  mobile  se  trouve  au  moment  ou  la  pression  Z^a  lieu,  je  fais 
77"=  R  sin.  ©  =  la  composante  normale  qui ,  sans  influence  sur  la  vi- 
tesse ,  a ,  pour  effet  unique  et  exclusif,  la  pression  de  la  trajectoire  ,  et 
je  désigne  ^^xf,gjh,  respectivement,  les  angles  formés  par  la  direc- 
tion de  H  et  par  les  axes  des  x  ,  y  ef  ï. 

On  a  iî  =  J/^TM-  i"  +  z^  '1  l'équation  (4)  de  l'art.  829  donne  1»  va  - 
leur  de  cos.  S  et  les  équations  (2)  de  l'art.  83o  donnent  celles  des  cosinus 
des  angles yj  ^et  h  \  le  contenu  des  art.  cités  se  rapporte  au  mouvement 
libre,  ruais  les  détermtnationsdont  jeviensde  parler  n'en  sont  pas  moins 
indistinctement  applicables  à  la  trajectoire  libre  et  à  la  trajectoire^r- 
cée i  on  a  même,  dans  le  deuxième  cas,  l'avantage  de  pouvoir  déduire, 
immédiatement,  des  équations  de  la  directrice,  toutes  tes  valeurs  dé- 
pendantes de  la  position  du  mobile  ,  et  parmi  ces  valeurs  se  trouvent 
celles  de  Xj  J'  et  Z  ,  lorsque  dans  l'hypothèse  des  art.  8a3  et  921  les 
forces  sont  fonctions  des  distances  de  leurs  points  d'application  à  des 
points  filles  pris  sur  leurs  directions. 

Les  expressions  de  G  ^f,  g  et  Â  étant  ainsi  données  par  les  équations 
des  articles  829  et  83o,  et  la  valeur,  constante  ou  variable,  de  R  étant 
aussi  supposée  connue,  I93  sommes  des  composantes,  respectivement  pa- 
rallèles aux  ir,^et  a  des  deux  forces  normales  iVet/7,8ont,  en  conservant 
la  signifîcatioh  donnée,  art.  guA  et  92a,  aux  lettres  r,  n'j  n" ,  n'"  et  dési  - 

gnant  la  vitesse  par  v, cos.  n' ■\- JI  cos.fj; cos.  n"  ■{•  21  cos.  ffj 

COS.  «"'-^  ZTcos.  A  et  ont  pour  valeurs  respectives,  déduites  des 

équations  des  art.  839 ,  83o  et  926 ,  en  observant  que  II  est  la  quantité 
désignée  par  iV  aux  art,  829  et  83o  ,  et  que  ds  est  pris  pour  la  difTé  • 
rentielle  constante,. 

t^'  dd.r  +  X(.^y»  +  dz^)—  {rdj  +^i)dx 

V*  ddj  +  Y{dx^  +  di*)  —  {Xdx  +  Zdz  )  dj 

ds»  ■■■''. 

v*ddi  +  Z(</r*  +  dx»)-r{Xdx  +  rdj)ds 

'      ''  ~^     "~        dfi        '.    '~    .      >        ..'...-■    Il 
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Soient  Kf,  K„j  K„,j  respectif ement,  ia  i.«,  la  a."  et  la  3.«  de  ces 
composantes,  i,^  1<„,  k,„  les  angles  respectift  formés  par  la  pression 
normale  totale  F  et  par  les  aï,  jj'  et  3  on  a 

COS.  A^=  -'yr  }     co3:h„^  Ir  ^     *^**'"  "''"^^  — 'p~  ' 

La  valeur  de  la  force  F  peut ,  en  obseih'ant  cjue  le  cosinus  de  l'angle 
formé  par  ses  deux  composantes  77 et  TV  a  pour  valeur  cos.ycos.  «'  + 
cos.^  COS.  n"  +  COS.  h  COS.  n'" ,  et ,  en  désignant  cet  angle  par  K,-  se 
mettre,  art.  Si ,  sous  la  forme 

(2) r=  yn^-irN^  +  hIJn  cq%.x. 

938.  Pour  avoir  égard  au  frottement  qui  peut  avoir  lieu  aux  points 
de  contact  successifs  du  mobile  et  de  la  paroi  du  canal  dans  lequel  ce 
mobile  est  enfermé,  il  faut  observer  que  ce  frottement  alieu  uniquement 
en  vertu  des  forces  normales  7?^  et  N,  et  qu'en  appliquant,  au  cas  dont  it 
s'agit  ici,  les  notions  établies  depuis  l'art.  6o5  jusqu'à  l'art.  631,  les 
résistances  qui  en  résultent  peuvent,  F  désignait  un  coefficient  constant, 
être  considérées  comme  les  effets  d'une  puissance  -F/' dirigée  suivant  la 
trajectoire  et  agissant  en  sens  contraire  du  mouvement  actuel  du  mobile. 

La  valeur  et  la  direction  de  r  sont  données  par  les  équations  (i)  de 
l'art,  précédent,  i^est  un  coefficient  connu  par  expérience, et  on  devra, 
tant  dans  la  valeur  de  la  vitesse  c  que  dans  les  autres  expressions  ana- 
lytiques dans  lesquelles  enirent  le?  puissances,  substituer  aux  compo- 

santés  X,  T ,  Z  les  nouvelles  composantes  respectives  X -j—Fr^   ■ 

r-  ^Fr;  z-  4-  Fr. 

as  as 

On  peut  encore  traiter  la  question  dans  l'hypothèse  de  la  résistance 
d'un  milieu  traversé  par  !e  mobile,  résistance  qui  est,  en  général,  une 
force  retardatrice,  tangentielle  comme  la  précédente  et  agissant  aussi 
comme  elle  dans  un  sens  contraire  à  celui  du  mouvement  actuel.  Ainsi, 
^  étant  le  signe  de  fonction,  il  faudra  combiner,  avec  ieis  forces  desquel- 
les résulte  le  mouvement  ,  la  force  tangentielle  —  '4'iy)  qui  doit  son 
existence  à  ce  même  mouvement. 

Je  me  borne  à  ces  indications  générales  ïur  des  cas  qui  rendent  l'a  - 
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nalyse  fort -compliquée,  lorsque  les  forces  qui  entrent  dans  !a  compo- 
sition de  X,  VeiZ  sont  dirigées  dans  des  plans"  différents,  et  qui, 
faisant  dépendre  une  partie  des  causes  auxquelles  les  variations  de  la 
vitesse  sont  dues  de  cette  vitesse  elle-même ,  ûtent  les  moyens  de  sim- 
plification fournis  par  l'hypothèse  des  art.SsS  et  921,  en  ne  permettant 
plus  dç  regarder  la  valeur  du  quarré  de  la  vitesse  comme  composée 
d'un  terme  constant  et  de  l'intégrale  d'une  fonction  de  la  forrat/{Pdp) , 
dans  laquelle  P  est  fonction  de  p. 

De  la  préision  que  fait  éprouver  à  une  courbe  plane ,  aur  laquelle  il  est  obligé 
de  se  mouvoir ,  un  point  matériel  sollicité  par  des  forces  quelconques,  diri- 
gées dans  le  plan  de  cette  courbe  ,  en  ayant  égard  ,  tant  aux  actions  des 
forces  qu'à  la  vitesse  du  mobile. 

929.  Je  rapporte  les  positions  des  différents  points  de  la  trajectoire 
aux  coordonnées  rectangulaires  x ,  y,  l'axe  des  x  et  celui  des^  étant 
deux  lignes  de  positions  fixes,  sur  le  plan  de  cette  trajectoire,  dont  le 
point  d'intersection  est  l'origine  commune  de  x  et  àcy  ;  la  distance  du 
mobile  à  un  point  fixe  de  sa  trajectoire,  mesurée  dans  le  sens  de  cette 
trajectoire  ,  sera  représentée  par  s. 

Je  décomposé  chacune  des  puissances  qui  agissent  sur  le  mobile  en 
deux  composantes  respectivement  parallèles  aux  x  et  aux^j  et  je  dé- 
signe par  X  la  somme  des  composantes  parallèles  aux  x  et  par  Y  la 
somme  des  composantes  parallèles  auxjj'. 

J'appelle  T"  la  pression  totale  cherchée  qu'éprouve  la  trajectoire  an 
'  point  oii  se  trouve  actuellement  le  mobile,  au  bout  du  temps  t,  N  étant 
\ajbrce  centrifuge  qui  représente  la  partie  de  la  pression  due  à  la  vitesse 
du  mobile ,  et  iZl'autre  partie  de  la  pression  due  à  l'action  des  puissances. 

11  est  évident  que  les  pressions  iV et  i/ ont  lieu  dans  le  plan  de  la  tra- 
jectoire, puisque  ce  plan  renferme  la  direction  du  mouvement  et  celles 
de  toutes  les  forces  sollicitantes  ;  de  plus  N  et  /T  doivent  être  normales 
à  la  trajectoire,  car,  si  on  supposait  que  l'une  ou  l'autre  de  ces  pressions  fit 
avec  la  tangente  un  autre  angle  que  l'angle  droit,  on  pourrait  ramenerson 
efTet  à  celui  de  deux  forces,  l'une  normale,  entièrement  employée  à  pres- 
ser, l'autre  tangentielle;  mais  comme  l'efTet  de  la  dernière  composante, 
pour  presser,  est  nécessairement  nul,  cet  effet  doit  être,  entièrement, 
^ttrjbuéi  la  première,  et  la  seconde  est  nécessairement  égale  à  zéro, 

iV 
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iV  et  /Z*  ont  donc  teun  direotiona  «wr  bt  ligne  du  nyoB-fle  «ouvbure,  et 

la  pression  totale  se  compose  de  leur  somme  ji^+ZT  c'est-à-dire  <]u'od  a 

çSo.  Cette  identité  des  lignes  de  direction  de  iVet  ÏI,  qur  permet  de 
les  composer  par  somme,  at,  principalement,  ce  qui  rend  l'analyse  dy 
ca»  actuel  de  la  pression  d'une  courbe  plane  beaucoup  plus  simple  que 
celui  de  la  pression  d'une  courbe  k  double  courbure  traité  depuis  l'art. 
9^4  jusqu'à  l'art.  928.  Dans  ce  cas  général  les  pressions  IV  et  U  sont , 
à  la  vérité ,  dirigées  dans  un  même  plan  normal ,  mais  elles  font  un  angle 
entr'etles  dans  ce  plan  et,  de  là,  la  complication  inévitable  des  formules 
qui  donnent  la  valeur  et  la  direction  de  X^. 

Cependant  on  peut  déduire  trëa-aisémenl  de  ce«  mêmes  formules  la 
valeur  de  Z'dont  on  a  besoin  en  ce  moment,  pour  cela  on  supprimera 
des  équations  de  l'art.  927  tout  ce  qui  a  rapport  à  la  coordonnée  x  et 
à  la  force  Z  et  on  aura, 


(■)• 


\  ds>      +     rfj    •  ds 

I  K"  —  ^^y     •  ^     y<j^ —  Ydx 

I  ds^  ds  ds 


J*olMflrTC  qM  dam  l1iypothè«e'de  dt  iMunm/t ,  réés\puDt\e.ayo»4e 

dvds                          dtids 
courbure,  OD  a  ddx  =   -^ j  ddjr= ,  ce  qui  change 

les  valeurs  précédentes  en 

i  dy  (  V  Xdy—rdx  \ 

*  ='--^[;-r  +  — 5 — )' 

d'oïl ,  en  observant  que  djy'  +  dx'  ^  ds', 

>•  Xdy—rdh 


(3)  .  .  .  Z-=.l^r/+«:,7 


ds 


(4)...  COS.», jr^-^S     cos.»„=-y-=--3^. 

On  voit  que  te  terme  • répond  à  celui  qui,  dans  les  formules  géné- 

t  s6 
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r.ilf>s,  représentait  IV  on  la  force  centrifuge  dépendant  exclusivement  de 

la  yîtesse  :  le  terme  — ^— -— —  étant  la  valeur  de  II  ou  de  la  par- 

as  ^ 

(ie  de  la  pression  due  à  l'action  des  forces. 

,  93i.  Le  problt^me  <jue  je  viens  de  résoudre  est  lié  à  une  théorie  avec 
laquelle  les  élèves  ne  sauraient  être  trop  familiers;  je  crois  devoir,  par 
ce  motif,  en  donner  une  solution  immédiate,  qui  ne  soit  pas  déduite, 
comme  cas  particulier,  d'une  solution  plus  générale.  Je  remarque  d'abord 
que,  si  des  deux  quantités  iV"  et  77  on  ne  voulait  avoir  que  la  force  cen- 
trifuge Nj  due  à  la  seule  vitesse,  il  suffirait  d'appliquer,  purement  et 
simplement ,  à  deux  éléments  consécutifs  de  la  trajectoire  plane,  le  même 
raisonnement  qu'on  a  appliqué  art.  gaS  à  deux  éléments  consécutifs  de 
la  trajprtuire  k  double  courbure ,  puisque  le  résultat  auquel  je  suis  par- 
venu k  l'art,  cité  est  fondé  sur  ce  que  les  deux  éléments  consécutifs  de 
la  trajectoire,  la  direction  du  mouvement  du  mobile  qui  les  parcourt, 
et  le  rayon  principal  de  courbure  sont  dans  un  même  plan;  ainsi,  dans 
la  trajectoire  plane  comme  dans  la  trajectoire  à  double  courbure,  on  a 

{') .•••«'=-7-- 

Quant  à  l'identité  de  direction  de  N  et  77  suivant  la  ligne  du  rayon  dé 
courbure,  je  n'ai  rien  à.  ajouter  à  ce  qui  a  été  dit,  art.  çeç,  et  j'ai  en 
conse'quence  l'équation 

(a) .' r=N'VlI. 

Je  vais  maintenant  chercher,  par  des  procédés  immédiats,  la  valeur  géné- 
rale de  7^  dans  la  trajectoire  ;  cette  valeur  se  composera  du  terme  — - 

et  d'un  autre  tn-me  qui  sqra  la  partie  de  la  pression  due  à  l'action 
des  puissances. 

Gïnservant  la  notation  de  l'art.  929 ,  et  appliquant  aux  puissances 
Xet  X exactement  les  mêmes  raisonnements  que  j'ai  fait,  art.  820  ou 
nrl.  8ai ,  sur  les  forces  X,  ï'et  Zj,  j*ai  tes  équations  suivantes,  dans  le 
cas  du  mouvement  libre,  lorsque  toutes  tes  forces  sont  dirigées  dans  un 
même  plan, 

(3)...j.(^)=x.,..(^)  =  r..j 
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Ensuite,  si  le  mobile  est  obligé  de  suivre,  sur  ce  plap,  one  courbe  dé- 
terminée, je  considère  la  réaction  i"* de  cette  courbe  contre  le  mobile, 
comme  une  force  particulière  qui,  combinée  avec  les  forces  A' et  Y ^ 
réduit  la  question  du  mouvement  yàrc^  à  celle  du  mouvement  libre. 

La  force  r,  d'après  ce  qui  précède  ,  agit  suivant  la  ligne  du  rayon 
de  courbure,  et  pour  iixer  les  idées,  sur  son  sens  d'action,  on  peut  sup- 
poser que  le  mobile  se  meut  sur  la  concavité  de  la  courbe  VM.W,  en  ^'8-  ^' 
allant  de  M  en  W  et  exerçant  une  pression  nonnale  dans  le  sens  N'MN^ 
de  laquelle  résulte,  par  conséquent,  une  réaction  dar»  le  sens  IVMN'j 
l'angle  yjiX  étant  celui  des  x  et  y  positives,  la  réaction  r  tend  k 
éloigner  le  mobile  de  Taxe  ^X et  à  le  rapprodierdel'axewrfi^  c'est-à- 
dire  à  augmenter  les^  et  k  diminuer  les  xj  ainsi  le  cosinus  -"?—  de 
l'angle  obtus  X'MN'j  formé  par  MIV'  et  par  l'axe  des  x  doit  avoir  le 


aigu  y'MN'  prenant  le  signe  positif,  toutes  choses  compatibles  avec 

les  valeurs  positives  de  dx ,  dj ^  X  tX  Y  et  supposant  seulement  la 

relation  àeXk  Y  telle  que  le  mobile  soit ,  à  l'instant  où  on  considère 

son  mouvement ,  appliqué  contre  la  concavité  de  VMW.  Les  cosinua 

dy  dx  .       .  .,17  » 

—  — *;-  et  — j —  ont  des  signes  contraires  a  ceux  de  ces.  h,  et  ces.  k,, , 
ds  ds  °  I  II' 

équations  (3)  de  l'art.  980  ,  parcequ'ici  j'emploie  la  réaction  de  la 

courbe-contre  le  mobile,  au  lieu  qu'à  l'art,  cité  F  représentait  l'action 

contraire  du  mobile  sur  la  courbe  ;  mais  celte  différence  de  signes  n'a 

aucune  influence  sur  la  valeur  ultérieure  de  F. 

D'après  ces  explication?  ,  et  en  suivant  la  marche  de  raisonnement 

de  l'art.  918  on  trouvera  aisément  que  les  équations  du  mouvement 

JbrcéSMr  la  courbe  F'Mpt^j  ramenées  au  cas  du  mouvement  liôre^  sont 

Pour  en  déduire  la  valeiirde/'je  multiplie  lai.»"  par  t^^  la  2.»  par  dx 
et  je  retranche  la  dernière  équation  produit  de  la  i-",  ce  qui  donne, 
en  observant  que  dj^^  +  dx!^  =  di*  et  prenant  -la  valeur  de  Z', 
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^ Â ^        *        '■ 

d'eii 

=  —      ^         ■''■      "^       ' 

MMiitiuDt  po«r  d:*  sa  Talmr  ■  ■  ' 

r= \      ■',^t   x^~rdT 

J?  '^^  ds 

Je    n'ai  supposé  aucune   difl^rentielle  constante  et   dans   ce  cas , 

éls3  ,  Xdr—ydi:       .   ,      .       , 

'■  = ■ — ; ;  le  terme *^--ï qui  nest  forme  que 

r  dr  \  ds  ^  ^ 

de  quantités  du  i.»  ordre  est  iDdépendant  de  toute  4iyp«)h^  Wr  \é 

module  de  difTérentielle ,  on  a  donc 

(6) z^=4  +  ^^i:^ 

Valeur  identique  avec  Celle  de  l'équation  (3)  de  Tart.  çSo  y  — —  est  ta 

-                     .  -              Xdy  —  y  do:  .  .    j    ,  , 

joree  centryuge  _,     -     ■■■  ; est  la  partie  de  la  [HfesSion  normale 

due  à  l'action  des  puissances. 

Moyen  de  faire  décrire  waa  couiliè  donoée  à  un  point  matériel ,  lans  I«  ren- 
fermer dana  un  tube  ou  csnal.  Équation  FondamebtAle  de  la  théorie  des 
force»  centrale* ,  déduite  des  coédition*  d'équilibre  entre  la  farce  centrifuge 
et  l'action  nonnale  dev  puianaDce*  qui  agÏMent  lur  le  mobile. 

933.  Le  mobile  assujetti  à  parcoarirune  conHje  donnée  a  été,  depuis 
l'art.  917  ,  !;upposé  ren^rmè  dans  on  tube  ou  canal  curriligne  ayant  la 
courbe  donnée  pour  directrice  ;  mais  on  peut  remplir  la  même  condi- 
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titHi  pbr  ^Mitrte  moyem  dont  le  plus  direct  vt  lé  jÀm  «intime  consiste  h 
attacher  ce  ahobile  Ji  l'extrémité  d'an  fil  qui.  pendant  te  mouvement, 
ou  s'enveloppe  autour  d'une  ligne  ou  surface  courbe,  ou  se  développe 
après  avoir  été  d'abord  plié  suivant  une  Certaine  courbure. 

Bornant  cette  considération  aux  Courbes  planes  «  on  conçoit  aisément 
que  si  unlîl  attaché,  par  une  de  ses  extrémités,  h  un  point  d'une  pareille 
courbe  et  enveloppé  sur  une  portion  convexe  de  cette  courbe,  tient  un 
Corps  Attaché  4  son  autre  extrémité,  en  dmbaitt  à  ce  corps  une  ifnpul  - 
sion,  telle  que  le  fil  se  développe  successivement  sur  le  plan  de  la  courbe 
en  restant  toujours  tendu,  le  mobile,  considéré  comme  un  point  ma- 
tériel,  décrira  une  autre  courbe  déterminée.  On  peut  se  donner  la  courbe 
développée  f^n  déduire  la  développante  ^  et  réciproquement,  LVmploi 
de  ce  moyen  dans  les  arts  n'est  pas  sans  exemple  ;  le  fameux  Huyghens 
s'en  était  servi  pour  obtenir  des  oscillations  isochrones  quelques  fussent 
leurs  amplitudes,  d'aprî'S  une  théorie  que  j'exposerai  bientôt. 

933.  Le  fil  est  continuellement  perpendiculaire  à  la  courbt  détrite 
et  sa  tensiob  mesure  la  prestïon  que  ïe  corps  lèrait  éprouver  k  une 
courbe  matérielle  sur  laquelle  il  serait  obligé  de  se  mouvoir  ;  tette 
tension  mesure  aussi  l'intensilé  dé  la  puissance  normale  à  la  trajectoire , 
qu'il. faudrait  continuellement  appliquer  au  ftiobile,  indépeiKl«mment 
de  celles  qui  agissent  déjji  sur  lui,  pour  lui  faire  décrire»  lièreme-nt, 
la  même  courbe  sur  laquelle  il  est  obligé  de  se  lïiouvoir,  quand  il  est 
ou  attaché  k  un  frl  ou  enfermé  dans  uD  canal. 

La  valeur  générale  de  ta  puissance  nornwle  dont  je  parie  est  celle 
de  JTdoMiéeart.  927;mais,en  se  bornante  la  considération  des  trajec- 
toires planes,  la  force  normale  qu'il  faut  substituer  à  la  tension  d'un  lil 
ou  k  la  résistance  de  ia  paroi  d'un  c»ia] ,  pour  retenir  un  mobile  sur 
une  courbe  ,  donnée  à  l'artice  çSl ,  équation  (5),  a  pour  expression 
i"  Xdf~rdx 

r     ■*"  di     '•        • 

Les  puissances  qui  sollicitent  le  mobile  étant  supposées  fonctions  des 
distances  de  leui%  points  communs  d'application  k  des  points  fixes  pris 
sur  leurs  directions  respectives,  la  vîtesse  c  et  les  composantes  X  eX.  T 
auront  drs  valeurs  dépendantes  à»  la  position  du  mobile  et  l'expr^iaion 

p*           Xdv  —  rdx  -.  ,  ,        . 
+  — ï^—j pourra  toujours  se  transformer  en  une  fonction 
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àc  X  ,y,  et  de  leurs  difiTéreotielles.  Dès -Ion  on  a  une  ëquatioD  fonda- 
mentale pour  la  détermination  des  trajectoires  planes,  dans  le  cas  du 
mouvement  libre  j  en  faisant 

équation  par  laquelle  on  énonce  que  la  force  centrifuge  fait  con- 
tinuellement équilibre  à  l'action  normale "j ^^  forces  * 

et  qu'ainsi  la  trajectoire  est  parcourue  /firem^ni  sans  qu'il  soit  néces- 
saire de  retenir  le  mobile  sur  cette  courbe  par  le  moyen  d'un  fil  ou 
d'un  canal  ou  à  l'aide  d'une  force  particulière. 

Digretiîon  «ur  la  vérification  du  priucipe  de  la  petBoteur  univertelle  que  1« 
mouremeot  de  la  lune  a  fourni  à  Newton. 

934.  Les  premiers  Géomètres  qui  se  sont  occupés  de  la  théorie  new- 
toniene  ont  tiré  beaucoup  de  parti  de  la  considération  de  l'équilibre 
entre  la  force  centrifuge  et  l'action  de  la  force  centrale  prise  norma  - 
lement  à  la  trajectoire  ;  son  emploi  le  plus  remarquable  est  assuré  - 
ment  celui  qu'en  a  fait  Newton  lui-même  pour  vérifier  ses  premières 
conjectures  sur  la  loi  de  la  gravitation  universelle;  voici,  ii  cet  égard, 
les  explications  que  j'ai  promises  an. 891. On  est  assuré, par  des  moyens 
indépendants  de  tout  système  d'astronomie  physique ,  que  la  lune  dé- 
crit autour  du  centre  de  la  terre  une  courbe  qui  peut,  dans  des  calculs 
de  vérifications  sommaires,  être  regardée  comme  circulaire.  Il  est  bien 
naturel,  lorsque  ce  Jait  est  constaté, de  penser  que  la  lune, dont  le  mou- 
vement a ,  en  vertu  de  son  inertie,  une  tendance  continuelle  k  être 
rectiligne,  est  à  chaque  instant  détournée  de  la  direction  tangentielle 
par  une  force  émanant  du  centre  de  la  terre,  et  ne  variant  qu'avec  la 
distance  de  son  point  d'application  à  ce  centre.  Soit  G  cette  force,  B  le 
rayon  de  l'orbîte.'Iunaire  et  U  la  vitesse  de  la  lune  dans  cette  orbite  ; 

l'équation  =  — — -5 i—  ^  de  l'article  précédent,  deviendra ,  eu 

observant  que  le  second  membre  est  la  somme  des  composantes  des 
forces  prises  dans  le  sens  du  rayon  de  courbure,  et  représente,  par 
ponséquent,  laforceGj 
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(0...........-^=.. 

G  et  il  étant  constants ,  V  le  sera  aussi  ;  soit  Jj  la  vitesse  angulaire  de 
la  lune,  on  aura  D=s  R^,  d'où 

(=)•• 0  =  K^. 

L'angle  ^  décrit  par  le  centre  de  la  tune  pendant  une  seconde  sezag&i  - 
maie  de  temps,  est,  en  parties  du  rayon  des  tables  pris  pour  unité, 
=0,0000026616  ;  désignant  par  (>  le  rayon  de  la  terre  on  a  R=6o,i3S.(> 
d*où 

G  =  6o,i38(Jj}«. 

Telle  est  la  valeur  absolue  de  la  vitesse  que  communiquerait  à  un 
mobile,  en  exerçant,  sur  lui,  une  action  constante  pendant  l'unité  de 
temps,  la  puissance  qui  pousse  le  centre  de  la  lune  vers  le  centre  de  la 
terre,  et  ce  résultat,  fondé  sur  la  théorie  générale  des  forces  centrifuges, 
est  indépendant  de  toute  hypothèse  sur  la  loi  k  laquelle  G  peut  être 
soumis  ;  il  s'agit  maintenant  de  vérifier  si  G  a,  par  rapport  à  la  pesanteur 
gf  qui  a  lieu  à  la  surface  de  la  terre,  une  valeur  compatible  avec  la  loi 
de  la  raison  inverse  du  quarré  des  distances,  ce  qui  se  réduit  à  vérifier 
■^o  .    (6o,r38)3p«î 

Faisant  le  calcul ,  on  a 

31og.6o,i38  .  .  .  :=  5,33745 
log.  f =  6,8o388 

a  log.  y  =  .  .  .  ,  =72,85029 

comp.*  log.  s  ■  •  •  =  1  ,Qo838 

somme  := 0,00000=  log.  i. 

Les  forces  G  et  g  sont  donc  réciproques  aux  quarrés  des  distances  de 
leurs  p'-ints  d'application  au  centre  de  la  terre. 

5)35.  J'ai'  dit  à  l'art.  891  qu'on  pouvait  arriver  à  ce  résultat  «  par  la 
«  considération  de  la  différence  entre  la  sécante  et  le  rayon  d'un  trés- 
«  petit  arc  de  l'orbite  parcouru  pendant  un  temps  donné ,  différence 
«  qu'on  peut,  vu  la  petitesse  de  l'arc,  regarder  comme  égale  au  sinus 
«  verse.»  Ce  moyen  de  résoudre  la  question,  employé  par  Newton,  est 
fondé  sur  l'ég.i)ité  qui  existe  entre  la  quantité  dont  le  mobile  s'écarte 
de  la  tangente  à  son  orbite  pendant  un  temps  infiniment  petit  Mj  dan» 
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le  sens  du  rayoD  vecteur ,  et  t'espace  initiât  que  la  force  centrale  lui  ferait 
parcourir,  pendant  le  même  temps  et  dans  le  même  sens,  s'il  n'avait 
point  de  vitesse  autour  du  centre  d'action  ;  or  l'arc  de  l'orbite,  décrit 
pendant  i  " ,  peut ,  eu  égard  à  l'extrême  pctitesie  de  sa  valeur  angulaire  ^ , 
être  pris  pour  un  arc  élémentaire  ;  os  a  donc  (en  observant  que  ^  G  est, 
art.  704^  la  chute  du  mobile  vers  le  centre  de  la  terre  pendant  l'unité 
de  temps,  ou  l'espace  que  la  force  centrale  lui  ferait  parcourir  en 
exQi-^aat  sur  lui  une  action  constante  pendant  i^'j  sa  vitesse  initiale 
étant  supposée  nulle)  7  G  =  /î  (sécanfe  y  —  i)  =  /î  sinus  verse  y. 
L'espace  y  G  se  trouve  ainsi  exprimé  en  fonction,  soit  de  la  sécante,  soit 
du  sinus  verse  de  l'arc  dont  le  rayon  =  /ï  et  qui  est  parcouru  pendant  i", 
conformément  à  ce  qui  a  été  dit  à  l'art.  891  ;  et  pour  savoir  si  le  rapport 
àç~Gk  l'espace  correspondant  j  g,  parcouru  par  les  graves ,  près  de  la 
surface  de  la  terre,  pendant  !a  première  seconde  de  leur  chute,  (rapport 
qui  est  celui  des  forces  G  et  g)  s'accorde  avec  la  loi  de  la  raison  in- 
verse des  quarrés  des  distances ,  il  ne  reste  qu'à  vérifier  l'équation 

ix'sia. verse  «         C*       .       - .         ~.            ,     ■       n^Asin.vçrseU 
; "  = -^  qui  en  faisant /t=ii/>  devient — * — ; ^=1. 

La  propriété  des  petits  arcs  donne  «'».  verse  ^  =  ~sia.*^,  ainsi  pour 
procéder,  par  la  méthode  newtonienne,  à  la  vérification  numérique  qu'on 

trouve  k  la  fin  de  l'art,  précédent,  on  peut,  k  la  formule — VP     =c  i 

n^ps\n*Q  ^, 

substituer ^ '-^  =  i,  en  désignant,  parn^  le  rapport  du  rayon 

de  l'orbite  lunaire  au  rayon  de  la  sphère  terrestre.  On  obtiendra  le  même 
résultat  par  l'une  ou  l'autre  formule,  car  la  virieur  angulaire  de  ^,  l'unité 
de  durée  étant  ta  seconde  sexagésimale,  n'est  que  de  o'^B^ç,  ancienne 
division  du. cercle,  ou  i",6çf^  nouvelle  division  dans  laquelle  1"  çst 
un  millionième  du  quart  de  cercle,  au  moyen  de  quoi  la  coïncidence 
des  valeurs  de  jj  et  sïn.  ^,  en  parties  du  rayon  pris  pour  ufiité ,  a  lieu 
jusqu'à  la,  décimale  du  la.*  ordre  (*). 

(*)  4b  vtia  doMiQr  la  valeur  rigour«uie  de  U  longueur  du  proltHigement  du 
rayon.coapria  entre  U  tangente  et  l'orbite  ciroulaire  ,  et  rapportée  &  uue  durée 
quelconque  ^du  mou,venient  ;  la  tangente  est  menée  su  point  de  l'orbite  oii  le 
mobile  >e  trouve  au  commencement  du  tPDipB  ^ ,  et ,  pendant  ce  temps  ,  il  a 
parcouru  un  arc  de  son  orbite  égal  à  i{  ]{ r,  le  proloogement  dont  on  cherche 

Formules 
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Formulei  divorac*  relatirea  A  la  force  centrifuge  produite  par  le  mouvement 
fcîrculaîre.  DélenniDation  de  la  Force  accélératrice  duc  à  la  pesanteur  dam 
le  cai  où  la  terre  n'aurait  aucun  mourement  de  rotation  autour  de  aon  axe. 
Valeur  de  la  Titeue  horizontale  qui  annulerait  l'efièt  de  la  gravité. 

936.  On  peut  donner  à  l'expression  de  ta  force  centrifuge  dans  le  cercle 
diverses  formes  propres  à  faciliter  les  conséquences  auxquelles  la  thé- 
orie conduit. 

p%  ■ 

D'api*è3  la  relation  établie,  par  l'équation  N=  ■ de  l'art.  981  , 

entre  les  quantités  N ,  v,  et  r^  si  T  est  le  temps  total  employé  par  le 
mobile  à  parcourir  le  cercle,  décrit  d'un  rayon  H,  sur  lequel  il  est  as- 
sujetti à  se  mouvoir  avec  une  vitesse  angulaire  constante  y,  et  jrlademi- 

.  circonférence  dont  le  rayon  =  i ,  ce  qui  donne  y  :=  — sr"  j  on  «ura 


la  valeur  eit  donc  égale  à  R  \  lécanle  (  gr) —  1  |  =r\  j-   --r-  — i  >= 

i  I  — co..(  «  r)  1         «n.  verae  (  B  »■)  .  vT  j         , 

R< T-n — r^i  =  — ,  „     .       •  R j  on  voit  delà  que,  dana  le  caa 

J^      coe.  (  U  r)      j  coa.  (  jj  r)  )     1     ' 

d'une  petite  valeur  de  l'angle  ^  t,  qui  permet  de  faire  coa.  (  )J  t)^i  ,  l'ex- 
preiaion  se  réduit  à  il  sin.  verse  (  )j  r),  et  cette  réduction  pourra  s'appliquer 
au  cas  de  T=i"  si  l'angle  )j  est,  lui-même,  très-petit. Mais  jt'n.  verse  {  g  t)::^ 
a  aÎD.*  (  f  y  T  )  ,  donc  la  valeur  ultérieure  du  prolongement  du  rayon ,  compris 

cuire  l'orbite  circulaire  et  la  tangente,  est   '-~ — 7 — -il,  valeur  li  la- 

*  CO8.  (  g  r  J  * 

quelle  on  peut,  lorsque  Jj  est  très -petit  et  régal  à  l'unité,  substituer  l'ex- 
pression ^  it  sîn.*  )j  au  moyen  de  quoi  il  est  permis  de  changer,  comme  je  l'aî  fait 

,        ,  n'Psîn.  vers,  b  n'psin.'H       _,     , 

dans  le  texte ,  — ■  *  ■    ,  en ï =—  .  Plus  le  temps  T  sera  petit 

T^  g 

.     ,.  asin.*  (vKT  ),,„..  ,     , 

et  pluil  espace  —  ■■  ■  —.  ^ — r —  R,  s  approchera  detre  rigoureusement  ^al 

à  la  chute  du  mobile  dans  la  direction  du  rayon  vecteur,  correspondante  à 
la  durée  r  de  l'action  de  la  puissance,  telle  qu'elle  aai'ait  lieu  ai  ce  mobile  était 
attiré,  pendant  ce  temps  T,  sans  avoir  eu  de  vitesse  initiale  ;  lorsque  T  est  in- 
finiment petit,  ouéealàrff, ^—7-^ — r-i- iî  devient -|- B'a<«*  et  a  pour  va- 

leur  f  Gdt* ,  valeur  qui  se  déduit  aussi ,  soit  de  l'équation  (s)  de  l'art.  984 ,  soit 
des  formules  générales  du  mouvement  varié. 

i  «7 
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(■) •^=-^^- 

«  Lorsque  plusieurs  mobiles  décrivent  uniformément  des  cercles  de 
«  mêmes  rayons,  leurs  forces  cenirifiiges  sont  réciproques  aux  quarrés 
«des  temps  qu'ils  employent  à  faire  leurs  révolutions ,  et  si  ces  temps 
«  sont  égaux ,  les  forces  centrifuges  sont  proportionnelles  aux  rayons 
t  des  cercles  décrits». 

Soit,  encore,  S  la  hauteur  due  à  la  vitesse  Tîy,  ou  t/,  on  aura  t/»=  2gS, 
en  désignant,  par^^  la  force  accélératrice  de  la  pesanteur  à  la  surface 

de  la  terre ,  et  l'équation  iV  := 

w ^=^^- 

987.  L'équation  (i)  de  l'article  précédent  aurait  pu  se  déduire  de 
l'équation  (3)  de  l'art.  890  appliquée  au  cas  ou  les  circonstances  initiales 

du  mouvement  d'une  planète  la  déterminent  à  décrire  un  cercle  ;  — — 

représente,  dans  ce  cas,  la  force  centrifuge  N,  le  demi-axe  a  représente 

h  4  jr* 

le  rayon  iî  et  on  a,  par  l'équation  citée,  — —  =  — ™^ —  •  a. 

La  vitesse  d'une  planète  ainsi  assujettie  à  décrire  un  cercle  est ,  équation 
(a)  de  l'art.  894,  (en  introduisant,  dans  cette  équation,  la  condition  a  =  r) 

égale  à  1/ ou  àl/  — j-  ■  a^  expression  équivalente  à  J^jvit  qui, 

est  la  valeur  £/dans  les  formules  de  l'article  précédent. 

Cette  vitesse  U  avec  laquelle  le  mobile  se  meut  sur  la  circonférence 
du  cercle  qu'il  parcourt ,  est  la  même  qui  lui  a  été  imprimée  au  premier 
instant  de  son  mouvement  tangentiellcment  au  cercle  ou  perpendiculai- 
rement au  rayon  ;  et  j'observe  que  cette  condition  de  l'angle  droit  entre 
l'impulsion  intiale  et  le  rayon  vecteur  initial ,  dans  le  cas  des  trajectoires 
circulaires  des  planètes,  est  expressément  énoncée  parles  équations  (i) 
de  l'art.  908  et  (2)  de  l'art.  909  ;  en  effet  posant  a  =  R^  dans  la  pre  - 
mière  équation,  onaA=iît/'*;  cette  valeur  étant,  ensuite,  introduite 
dans  l'autre  équation ,  dont  le  2."  membre ,  est  par  l'état  de  la  question 
égal  à  zéro,  puisque ,  dans  le  cercle,  l'excentricité  e  est  nulle,  on  en 
déduit  sio.^  ^  j;  I. 
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988.  La  terre  faisant,  art.  676 ,  une  révolution  sydérale  autour  de 
son  axe,  en  86164"  ^^  temps  moyen,  un  point  quelconque  de  sa  sur- 
face a,  art.  986,  équation  (i)  dans  le  plan  du  parallèle  sur  lequel  se 

trouve  ce  point,  une  force  centrifuge  N  =  ( '  J! — —  I  .^^le 

V^        06164       J 

rayon  B  du  parallèle ,  est  dans  l'hypothèse  de  la  sphéricité  de  la  terre , 

égal  au  produit  du  rayon  d'un  grand  cercle  par  le  cosinus  de  la  latitude 

et  la  valeur  précédente  devient,  art.  a65,  L  étant  la  latitude^ 

(i)..N=)f  ^^2''i'^^  Yx6366i98"(cos.X=o,o33853co5.X 

la  direction  de  cette  force  N  fait  avec  la  direction  de  la  pesanteur,  un 
angle  égal  à  celui  de  la  latitude,  ainsi  son  action  dans  le  sens  de  la  ver- 
tical ,  action  que  je  désigne  par  N'^  a  pour  valeur 

(2) A"=o,o33853cos.*Z. 

Cette  force  iV  est  l'excès  de  la  pesanteur  qui  aurait  lieu  si  la  terre  n'avait 
aucun  mouvement  de  rotation  autour  de  son  axe,  sur  la  pesanteur  rér 
sultant  de  l'attraction  de  la  terre  combinée  avec  la  force  centrifuge  ; 
•oit  gf  cette  pesanteur  hypothétique  et  g  la  pesanteur  effective ,  on  a 

(3) ^'=^  +  o,o33853cos.»i:;. 

On  peut,  pour  plus  d'exactitude,  avoir  égard  aux  variations  de  j'j  à 
différentes  latitudes;  je  ferai,  en  conséquence,  comme  à  l'art,  709, 

^=:  9,77980  +  0,05174.  sin.»  Lj 
et  introduisait  cette  valeur  dans  l'équation  (3),  on  a 

(4) #'=  9,8i365  +  o,oi789sin.^Zy 

sous  l'équaleur,  où  cos.  i  =  i ,  ^  surpasse  g  de  la  valeur  entière  de 
iV' =  o,''»p3385 ,  c'est-à-dire  que  la  force  centrifuge  diminue  de 
o,™o3385  la  vitesse  qu'un  grave  acquerrait  pendant  la  première  seconde 
de  sa  chute  si  la  terre  ne  tournait  pas;  cette  diminution  est  d'environ  jy; 
de  g'.  Au  pôle,  où  sin. Z=  i,  et  cos.£=îO,  on  aiV'=o  etg'  =  gj 
ce  qui  est  d'ailleurs  évident,  la  force  ceptrifuge  devant  être  nulle  pour 
tous  les  points  placés  sur  l'axe  de  rotation. 

939.  L'équation  (2)  de  l'art.  986  donne •; ?=  — ~ — ^  et,  en  8up> 

posant  N  =  g,  on  a  ^  :=  7  ^  /  ainsi  «  lorsque  la  vitesse  constante  du 
«  mobile,  sur  le  cercle  <^u'il  est  obligé  de  décrire,  sera  celle  qu'acquerrait 
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«  ce  mobile  en  tombaol  d'une  hauteur  égale  à  la  moitié  du  rayon  du 

H  cercle,  sa  force  centrifuge  sera  égale  à  son  poids». 

Ji  étant  le  rayon  du  globe  terrestre  ,  si  un  corps  étoit  lancé  dans  le 
plan  de  l'équateur,  près  de  la  surface  delà  mer,  avec  une  vitesse  hori- 
zontale ^^l/'gRf  ce  corps,  d'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  ferait,  en 
vertu  de  sa  force  centrifuge,  pour  s'éloigner  du  centre  de  la  terre,  un 
effort  égal  k  celui  que  l'attraction  terrestre  exercerait  sur  lui  pour  le 
rapprocher  du  même  centre  ;  il  devrait  donc ,  (  dans  l'hypothèse  oii  son 
mouvement  aurait  lieu  dans  le  vide)  se  maintenir  constamment  dans 
une  orbite  circulaire  et  devenir  «n  satellite  de  la  terre. 

Cette  proposition  se  déduit  fort -simplement  des  équations  (i)  de  l'art. 
908  et  (a)  de  l'art.  909,  qui  se  rapportent  au  mouvement  elliptique 
des  planètes  ;  si  on  y  introduit  les  conditions  de  l'orbite  circulaire  a=:R 
et  sin.  fi^i ,  dont  l'autre  condition  e  =0  est  une  conséquence,  on  a 

^=\/  ~7r  ^  1/  (  ~ïï~  •  ï  ^  )°'*'b^  ^''  art.  889,  la  force  accéléra- 

triceàla  distance  ^duccntred'action,et|/  1  ——.\R  I  est ,  art.  yoS, 

la  vitesse  qu'acquerrait  le  mobile  ,  animé  de  cette  force  accélératrice 
supposée  constante ,  en  tombant  sur  le  centre  d'action  de  la  hauteur  j  R, 


cest 


■à-dire  que  1/  -^  ,  est  la  vitesse  due  à  la  hauteur  \  R  lorsque  la 

pesanteur  a  pour  mesure  la  force  accélératrice  résultant  de  l'attraction 
exercée  ^  la  distance  R. 


Sous  l'équateur,  ï/^/î  =  (/9,779a  X  6376466  =  7896'",9;  ainsi  la 
vitesse  qu'il  faudrait  imprimera  un  corps,  pour  rendre  sa  force  centrifuge 
égale  &  sa  pesanteur,  est  égale  à  environ  16  foiscelle  d'un  boulet  au  sortir 
de  la  bouche  du  canon  (vitesse  que  je  suppose  de  SoC")  et  a  17  fois  celle 
dont  un  point  de  l'équateur  est  animé  cii  vertu  de  sa  rotation  autour  de 
l'axe  de  la  terre ,  cette  dcniifere  vitesse  étant  de  466  mètres.  (La  seconde 
sexagésimale  est  prise  pour  unité  de  temps). 

Obcervations  et  exemple  relatifs  à  l'efiet  que  produit,  sur  un  mobile  asiujetti 
à  parcourir  une  ligne  donuée  ,  la  solution  de  continuité  de  la  direction  de 
cette  ligne.  Propriétés  générales  du  mouvement  d'un  corps  pesant  auajetti 
i  parcourir  une  courbe  fixe  quelconque. 

940.  Tout  ce  que  j'ai  dit,  depuis  l'art.  917  sur  le  mouvement  d'un 
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point  matériel  assujetti  k  parcourir  une  ligne  donnnée,  suppose  que  la 
courbure  de  cette  ligne  est  assujettie  à  la  loi  de  conrinuUë;  sans  cette 
condition,  la  valeur  générale  de  la  vitesse,  art.  919  ne  serait  pas  admis- 
sible, cette  valeur  n'étant  applicable  qu'au  cas  ofi  les  variations  de  v, 
sont  dues  uniquement  aux  actions  des  puissances ,  de  telle  sorte,  que 
lorsque  les  puissances  sont  nulles,  la  vitesse  initiale  se  conserve,  art, 
920  quelle  que  soit  la  forme  de  la  trajectoire  ;  or  ces  propriétés  ces- 
seront d'appartenir  au  mouvement  dès  que  la  trajectoire  aura  ,  sur  s.t 
trace,  une  ou  plusieurs  couples  de  lignes  ou  d'arcs  formant  des  angles 
finis  à  leurs  points  de  réunion.  La  vitesse  du  mobile  éprouvera  un  chan- 
gement brusque  et  fini ,  à  chacun  des  sommets  de  ces  angles,  qui  ne 
permettra  plus  de  lui  appliquer  les  formules  générales  ci  -  dessus  dé- 
montrées. 

941.  Je  vais  ,  pour  éciaîrcir  ces  propositions  générales ,  donner  un 
exemple  simple  du  mouvement  d'un  point  matériel  sur  une  ligne  </«co«- 
tinne  qu'on  pourra  aisément  com|iarer  avec  le  cas  analogue  de  mouve- 
ment sur  une  ligne  continue.  Soit  un  système  de  tubes  rcctilignes  mis 
bout-à-bout  de  manière  à  former  une  portion  de  polygone ,  dont  les 
côtés  peuvent  être  ou  n'être  pas  dans  le  même  plan  ;  je  suppose  que 
ce  système  se  trouve  mis  dans  une  position  fixe  et  telle  que,  si  par  un 
sommet  d'angle  quelconque  du  polygone,  on  mène  un  plan  horizontal , 
les  deux  côtés  adjacents  à  ce  sommet  d'angle,  se  trouvent,  l'un  au-dessus 
et  l'autre  au-dessous  du  plan  dont  je  viens  de  parler,  avec  la  condition 
qu'on  n'ait  nulle  part,  dans  le  polygone  ,  un  côté  vertical  ayant,  pour 
prolongement  inférieur,  un  côté  horizontal. 

Dans  cet  état  des  choses  un  point  matériel  pesant  introduit,  dans  le 
tube  poligone ,  par  l'ouverture  supérieure,  descendra,  en  suivant  le  péri- 
mètre de  ce  poligone,  jusqu'à  l'issue  inférieure  et  il  s'agit  de  déterminer 
les  circonstances  de  son  mouvement  ;  je  supposerai  que  la  vitesse  Initiale 
et  le  frottement  sont  nuls. 

Je  désigneles  côtés  contlgus  du  polygone  par  i.«,  2.",  3.*, etc.  n."  côté 
en  commençant  par  le  côté  supérieur  qui  est  le  i."  côté.  J'appelle 
k'j  h" ,  h'",  etc.  AC"),  («)  étant  un  numéro  d'accentuation)  les  différences 
de  niveau,  respectives,  entre  les  points  extrêmes  du  i.",  du  fl.«,  du  3." 
etc.  du  n.*  côté,  m' ,  g?" ,c)"'j  etc.  cit"),  les  angles  que  forment  entr'eux 
les  côtés  contigus  de  manière  que  l'angle  numéro  t°',  ou  »C"),  soit  celui 
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que  forme  le  côté  numéro  n  avec  le  côté  (re  + 1  )  ;  enfin  VW  est  la  vîteses 
dont  jouit  le  mobile  au  point  inférieur  du  côté  n."  (n)  avant  d'avoir 
changé  de  direction ,  et  F"/»)  est  ce  qui  devient,  k  l'instant  même,  cette 
vitesse  par  l'effet  du  changement  de  direction  ou  de  l'angle  que  forment 
entr'eux  les  côtés  n."'  {n)  et  («+ 1). 

On  a  une  relation  immédiate  entre  les  vitesse  ^C"'  et  ^Z"^,  par  la 
décomposition  de  la  vitesse  F^'^)  en  deux  autres  dont  l'une  soit  perpen- 
diculaire au  côté  numéro  (n  +  i)  et  l'autre  dirigée  suivant  ce  côté  ;  la 
première  composante  sera  détruite  (le  mobile  est  suppoeé  entièrement 
dépourvu  d'élasticité)  et  la  seconde  qui  aora  pour  valeur  /^C")  cos.  ajW, 
sera  la  vitesse  au  point  supérieur  du  côté  numéro  (n+  i)  ainsi  on  aura 

(i) F/")  =  fCi')cos.û)C''). 

La  vitesse  ft") ,  qui  est  celle  du  mobile  au  bas  du  côté  n*  (n) 
dépend  de  la  vitesse  F^(a—i)  con-espondante  au  point  supérieiir  de  ce 
côté  et  de  la  vitesse  engendrée  par  la  pesanteur  pendant  que  ce  même 
côté  a  été  parcouru  ;  on  a  art.  779,  et  701  équation  (3) 

W (rm)>=(f',(»-'))'+i^/jm; 

OU  en  obsen'ant,  équation  (i),que  ^,f'»~0=  f(°~')  cos.  o?^""'^ 

(3) (rW)»^  (n''-»)cos.cjC''-«>)?+a^AC")^- 

si  partant  de  la  valeur  F'  =  y  z^h'  ,  on  forme  successivement,  d'après 
cette  équation,  les  expressions  de  f '_,  y"j  etc.  en  substituant  toujours 
dans  l'une  quelconque  de  ces  expressions  la  valeur,  en  Aet  a>,  de  la  vitesse 
du  numéro  immédiatement  inférieur,  on  parviendra  à  l'équation  générale 

+  AC''-»i'cos.»fiîC''-'J 

+  /i(''-*)cos.»  «("-"ïcos.'œt"-') 

+  AC"  -  3)  cos.a  çjC- 3)  COS.*  oC -»)  CQS."  fiï<* " O 

+  etc. 

+  //cos."«j'cos."<»"  .  .  .  cos^wt''"'^ 

94a.  Cette  équation  rend  très  -  sensible  l'influence  qu'a  sur  le  mouve- 
ment  la  soluiion  de  continuité  de  la  ligne  parcourue  ;  le  corps  arrivé 
au  bas  du  polygone  est  descendu  d'une  hauteur  =  A'  +  A"  +  etc. ,  et 
s'il  eôt  suivi ,  pour  descendre  d'une  pareille  hauteur,  la  direction  d'une 
seule  droite  verticale  ou  inclinée ,  le  quap-é  de  sa  vitesse  ou  sa  forcé  viyo 
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au  point  inférieur  (sa  masse  est  censée  =  i)  aurait  été,  art.  768,  égale  à 
ajÇ-(A'  +  A"+A"'+etc.  +  AW), 
La  perte  de  force  vive  est  donc 

{/jC-O  (i  — COS.*  fflt"-*') 
+  /(C"-»)(i— COS.», ©("-^3  C03.3  e>C"-')) 
+  etc. 
+  A'(l — COS.»  »' COS.' fiï"  ....  cos.»o(°~0).  ] 

et  on  peut  disposer  les  angles  ta  de  manière  à  donner  à  cette  perte  de 
force  vive  une  valeur  arbitraire  entre  o  et  s.g{k'  +  A"  +  etc.). 

Le  cas  de  la  perte  de  force  vive  nulle  est  celui  de 0^=0, «"=0,  (o"'=^o, 
etc.  ;  tous  les  côtés  du  polygone  sont  dans  la  même  direction  et  on  a 
COS.  o'  =!  I ,  COS.  «"  =  I  _,  etc.  la  vitesse  au  bas  de  la  chute  est 
(/  j  2g{h'  +  h"  +  etc.)  +  /if°T}  conformément  à  la  théorie  du  plan  incliné. 

943.  On  peut  supposer  que  chacun  des  côtés  du  polygone  et  chacun 
des  angles  aigus  que  ce  côté  forme  avec  le  côté  qui  le  précède  et  celui 
qui  le  suit  sont  infiniment  petits,  le  nombre  de  ces  côtés  étant  infini  ; 
on  aura,  dans  ce  cas,  une  courbe  à  simple  ou  double  courbure  ;  tous 
les  cosinus  qui  entrent  dans  le  2.'  membre  de  l'équation  (4)  de  l'art.  941 , 
deviendront  égaux  à  l'unité ,  et  il  restera ,  dans  ce  a."  membre ,  la 
somme  des  hauteurs  élémentaires  dont  le  mobile  s'abaisse  en  parcourant 
chaque  élément  de  la  courbe  ;  ainsî^  H  étant  la  différence  de  niveau 
entre  les  deux  points  extrêmes  de  cette  courbe,  la  vitesse  finale  aura, 
pour  valeur,  l^agB. 

944.  On  voit  par  ce  résultat  que  lorsqu'un  mobile  pesant  descend  d'un 
plan  horizontal  supérieur  à  un  plan  horizontal  inférieur,  il  acquiert,  au 
bas  de  sa  descente ,  une  vitesse  due  à  la  distance  verticale  des  deux  plans, 
quelle  que  soit  la  courbe  qu'il  ait  suivi  dans  sa  marche,  pourvu  que 
cette  courbe  soit  continue. 

Propriétés  généralet  du  mouTement  d'un  point  matériel  petaot  auajetti  à  par- 
courir une  courbe  quelconque  fixe  et  continue. 

945.  Le  théorème  de  l'article  précédent  auquel  je  suis  parvenu  en 
considérant  une  courbe  à  double  courbure  comme  la  limite  d'un  poly- 
gone dont  les  côtés  ne  sont  pas  dans  un  même  plan ,  va  se  dédui  re 
furt-aisément  de  la  valeur  générale' de  la  vitesse,  art.  919. 
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Pour  donner  plus  d'étendue  aux  conséquences  que  j'ai  à  tirer  de  cette 
valeur,  je  prends  le  cas  d'un  tube  ou  canal  Hxe,  à  simple  ou  double 
courbure ,  ayant  la  forme  d'un  syphoa  renversé ,  placé  entre  deux  plans 
horizonuux,  de  manière  que  ses  deux  extrémités  soient  dans  le  plan 
supérieur  et  que  sa  directrice  soit  tangente  au  plan  inférieur;  les  deux 
branches  ascendantes,  qui  peuvent  être  ou  n'être  pas  semblables,  n'étant 
assujetties,  dans  leurs  courbures  particulières  et  dans  leurs  réunion,  qu'à 
la  loi  de  continuité.  Je  suppose  que  le  plan  horizontal  inférieur  est  celui 
des  x^y,  et  je  place,  au  point  de  contact  de  la  directrice  avec  ce  plan, 
l'origiae  des  coordonnées  x  ^yex.  Zj  les  2  positives  se  comptant  de  bas 
en  haut. 

g  continuant  à  désigner  la  force  accélératrice  due  à  la  pesanteur,  on 
aura  à  introduire  dans  l'équation  de  l'article  cité  les  valeurs  X^^o, 
J^=:  OjZ  =  —  ^^  ce  qui  donnera 

(i)  .  . ».»=£/*  —  2g-iJ 

si  le  point  matériel  est  introduit  dans  le  syphon  par  une  de  ses  extrémités, 
qui  se  trouvent  dans  le  plan  horizontale  supérieur ,  sans  vitesse  initiale, 
on  aura,  H  étant  la  distance  verticale  entre  les  deux  plans,  les  valeurs 
simultanées  ç=Oj  a=i  H,  d'où  Z7*  =  2gH  et 

(2) ^-  =  2g(ff— s)^- 

lorsque  le  mobile  sera  parvenu  au  olan  horizontal  inférieur,  ou  plan  ccy, 
on  aura  3^  o^  et  la  vitesse  acquise  sera  y 2g H,  égale  à  celle  que  le 
corps  aurait  acquise  en  tombant  par  la  verticale  menée  entre  les  deux 
plans,  résultat  identique  avec  celui  des  art.  948  et  944. 

Le  mobile  entrera  donc  dans  la  branche  ascendante  du  syphon,  par 
son  point  le  plus  bas,  avec  la  vitesse  yâgff  J  pour  déterminer  son 
mouvement  sur  cette  branche,  il  faut  en  conservant  les  significations  des 
lettres  VjtfgetH  introduire  ,  pour  condition,  diins  l'équation  (i) 
ci  -dessus,  que  lorsque  z=.q ,  on'A  v*==  ^gH }  cette  condition  donne 
encore  t/"  =  2^^  et  la  même  équation  »■*;=:  25  (^' — s)  est  applicable 
tant  au  mouvement  de  descente  qu'au  mouvement  d'ascension. 

946.  J'obsei-ve  d'abord  que  la  valeur  de  v  n'étant  donnée  que  par  la 
coordonnée  verticale  Sj  la  vitesse  est  indépendante  de  la  courbure  de 
syphon ,  qui  n'est  assujettie  &  d'autre  condition  que  celle  de  la  continuité; 
cette  vitesse  est  déterminée  uniquement,  soit  dans  l'une  soit  dans  l'autre 

branche 
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branche  du  syphon,  par  la  distance  verticale  du  mobile  au  plan  horizon- 
tal,  passant  par  le  point  le  plus  bas  de  la  directrice  du  syphon  et  qui 
doit  être  tangent  à  celle  directrice  pour  que  la  loi  de  continuité  ne  soit 
pas  violée  à  la  réunion  des  deux  branches. 

Si  on  suppose  H=^t  on  a.  v=  o;  cette  valeur  est  donnée,  par  l'état 
de  la  question,  à  l'entrée  de  la  branche  descendante,  et  par  t'analyse, 
jt  l'extrémité  supérieure  de  la  branche  ascendante ,  où  la  vîlesse  acquise 
au  bas  du  syphon  se  treuve  éteinte  ;  le  mobile,  arrivé  au  haut  de  cette 
seconde  branche,  doit  donc  commencer  à  redescendre,  en  vertu  de  la 
pesanteur,  la  branche  ascendante  devenant  descendante  et  réciproque- 
ment ,  la  relation  entre  y  et  s  continue  à  être  exprimée  par  l'équation 
f^^p^igfff — sj  }  et  on  voit  que  le  mobile  aura  des  oscillations  con- 
tinuelles qui  embrasseront  l'étendue  entière  du  syphon  et  le  lui  feront 
parcourir  tantôt  dans  un  sens  tantôt  dans  l'autre. 

Les  limites  de  sa  marche  sont,  d'ailleurs,  indiquées  immédiatement 
par  l'équation  c  =  '^  %g[U — z)  qui  rend  v  imaginaire  lorsque  «  >  J7. 

947.  J'ai  supposé  que  ta  tangente  au  point  inférieur  de  ta  directrice 
était  horizontale  ;  mais  cette  condition  n'est  pas  nécessaire  pour  faire 
remonter  un  point  matériel  à  une  hauteur  veiticale  Hj  le  long  d'une 
courbe  quelconque  continue  en  lui  imprimant,  au  point  le  plus  bas  et 
dans  le  sens  du  premier  élément  de  cette  courbe,  une  vitesse  initiale 
'^AgH)  car  on  a  vu  que  la  détermination  de  la  constante  Cde  l'équation 
c*=rC — ^gZf  d'après  ta  valeur  de  cette  vitesse  initiale,  est  indépen- 
dante de  la  direction,  par  rapport  à  l'horizon,  suivant  laquelle  elle  est 
imprimée  et  appose  seulement  qu'elle  est  tangentielle  à  la  directrice. 

Ainsi,  généralement,  un  point  matériel  pesant,  partant  d'un  plan  ho- 
rizontal supérieure!  descendant  le  long  d'une  courbe  quelconque,  jusqu'à 
un  autre  plan  horizontal  inférieur,  a  acquis,  lorsqu'il  y  est  arrivé,  une 
vitesse  due  à  la  distance  verticale  de  ces  deux  plans  ;  et  en  imprimant 
celte  vitesse  au  mobile,  tangentiellement  à  une  autre  courbe  quelconque 
le  long  de  laquelle  il  puisse  remonter  jusqu'au  plan  supérieur,  il  y  re- 
montera et  lorsqu'il  s'y  trouvera  sa  vitesse  sera  éteinte. 

948.  Tels  sont  les  théorèmes  généraux  annoncés  à  ta  fin  de  l'art.  781 , 
lequel  article  contient  les  théorèmes  analogues  applicables  aux  trajec- 
toires rectilignes.  Ces  mêmes  théorèmes  généraux  fournissent  aussi  un 
exemple  à  la  théorie  démontrée  art.  911  et  922.  En  effet,  la  vitesse 
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vtant  {ihUp  sv(  le  plan  supérieur  qui  repréfitnte  la  surface  de.  laquelle 
vu  suppo^,  à  l'9rlicl<  eit^,  que  le  mobile  doit  parfir,  oa  a  F'.:^=.o, 
Vïquft(ipn(3*),  de  l'article  pas,  aU  forme  t^=:o+a( — gi+gS),  d'oà 
ç  —  — gz^  Q>  =  — gHj  et  l'équatioB  Q —  ^^ç^oét:  la  surface  de  départ 
devient  — ^4+jpff=o,  qui  est»  ep  effet,  l'équation  du  plan  supérieur.  • 
(^equarr^  delavîtesie,  au  plan  inftrieur,  «t  »^A,  d'uù  F"*  =  %gH^ 
fU'éq«atioD(3)de  l'art,  cité  pirend  la  forme  i'»=a^iï+2{—^a+o)j 
d'où  (>"=s  a,  ce  qui  rMuit  l'^quatio»  (>-"  ()"  »=  o ,  de  la  surfece  à  la- 
quelle le  mobile  doit  arriver,  à  — g&t=o,  équation  du  plan  horizontal 
inférieur  *»r  lequel  se  trouve  l'iarigine  des  coordonnées  verticales  a.  J'au- 
sais  do|ic  pu  conclure  immédiatement,  du  contenu  de  l'art.  932,  tout 
ce  qui  s  été  démontré  depuis  l'aiticle  944. 

Dtiînilion  du  pendule  simple.  Pi;o|iriéléi  de  son  mouvement  dans  le  vide ,  les 
amplitiides  des  otcillaiioai  étant  quelconques.  Vitesses  absolue  et  apgulaire. 
Tension  du  fil. 

949.  Ob  afipelk  penduH  simple  un  corps  ou  poiet  matériel  pesaqt , 
suspendu  k  un  point  fixe  par  le  OK^en  d'un  61  parfaitement  Bexibte  et 
inextensible ,  (il  dont  la  masse  est  supposée  assez  petite  pour  qu'on  puisse 
]«  reg^rdtff  coinune  vulle. 

Ce  pendule>  étant  écacté  de  la  situation  verticale  et  livré  à  la  pesan- 
teur, sans. vitesse  initiale,  décrira  ,  danason.  mouvemeDl,  des  arcs  de 
cercles,  situés  dans  te  pbui  vertical,  passant  par  le  point  de  suspension 
et  par  la  dïreciLen  initiale  du  fil.;  on.  prouvera. c^tte  proposition  en  eia^ 
.ployant  un  raisonnement  semblable  à  celui  dont  je  me  sws  servi ,  art. 
846  et  8é2.,  pour  démQnlreir  que  tes  tr3)fc()olres  des  pro^estiles  pesants 
sent  des  courbes  planes.  Les  puissances ,  qui  agisseoti  sures  mobile,  sont 
ici  la  peaanteur,  eb  ta  résistcnce  àti  fij  représentant  uorferae  attractive 
émanée  du.  poiat  de  suspension  ;  ces  deux,  forces  sont  évidemmeal,  à' 
chaque  instant ,  dirigées  dans  un  plan  vertical:  passant  pan  la  direction 
du.  fil  et  par  le  point  dC'  suapeneion  ;  or  ce  plan  ventical  ne  pourrait 
changer  de  position.,  autour  du  point  de  suspension,  qu'en  vntu  dfuoe 
force,  agissant  supIç  raobiie,  avac  laquelle  il  ^ait  un  anf^e  fini,  et  il 
eeb  manifeste  ,  la.  vîiesse  iiûttale  étant  nulle  ,  qu'une  pareille  fotice,  d^- 
qu'elle  n'existe  pa»  dan»  le-  premier  instant  du  mouvement ,  ne  peut 
eaùstrr-  dans  'aucun  de»  instant»  «livant* ,  et  la  «éiNe  propriété  aurait 
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lieu  sï  le  mobile  recevait  une  impulaion  iriitiAlë  diH^éë  iitH  li  p]àa  dont 
je  viens  de  parler.  (  La  qiiettion  dti  mouvement  d'un  pendule  qU'on 
fait  dévier  du  plan  vertical  passant  par  le  point  de  suspension  et  par 
la  direction  initiale  du  fil ,  sera  traitée  à  la  fin  de  cette  section  ). 

çôo.  Le  mouvement  du  petiâule  simple  est  dont  identique  avec  celui 
qu'aurait  le  mobile  si  on  t'assujettissait  à  parcourir  un  arc  de  cercle  lîxe, 
situé  dans  un  plan  vertical  décrit  du  point  dé  suspension ,  comme  centre 
et  d'un  rayon  égal  à  la  longueur  du  pendule.  Orj'ai  démontré  art.  946  et 
^4^  qu'uh  mobile  pesant,  dans  ce  cas ,  partant  d'un  point  situé  k  une  hau- 
teur verticale  S,  âti>dessi;s  du  point  le  plus  bas  de  sa  trajectoire,  avait 
acquis>  arrivé  à  ce  point  inférieur,  une  vitesse  due  à  la  hauteur  o  , 
et  remontait  de  l'autre  côté  du  même  point  inférieur  jusqu'au  plan 
horizoDtat  renfermant  son  point  de  départ  ;  que  là.  sa  vitesse  étant 
épuisée ,.il  prenait  un  mouvement  rétrograde  et  redescendait  atl  ptfint 
le  p1u9  bas  pour  remonter  ensuite  au  [toint  de  départ,  où,  sa  vitesse 
devenant  encore  nulle,  il  se  retrouvait  dans  son  état  initial,  et  aînsî 
de  suite. 

Le  corps,  en  p&rcourant  chacun  de*  arcs  qui  sont  placé»  de  part  et 
d'autre  du  point  le  plusbasy  fait  ce  qu'on  appelle  une  demi- oscilla- 
tion j  Vàscillation  entier  se  compose  ainsi  d'une  demi-asciltation. 
descendante  et  d'ane  demi- oscillation  ascenditnte.  Il  est  aisé  de  prou  - 
ver  que  la  durée  de  l'une  est  égale  à  la  durée  de  l'autre  ;  pour  cela , 
qu'on  imagine  une  infinité  de  plans  horizontaux  situés  entre  le  point  le 
plus  bas  et  les  deux  points  les  plus  élevés  de  l'arc  parcourt  ;  dellit  quel- 
conques de  ces  pTaïis,  infiniment  voisitis  f'un  de  l^au!re  >  renfermeronif 
entKeux  un  arC  élémentaire  de  l'oscillation  descendante  et  uii  arC  égal 
de  l'oscillation  ascendante  ,  et  le  mobile,  en  parcourant  chacun  de  cH 
arcs,  aura,  art.  944  et  ^^f  ht  même  viteése  ;  il  les  parcourra  donc 
pendant  le  même  temps  élémentaire  dt  ^  d'où  on  conclut  que  la  somme 
des  temps  élémentaires  composant  la  durée  de  l'oscillation  descendante, 
sera  égale  à  la  somme  pareille  composant  la  durée  de  l'oscillation  as- 
cendante. 

çSr.  Je  vais,  maintenant ,  m'oCcuper  dé  la  détermiil^ioti  ôki'  phéno- 
mènes relatif  au:to^il1ations',  autres  que  ceuX  dont  il  est  question  dan< 
l'article  précédent.VoicilaiioménClature  dés  quantités  qui  entrent  danrf 
l'analyse. 
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La  longueur  du  pendule  = a 

La  hauteur  verticale  du  point  de  départ  au-dessus  du  point  le 

plus  bas  de  l'arc  décrit  = h 

Les  coordonnées  qui  déterminent  la  i 

position  du  mobile,  au  bout  du  temps  1  *^°°"'°'"'*"  Terticle  =  .  .  .  ^ 

/j  et  dont  l'origine  est  au  point  le  plus!  Coordonnée  horizon(ale=  ...  a; 

bas  de  l'arc  décrit.  l 

{Par  la  verticale    = f 
Par  la  direction  au 
m  au  bout  du  temps  ^=  .  .  .o 

Différence  entre  ces  deux  angles  =y — «  = 0 

_,,  ,  j  f  angulaire  = % 

Vitesse  au  bout  du  temps  '<_.,,  ,    „       ,      . 

I  eflective  dans  le  aetit  de  1  arc  décrit  =  .  .  v 

Force  accélératrice  de  la  pesanteur  ^  9™j8i  = g 

On  a,  au  i."  instant  du  mouvement , 

t=OJ      V  =  0  J      rg  z=Q  j      0  ^=f  s       s  =b. 
Au  bout  du  temps  r^  compté  avant  que  la  première  demi-oscillation  soit 
terminée,  la  vitesse  étant  art.  946  et  946  due  à  la  hauteur  verticale  dont  le 
corps  est  descendu  pendant  ce  temps,  hauteur  qui  est  égale  k  b — z,  on  a 

(i)  .  .  .  .  i>^-^s,g{b  —  z^=:  5.g-  a  (^CQS.Ô  —  cos-J")  j 
équation  qui  peut  se  déduire  immédiatement  de  celle  de  l'art.  919  en 
faisant  X'  =  Oj  i^=o_,  Z  =  —  ^  et  déterminant  C^  par  la  condition  des 
valeurs  simultanées  f^OjZ  =  /'.  La  vitesse  angulaire  égale,  art. 8^7,  à 
la  vitesse  effective  du  point  placé  à  l'unité  de  distance  du  centre  fixe  du 

mouvement,  c'est-à-dire  à  —  ^  se  détermine  par  l'équation 

W  •  •  ■  !?=  ^(*-.)=-^(cos./?-cos./),- 

à  la  fin  de  la  première  demi -oscillation  ,  le  pendule  se  -trouve  dans  la 
situation  verticale  et  on  a  (^  =  sA^^' si,  en  prenant  cette  vitesse,  pour 
vitesse  initiale,  on  cherche  la  loi  du  mouvement  ascensionnel  pendant 
la  S..'  demi  oscillation  on  aura,  art.  919  en  faisant  X=Oj  J^=  o^ 
Z  =  —  ^_,ca  =  AÙg  —  s,gi  et,  en  observant  que  +  cos.  0  convient 
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également  à+^  et  à  —  ^,  on  retombera  sur  les  équations  (i)  èf  (2)  qui 
donnent,  ainsi,  l'eipression,  générale  delà  vitesse  absolue  ou  angulaire, 
toit  dans  le  cas  de  la  descente  soit  dans  celui  de  l'ascension. 

gôs..  Il  sera  bon  que  les  élèves  puissent  donner  une  démoDStratioTi 
immédiate  des  équations  de  l'article  précédent.  Le  mobile  étant  à  un 
point  quelconque  de  l'arc  parcouru,  la  résistance,  que  l'élément  de  cet 
arc  sur  lequel  il  se  trouve  oppose  à  l'action  de  Is  pesanteur,  est  iden- 
tique, à  tous  égards,  avec  celle  qu'opposerait  un  p/an  inclint,  perpen- 
diculaire au  plan  de  l'arc  parcouru,  et  renfermant  l'arc  élémentaire  dont 
je  viens  de  parler,  ou  la  tangente  qui  en  serait  le  prolongement  ;  or  ce 
plan  fait  avec  l'horizon  un  angle  égal  à  celui  que  la  direction  actuelle 
du  fil  du  pendule  forme  avec  la  verticale  c'est-à-dire  un  angle  û;  donc, 
art.  776 ,  la  pesanteur  relative  du  mobile ,  ou  la  force  accélératrice  dans 
le  sens  du  plan  incliné,  a  pour  valeur  gsm.  ûj  ce  qui  donne 
dv 

(')  • -w^^''"-^-  ■ 

Je  multiplie  le  i ."  membre  de  cette  équation  par  c  et  le  â."  par  la  valeur 
—     — —■  de  f  (l'arc  élémentaire  parcouru  pendant  l'instant  dt  est  égal 

à  — 'adOj  on  donne  le  signe  négatifs  dÛ  parceque  0  qui ,  sur  l'arc  des- 
cendant, diminue  lorsque  /augmente,  a  le  signe  négatif  sur  l'arc  ascen- 
dant) et  l'ai 

vdvt=,  — agdûs\n.  ff  j 
d'oii  i  (^a  =s  ag  cos.  0  -H  constante. 

On  a,  en  même  temps,  ç=oel-0:^=Jj.  a\m\  constante  =—agcos.f  et 

f=  =  s.ag{cos.  0  —  cos.y"). 
C'est  l'équation  (i)de l'article  précédent  de  laquelle  on  déduit  toutes  les 
autres  valeurs  du  même  article,  en  observant  que  cos.y= r  ^  et 

COS.  ff  =  . 

.a 

Toutes  ces  valeurs  étant  ainsi  démontrées  par  des  Considérations  par- 
ticulières et  immédiates,  l'identité  des  valeurs  de  v  correspondantes  à 
la  même  valeur  de  z  sur  l'arc  ;descrndant  et  sur  l'arc  ascendant ,  l'égalité 
des  amplitudes  de  ces  deux  arcs ,  l'égalité  des  temps  employés  à  les  par- 
courir etc. ,  se  trouvent  rattacbées  aux  mêmes  considérations. 
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9â3.  L'action  de  la  pnanteur  perpendiculaire  h  rélém^nt  d'drc  par- 
couru pendant  l'instant  ^  a  pour  vsdeur,  art.  77^ ,  ^cos.  Û  et  en  ajoutant , 

à  cette  composante ,  la  valeur de  la  force  jcentrifuge,  on  a  l'exprès  - 

•ion  suivante  de  la  tension  du  fil  que  je  désigne  par  jT 

(i) -r=  -~-  +gcos.ffj 

substituant  à  v*  sa  valeur  donnée  art.  951 , 

(a) /'=;^(3co8.  (?  —  3-cos.y)7 

ouensubatituant,  pour  co8.(?et  cos,/",  leurs  taleurs  reâpectivw  *— — 


(3) r=-|-(a  +  îi  — 3ï)y 

au  point  de  départ  la  valeur  de  la  tension  du  fil  se  réduit  à^cos.you  à 
■ —  (a — l')j  cette  tension  atteint  son  maximum  au  point  le  plus  bas  de 
l'arc  parcouru  oU  elle  est  égale  soit  à  ^(3 — -acos.y^,  soit  à  — (û+ai), 
son  augmentation  totale,  pendant  une  demi-oscillation  descendante» 
étant  3^(1  —  cos.y)ou 

Valeur  du  tempa  employé  psr  le  peii<hile  ninple  à  faire ,  dam  le  Tide ,  tme 
sicittktîo»  de  gTaodettr  6we  ^uetcoscpM. 

954.  L'équation  v  =  p^ag{b—z)  de  Tart.  961  donne,  en  désignant  par 
ds  l'arc  élémentaire  parcouru  au  bout  du  tempa  t,  pendant  l'instant  dtj 

'  substituait  à  c  sa  valeur  —j—  et  observant  que  j  diminue,  sur  l'arc 

descendant,  lorsque  /  augmente,  et  que  le  même  s  change  de  signe  sur 
l'arc  ascendant, 

«4t^ 

On  a  par  les  propriétés  dy  cercle ,  ds  =s  — ^^  j  x=:  K«(aar"*)7 
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d'oii  dx  =    ^  ,  ,        ■    ,  df  =    ^  ,   .       ■   j  et  (i)  devient 


(^   ■ 


.  ^/=  ■ 


—  ads 


U^igs  (sa  _  «)  (A  _  s) 
Je  vais  déduire,  de  cette  équation,  la  durée  d'une  demi-oscillation  des- 
cendante, ce  qui  suffit  &  l'objet  que  j'ai  en  vue;  car  on  sait,  art, 960 , 
qu'en  dovbUnt  cette  durée  ai>  aura  te  temps  correepondairi  à  l'osciUatiDn 
entière.  Pour  cçla  je  met»  l'équatteO'  précédente  sous  la  forme 

et,  eo  développait  le  facteur  1  i  —  -t.—-!-  j      *^ 
(4) -^^ -.'. ,..• 

T  Li  V       ^  I.         i-3.5...(aii  —  ï)       /'a:\^ 

LiCn."  terme  de  ta smtetpçur  valeur — '    •:   %      ■      ■    "  •..        .1  —  1  . 

*^   ^  2-4.0'. a«  v**/ 

le  termen.*o,  étant  l'unité.  .  .       '.        '  ' 

Or  on  a ,  en  prenant  les  intégrales-  depuis  a?  =;  3  jusqu'à  V-^Q^  et 
drâignant,  par  jt^  lfldemi«circonférenco  dont  1«  rayon  =  i 

^dz  ^    "     -       . 


(5)  (*)  , 


J  V 

Â 

/■  -~-fA    _    'i-3 


— /i'A 


I..3.5 


i^a-j 


|/^(^^3)  2.4.6 

1  '3. -5  ... .  (an —  i) 


i/<A-4 


^•4 . 6  . . 


(*J  L'impottance  de  celle  théorie  mVf  détfrmiDe  à  gUcer  ici  une  démoostra- 
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ainsi  la  valeur  de  t  prise  entre  les  mêmes  limites,  ou  la  durée  d'une 

demi-oscillation ,  que  je  désigne  par  T^  a  pour  valeur 

tion  élémetilaire  de  cei  équationc 

Je  difierentie  l'expreuion  z^f/'bx-^^z  et  j'ai 

V  ht  —  zz 
réduisant  au  même  dénominateur,  développant  le  numérateur  ^  rauemblant  Ie« 
termei  qui  ont  det  fact«qri  communs,  et.jnl^ant 

L'intégrale  s'évanouit  lorsque  j!:=rOjain«î  ilD'jr  a  point  de  constante  Rajouter; 
et  comme  elle  s'évanouît  encore  eu  faisant  zs^â ,  elle  est,  par  conséquent, 
nulle  entre  les  limites  z^d  et  «^o,  ce  qui  donne 

.  .       -         •  ■   n-be^di      ■  ■     ■     ■  ■/'■j-+iiÂi-  ■  ■  ■ 

^'oi  on  déduit 


(2/1+ 1)«  f  ''*  ^  r_£i 


en  ftttribaant  à  n  lei  raleuri  luccmirea  e  j  1 ,  3 ,  3  etc.  et  doopapt  \  as  ^ 
comme  dans  le  teste  ,  le  tigne  négatif  j  on  obtient  lei  luitea  de  ralenn 
correipondan  tel 


;»^o 


p   —il         _      p   —iA 
'    J  V  bi—m     "^  J  Vbi—a  ' 

,  ,     n  —s'di  n   — aVa 

M  =  s    .    t    .    .    ,   f  ^      /  =1       I  —  1 

t/  y^bs — à  \J  rbs — «s 

etc.  ■  etc.  * 

On  a  donc  ehaeune  dea  intégrale*  lucceuirea  des  ^e  la  |iTeraière  eat  connue  ;  1 

_  -^    '     '  '■  •  ' 

(«) 
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(«) r=  . . . .  : 

T  :,    ,      ,  -  /•i-3.5...an— i\V  *  \"    , 

Le  n."  terme  de  la  série  est  I p I  1 I   ^  le  terme 

\^2 . 4 . 0  . .  .  art       J  \^^J 

n.»  o ,  étant  l'unité, 

955.  Le  temps  d'une  oscillation  entière ,  double  de  celui  dont  je 

viens  de  donner  la  valeur ,  est  par  conséquent  égal  à 

966.  J'observe  que —  j  dont  les  i.",  a.*,  etc.  puissances  multi- 
plient les  termes  successifs  de  la  série,  est  le  demi -sinus  verse  de 
l'angley formé  par  la  direction  initiale  du  Hl  et  par  la  verticale;  il 
suitde-làque,  si  cetangle/'est  petit,  les  termes  de  la  série  qui  contien- 
nent - —  seront  des  fractions  dont  la  somme  pourra  être  négligeable  par 
rapport  à  l'unité,  et  la  valeur  du  temps  d'une  oscillation  entière  se  ré- 
duira k  sr%/  —  . 

Ce  temps  est  indépendant  de  l'inclinaison  initiale  du  pendule,  ce  qui 
constitue  «ne  propriété  très-remarquable  des  petites  oscillations;  mais 
je  vais  faire  de  cette  matière  l'objet  d'un  examen  particulier. 

et  l'iDtégTa1e,qui  ctt  nulle  lor«quej  =  &,c'Mt-à-<Ur»Ioriye  coi.  ^^i 

derient  égale  à  ^lors^e  z^o,  c'e»t-i-dire  lorsque  coa.  — X — ^ — i.  On 
a  donc,  entre  les  limites  z^b  et^^^o,      /  -y   ••"■=.  =x  ff;  c'est  la  pre- 


mière des  équations  (5)  du  texte  ;  et  en  substituant  sa  valeur  JT  dans  celle 
des  équations  ci-dessus  trouvées,  qui  correspond  à  n  =  o,  on  a  la  valeur  de 

/ir^rr^^^  (3."  équation  (5)  du  texte],  laquelle  substituée ,  à  son  tour, 
K  &z  —  zx  /»  1 

dans  l'équatioD  ci  -  dessus  correspondante  à  n  =  i  doone      /  '/ - 

(  3.*  équation  (5)  du  teite  ] ,  et ,  en  continuant  de  la  même  manière ,  on  a  toutes 
les  équations  (5)  du  texte. 

I  .  A9 
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£  xamen  parliciilîer  du  mouTement  du  pendule  simple  faitant  de  pclitea  oicîl- 
lationa  dans  le  vide.  CéfinîUoat  de  Visockronisme  et  du  $jrnchroT, 


967.  Je  conserve  la  notation  de  l'art.  qSi  et  observant  i."  que  l'arc 
élémentaire  parcouru  pendant  Finstant  dt  a  pour  valeur  adar,  2.°  que 
la  force  accélératrice ,  dans  le  sens  de  l'arc  parcouru ,  est  art.  7/5  égaie 
k  ^sio.  ^ouà  g  sin.  (y"—*»);  j'ai,  art.  727,  équation  (8),  dans  l'hy- 
pothèse de  dt  constant , 

/  \  addca  •     /  y-        \ 

(•) —;^^  =  gsm.{f—ù>): 

si  on  suppose  que^et  0  sont  de  très'petîts  angles,  on  pourra  substi- 
tuer l'arc ^ — 6»  à  SQB  sinus,  et  00  aura 

w -^-^(f-)^ 

multipliant  les  deux  nnembres  de  cette  équation  par  dcjj  faisant  une 
première  intégration  et  observant  que  —  .--  est  la  vitesse  angulaire  dé- 
signée par  Jj,  on  a 

(3) S'=  -f  (<-»)». 

La  constante  arbitraire  est  nulle  parceque  tes  deux  membres  de  cette 

équation  s'évanouissent  ensemble  lorsque  0=0. 

de^ 
Remettant  pour  JJ*  sa  valeur  — ^—  et  tirant  la  valeur  de  dt^  on  a 


w '"Yi-' 


dm 
des 


Le  terme  —  =:^  — --■  ;-  est  ta  diffî^mielte  de 

l'ftfc  dont  le  cosinus  =  *'— ^  '■■■  \  «nsî 


(6), 


T 
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il  n'y  a  point  encore  de  constante  arbitraire  à  ajouter  parceque  /=  ocorres- 

/— «  {  /■— »\ 

pond  aux  valeurs  ©3=0, cos.  —'Y'  =r,etarc.l  co».  ^''    ^       l  =  o. 

Oa  déduit  de  (5) 

(6) «=/|i-cos.[/|/Z]|. 

958.  Les  équations  de  l'article  précédent  ofTrent  l'exemple  de  la  pro- 
priété dés  fonctions  révolutives  dont  j'ai  parlé  art.  690.  Le  temps  total , 
qui  s'écoule  depuis  l'Instant  où  le  mobile  part  de  l'extrémité  supérieure 
du  demi-arc  descendant  jusqu'ià  l'instant  où  il  y  revient»  est, équation (5)t 

égal  à  a  ^  I  — ~  r  j  et  l'équation  (6)  peut  se  mrttre  sous  la  forme 


i  =/—fC09. 


l-ciVi 


Les  constantes  -^  et  C  de  l'article  cité  sont  ici  représentées  parjTet 

— y^  et  le  temps  A  répond  à  2  ^  |  —  T  .  Si  on  substitue  à  l'arc  décrit 

une  ligne  droite  qui  lui  soit  égale,  et  sur  laquelle  le  corps  se  meuve  de  là 
même  manière  qu'il  se  meut  sur  cet  arc,  peftdant  que  la  droite  elle-même 
a  un  mouvement  horizontal  uniforme  dans  le  sens  de  sa  longueur,  avec 
la  vitesse  Vj  et  qu'on  désigne  par  at  la  distance,  au  bout  du  temps  t,  du 
corps  au  point  fixe  où  ce  corps  et  l'origine  de  la  ligne  droite  mobile  se 
trouvoient  ensemble  lorsque  l'on  comptait  zéro  temps ,  on  aura 


^  =  r,  +  if- 


équation  qui  est  un  cas  particulier  de  la  formule  générale  x=±Vt  -^^ 
fonction  \AjC  cos.  — r-  )  de  l'art,  690,  et  qui  en  vérifie  les  propriétés. 

■969.  Le  temps  2  jt  1 I  _,  qui  s'écoule  entre  l'instant  ou  le  mobile 

part  de  l'origine  de  l'arc  parcouru  et  l'instaiiK  où  il  y  revient ,  comprend 
les  durées  de  quatre  demi  -  oscillation» ,  durées  égale»  entr'ëlles  et  à 
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il  —  y  jTj  on  voit,  par  le  tableau  suivant,  comment  les  équations 

(5)  et  (6)  expriment  les  distances  et  les  vitesses  périodiques  qui  ont  lieu 
à  la  fin  de  chacune  de  ces  oscillations  ,  le  temps  croissant  indéfiniment. 


Valeur!  du  temps  t. 


Valeur!  de  la  distance 
angulaireiu  à  l'origine 
de  l'arc  parcouru. 


<-7) 


Valeur  de  la  vitesse 
angulaire  Ij . 


../. 

=>/• 


•  /• 


•  /• 


960.  Quelque  soit  la  dur^e  du  mouvement,  la  distance  angulaire  e? 
du  mobile  au  point  de  départ  et  sa  vitesse  ne  peuvent  pas  excéder  des 
limites   déterminées.    Le   temps  d'une  oscillation  entière  est  égal   à 

I  —  I    ^j  valeur  identique  avec  celle  qui  a  été  conclue,  art.  ^Sô,  de 

la  formule  applicable  aux  oscillations  d'amplitudes  quelconques,  et  in^' 
pendantes  de  la  position  do  point  de  départ.  Ainsi  lorsque  plusieurs  pen- 
dules d'égales  longueurs  parcourent  de  petits  arcs  en  oscillant ,  leurs 
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-  Oscillations  entières  sont  d'égales  durées ,  quelques  soient  les  rapports 
entre  les  diverses  amplitudes  ou  valeurs  angulaires  de  ces  oscillations. 

961.  La  propriété,  qu'ïuo  même  pendule  de  faire  ses  oscillations  dans 
des  temps  égaux ,  constitue  ce  qu'on  appelle  Vzsochronismej  les  oscil- 
lations de  ce  pendule  sont  isochrones. 

Si  on  .compare  les  mouvements  de  deux  pendules ,  et  si  les  oscillations 
de  l'un  sont  de  même  durée  que  celles  de  l'autre,  on  dit  que  ces  deux 
pendules  sont  synchrones ■,\ç synchronisme  est  donc,  pour  \e80sci/la- 
tions  compwées  de  deux  ou  plusieurs  pendules,  ce  que  Yisockronisme 
est  pour  les  oscillations  comparées  d'un  même  pendule. 

Veage  du  pendule  (impie  pour  déterminer  la  loi  de  la  pesanteur  près  de  la 
surface,  de  la  (erre.  Vérité*  physique*  dout  on  doit,  à  cet  instrUmeut,  la 
découverte  ou  la  confirmation. 

96a.  Le  pendule,  dont  la  société  retire  d'inappréciables  avantages 
depuis  qu'il  est  appliqué  à  la  mesure  du  temps  (*),  a  aussi  fourni  les 
moyens  de  découvrir  ou  de  confirmer  des  vérités  très -importantes,  en 


(  *  )  Jjes  premières  recherches  sur  Ib  théorie  du  pendule  sont  f 
Galilée  j  l'objet  de  ce  traité,  qui  m'a  déjà  fait  nommer  plusieurs  fois  ce  grand 
philosophe ,  ue  pourra  pas ,  à  beaucoup  près ,  me  fournir  l'occasion  de  citer 
toutes  ses  découvertes.  L'idée  d'appliquer  le  pendule  &  la  mesure  du  temps  ne 
hii  arait  pas  échappé  et  il  s'occupa  ,  avec  son  fils  ,  dans  les  dernières  années 
de  sa  vie ,  d'un  essai  de  machine  chronomèlrique  munie  d'un  pendule  ;  mais 
la  xéivolnlion ,  que  l'emploi  de  cet  instrument  a  opérée  dans  l'art  de  mesurer  le 
temps,  est  entièrement  due  ii  Huyghens,  qui  conçut,  à  la  fin  de  l'année  i656, 
la  première  idée  d'une  horloge  à  pendule  ,  dans  laquelle  le  pendule  et  le  mo- 
teur sout  deux  choses  séparées,  le  premier  servant  exclusivement  à  régulariser 
l'action  du  second  ,  et  le  mécanisme  étant  combiné  de  manière  que  le  moteur 
destitue  au  pendule,  ï  chaque  oscillation ,  la  force  que  la  fonction  dont  celui-ci 
est  chargé  lui  fait  perdre. 

Les  essais  de  Galilée ,  qui  employait ,  comme  moteur,  le  pendule  lui-même , 
ne  peuvent  rien  oter  à  Huyghens,  de  la  gloire  de  son  invention.  Je  parlerai, 
quand  j'en  serai  au  mouvement  cycloïdal ,  d'une  disposition  particulière  que 
ce  géomètre  a  proposé  de  donner  au  pendule,  pour  assurer  l'isochronisme  des 
oscillatioM  ^elques  soient  leurs  amplitudes,  dans  un  ouvrage  très-remar- 
quable ,  intitulé  Horologiiim  oaeillatorium  ;  c'est  dans  cet  ouvrage  qu'il  a  ex  - 
posé  les  proposîlioos  foudameutaleB  de  la  théorie  des^r»;  centrifuges ,  dont  la^ 
décourerte  lui  est  due. 


Digitizccb,  Google 


aSo  Dynamique  étiMENTAiRE. 

physique  et  en  astronomie,  dont  les  principales  sont  relatives  i.  la  loi  - 
de  l'action  de  la  pesanteur  en  divers  points ,  sott  de  la  surface  de  la 
terre,  soit  d'une  verticale  élevée  k  un  point  quelconque  de  cette  sur* 
face,  et  à  la  figure  de  la  terre. 

On  a  tenté ,  lors  des  premières  recherches  relatives  aux  quantité  ab- 
solues que  fournissent  les  phénomènes  de  la  pesanteur ,  telles ,  par  ex  - 
emple ,  que  la  longueur  de  la  ligne  verticale  parcourue  par  les  corps 
graves  pendant  la.  première  unité  de  temps  de  leur  descente ,  de  faire 
des  expériences  sur  la  chute  immédiate  de  ces  corps,  soit  par  des  lignes 
verticales ,  soit  sur  des  plans  inclinés  ou  des  courbes  hélicoïdahes  j  on  ne 
pouvait  obtenir,  parce  procédé,  qu'une  approximation  très-grossière,  vu 
la  diffîculté  d'évaluer  les  temps  correspondants  aux  npaces  parcourus, 
les  anomalies  provenant  delà  résistance  de  l'air,  la  résistance  du  frotte- 
ment etc.  ;  la  machine  d'Atvrood,  dont  j'ai  donné  la  théorie,  art.  790 
et  suivants ,  donne  beaucoup  |^us  d'exactitude  ,  mais  le  pendule  est , 
ainsi  que  je  l'ai  observé,  att.  8iâ,  l'appareil  qui  fournit,  pour  la  déter- 
mination de  la  quantité  cfaercbèe,  les  moyens  de  précision  les  plu»  par- 
faits ,  et  les  phis  cormnodes,  les  observations  se  réduisant  à  compter  le 
nombre  d'unités  de  temps  correspondant  à  un  nombre  déterminé  d'os- 
cillations d'un  pendale  de  longueur  pareillement  déterminée. 

9Ô3.  La  théorie  d'après  laquelle  on  déduit,  des  expériences,  les  résultats 
qu'on  veut  obtenir,  est  une  conséquence  fort-simple  des  formules  rela- 
tives au  pendule  simple  ci  -  dessus  démontrées.  Si  on  désigne  par  r  la 
durée d*une  très -petite  oscillation  d'un  pendtile  simple,  dMit  la  longueur 
est  <Zj  par^rla  demi -circonférence  dont  le  rayon  =  i,  la  lettre  ^conti- 
nuant à  représenter  la  force  accélératrice  due  à  la  pesanteur,  onanra 
art.  956  et  969  

(•) r=^l/^, 

d'où  (a) g=  ~  a. 

Supposant  donc  qu'on  ait  reconnu  par  des  observations  exactes  que  ce 
pendule,  dont  la  longueur  connue  ==  a,  ait  fait ,  pendant  un  temps 
donné  T,  un  nombre  N  d'oscillations ,  on  aura  lé  temps  d'une  seule 

T 
oscillation  =  r=  -tt" j  d'où 
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(3) «■  =  —fT-  '■ 

La  valeur  de  ^  se  trouve  ainsi  composée~de  quantités  toutes  connues.  Son 
évaluation  sera  d'autant  plus  exacte  que  la  longueur  arbitraire  a  du 
pendule  d'expérience  sera  plus  grande. 

964.  On  déduit  de  l'équation  (3)  de  l'article  précédent 


jt^  N^ 


...    r=.^|/X,    ;v  =  X|/i:. 


«  Les  longueurs  de  différents  pendules  sont  entr'elles  en  raison  di- 
«  rectes  des  quarrés  des  temps  employés  à  faire  un  même  nombre 
«  d'oscillations,  ou  en  raison  inverse  des  quarrés  des  nombres  d'oscil- 
«  lations  faites  dans  un  même  temps». 

Réciproquement,  «  les  temps  employés  k  faire  un  même  nombre  d'os- 
K  cillations,  ou  les  nombres  d'oscillations  faites  dans  un  même  temps, 
«  sont  entr'eux,  respectivement,  en  raison  directe  ou  en  raison  inverse 
«  des  racines  quarrées  des  longueurs  des  pendules  ». 

960.  Il  est  une  autre  détermination  importante  à  faire,  celle  de  la 
longueur  du  pendule  dont  chaque  oscillation  a,  pour  durée,  une  uniti'- 
de  temps.  ïl  est  bon  d'observer  que  la  connaissance  de  cette  longueur 
n'est  pas  préalablement  nécessaire  pour  l'évaluation  du  temps  T  qui 

entre  dans  l'équation ^=  — 7=^ —  . /ï  de  l'art. 968 ,  et  dans  cellesde  l'art. 

précédent  qui  en  ont  été  déduites;  car,  si  lecbronomètre.dont  on  se  sert 
est  muni  d'un  pendule  ,  on  le  règle ,  par  les  moyens  de  tâtonnements 
connus,  de  manière  que  l'aiguille  des  secondes  fasse  86400  ou  looooo 
pulsations  (suivant  qu'on  employé  l'ancienne  ou  la  nouvelle  division 
du  temps)  pendant  un  jour  moyen ,  sans  avoir  besoin  de  connaître  à 
quelle  longueur  de  pendule  simple  répond  la  dimension  du  pendule 
composé  adapté  au  chronomètre. 

Cette  longueur,  qui  est ,  maintenant ,  l'inconnue  cherchée ,  pourrait  se 
déduire  de  la  forme  du  pendule  composé,  des  masses  de  ses  différentes 
parties,  etc.  etc.  par  des  méthode^  que  j'exposerai  dans  la  3.^  section 
de  cette  seconde  partie  du  cours  ;  mais  il  est  infiniment  préférable 
de  conclure  la  longueur  cherchée  de  celle  d'un  autre  pendule  faisant , 
pendant  un  temps  donné,  un  nombre,  pareillement  donné >  d'oscil - 
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lations.  La  longueur  cherchée  se  calcule  alors  par  une  simple  règle  de 

proportion  fondée  sur  les  propriétés  du  mouvement  des  pendules  énon  - 

cées  par  les  théorèmes  de  l'art,  précédent.  Soit  À  la  longueur  cherchée  du 

pendule  qui  bat  les  secondes,  et  a  la  longueur  donnée  d'un  pendule  qui 

fait  N  oscillations  pendant  T  secondes,  et,  par  conséquent,  une  oscil- 

T 
lation  pendant  —j^-  secondes ,  on  aura  d'après  le  premier  théorème  de 

l'article  cité 

Il  .  i  '•  -1^  "^^  ■ 

966.  La  longueur  À  peut  aussi  se  déduire  de  la  valeur,  préalablement 
connue,  de  g,  au  moyen  de  Téiquation  (i)  de  l'art.  963.  Faisant,  dans 
cette  équation,  r  =  i"  et  <z=£  ^^  ona 

;î  =  -^. 

967.  Toutes  les  déterminations  précédentes  supposent  que  les  oscil  - 
lations  sont  infiniment  petites,  et  qu'elles  se  font  dans  le  vide  ;  et,  comme 
les  pendules  d'expérience  ne  sont  ni  dans  l'un  ni  dans  l'autre  de  ces  deux 
cas,  il  faut,  lorsqu'on  veut  la  plus  rigoureuse  exactitude,  ramener  les 
observations  eflectives  à  ce  qu'elles  seraient  si  le  pendule  ne  décrivait 
que  des  arcs  élémentaites  dans  un  milieu  non  résistant  ;  il  faut,  encore 
avoir  égard  à  la  masse  du  fil,  à  la  forme  et  à  la  grandeur  du  corps  sus- 
pendu etc.  Je  parlerai ,  dans  la  suite  du  cours,  des  procédés  et  des 
méthodes  dont  ces  diverses  précautions  exigent  la  connaissance  et  l'u  - 
sage  ;  toutes  les  causes  d'anomalies  auxquelles  elles  se  rapportent  ont 
été  prises  en  considération  dans  les  expériences  faites  à  l'occasion  du 
nouveau  système  métptque  français  ;  on  a  trouvé  qu'à  l'observatoire  de 
Paris  la  longueur  du  pendule  à  secondes  décimales  était  de  o'<*,74i9 
et  celle  du  pendule  à  secondes  sexagésimales  de  0*^,99385,  comme  je 
l'ai  dit  à  l'article  676. 

D'après  cette  détermination ,  le  nombre  d'oscillations  faites  à  i'ob  - 
servatoire  de  Paris ,  pendant  un  jour  moyen  ,  par  un  pendule  simple , 
d'un  mètre  de  longueur,  doit  être,  art.  964,  égala  1 00000  >^o,74t9  == 
86i32A 

968.  Les  variations  de  la  pesanteur  à  différentes  latitudes,  donnent 
lieu  à  de?  variation^  correspondantes  de  la  longueur  du  pendule  ;  d'après 

les 
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les  d^-termibations  les  pkjs  récentes ,  à  étant  la  longueur  du  pendule  à 
seconde  à  la  latitude  X^  on  a,  pour  la  division  du  jour  moyen  ea 
looooo  secondes, 

(i)  ,  .  .  ^  =  o™, 7397035^6  +  0™, ooSpiSôSçasin.^X^ 
ou  en  substituant  k  sin."  L  sa  valeur  7(1  —  cos.  aZ) 

(a)  ....  /  =  o,74i66o37i — ^^0,001956845.  cos.  a  i. 

Les  premiers  termes  des  seconds  membres  de  (i)  et.(a)  sont,  res- 
pectivement, les  longueurs  du  pendule  décimal  sous  l'équateur  et  sous 
le  parallèle  moyen. 

Four  avoir  la  valeur  de  À  applicable  à  la  division  du  jour  en  86400 
secondes  il  faut,  art,  964,  multiplier  les  seconds  membres  des  équations 
précédentes  par  (-^r»^)"- 

969.  Cest  par-les  observations  du  pendule  qu'on  a  pu  s'assurer  que  l'in- 
tensité de  la  pesanteur  était  moindre  au  sommet  des  montagnes  qu'au  ni- 
veau de  la  mer-  Nous  avons  des  expériences  sur  iet  objet,  faites  au  Pérou, 
par  Bouguer ,  avec  beaucoup  de  soin  ;  il^trouvé-à  Quito,  élevé  de  285/ 

■  mètres,  et  sur  le  Pichincha,  élevé  de  4744  ™  au-dessus  de  la  mer,  que  la  di- 
miliution  de  la  pesanteur  était ,  dans  le  premierlieu ,  de  0,00076 1 ,  et  dans 
le  second  de  0,001 184',  la  pesanteur,  au  niveau  de  la  mer,  étant  l'unité. 

970.  Enfin  le  pendule  fournit  une  preuve  de  fait  de  l'importante 
conclusion  tirée,  art.  890,  de  la  3«.  loi  de  Kepler,  par  laquelle  on  a  recon- 
nu qu'à  égales  distances  d'un  centre  d'attraction  tous  les  points  matériels 
soumis  à  cette  attraction  recevaient  la  même  force  accélératrice  quelles 
que  fussent  leurs  masses.  .On  est  parfaitement  assuré  que  plusieurs  corps 
suspendus  à  des  fils  de  même  longueur  font, exactement, dans  le  vide^le 
même  nombre  d'oscillations  pendant  un  même  temps ,  quoique  leurs 
masses  soient  diflfërentes  ;  d'où  il  suit  qu'ils  sont  animés  de  forces  motri  - 
ces  proportionnelles  à  ces  masses ,  et  que  tombant  verticalement,  dans  le 
vide,  avec  une  vitesse  initiale,  ou  commune  ou  nulle,  ils  parcourraient 
des  espaces  égaux  dans  des  temps  égaux.  Les  expériences ,  faites  immé- 
diatement.sur  les  chutes  de  ces  corps,  ne  pourraient  jamais  avoir  une 
précision  comparable  à  celle  des  expériences  faites  avec  le  pendule. 

Mouvement  d'un  point  matériel  pétant  mr  une  cycloïde. 

971;  Une  courbe  plane  étant  tracée  sur  un  plan  vertical  et  un  point 

matériel  pesant,  assujetti  à  se  mouvoir  sur  cette  courbe,  étant  aban- 

1  3o 
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ilonnt*  è  la  pesanteur  ,  on  a  vu ,  art.  946  équation  (2) ,  que  la  valeur  gé  - 
'iiérale  du  quarré  de  sa  vitesse  désignée  par  v  était,  g  continuant  à 
représenter  la  force  accélératrice  due  à  la  gravité , 

\       H  est  la  bauteur  verticale  du  point  de  départ  au- 
°^  '     J  dessus  de  l'origine  des  coordonnées  verticales  j:. 

Cette  équation  suppose  que  la  vitesse  est  nulle  lorsque  i  =  H,  mais  si 
la  vitesse  initiale,  dans  le  sens  de  la  courbe,  était  due  aune  hauteur  A^ 
la  constante  t/"  de  l'équation  (i)  ''^^  ''^'"*-  *^''^  devrait  se  déterminer 
par  la  condition  des  valeurs  simultanées  v^=^2.gh  et  z=^H,  qui  donne 
t7=  =  2^(fi+A),et 

(i) v^  =  2g{h+H~z). 

'  s  étant  l'arc  de  courbe  que  le  mobile  a  encore  à  parcourir  pour  arri  - 
ver  au  plan  horizontal  qui  renferme  l'origine  des  z,  l'élément  tis  est  par- 
couru avec  la  vitesse  (^^^■{A-j-Jï— 7) ,  et  l'élément  de  temps  dt  employé 
à  le  parcourir  a  pour  valeur,  art.  688, 

I  (  Observez  que  s  diminue  lorsque  l  aug  - 

(i)  .  .  (/f  =  ——. — ■-'  ■  .  <    mente  ,   et   qu'ainsi   dt  et   lis  «loivent 

l/^a-g^h  +  H — a)    ^   avoir  des  signe»  eo»tnùre«. 

J'ai  déjà  appliqué ,  art.  964  et  suivants  ,  cette  équation  au  mouve  - 
ment  sur  un  arc  de  cercle  dans  l'hypothèse  de  A  =  o  ,  ou  de  l'égalité 
à  zéro  de  la  vitesse  initiale  ;  je  vais  supposer  maintenant  que  le  point 
matériel  pesant  est  assujetti  à  se  mouvoir  sur  une  cycloïde  à  base  ho- 
rizontale, ayant  tous  les  points  de  sa  trace  situés  au-dessous  de  cette 
base  dans  un  plan  vertical. 

■  Soient  jet  ^j  respectivement,  l'arc  variable  de  la  courbe  et  la  coor- 
donnée verticale  du  point  supérieur  de  cet  arc,  l'une  et  l'autre  indé- 
terminée ayant  une  originecommuneausommet;si  lediamètreducercle 
générateur  est  représenté  par  a^  on  a ,  entre  s  et  Hj  par  les  propriétés 
connues  de  la  courbe,  l'équation 

(3) j*=4as. 

On  déduit  de  cette  équation 

(4) Js^A^-^, 

et ,  «ubfùuant  cette  valeur  dans  l'équation  (2),  on  a 
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(5)  .  .  .dr dAf       ,    '„      '<r=^-{^ r; 

—  dz 
l'expression  — .    . ,      „ .  .^  peut  se  mettre  sous  la  forme 


— =<?.arc^os.=  ff^ 


r         ^s-K*  +  g)VJy 


1  f     "     l*  1  *  —  T  V '* T ■"  y     I 

a  donc  /=  I  —  I  .  arc<cos.  = r-n — ftt—?  +  constante: 

la  coDStante  se  détermine  par  la  condition  des  valeurs  simultanées  t=Oj 
z^=t.H,  d'où 

constante 


(fi-)... 


97a.  Telle  est  la  valeur  générale  du  temps  employé  par  le  mobile  à 
descendre,  sur  l'arc  de  cycloïde,  depuis  le  point  situé  à  une  hauteur /f 
jusqu'au  point  situé  à  une  hauteur  a  au  -dessus  de  l'origine  de  «  ^  ce  qui 
forme  une  descente  verticale  =  H —  z  }  pour  avoir  le  temps  total  de 
la  descente  jusqu'à  l'horizontale  sur  laquelle  se  trouve  L'origine  commune 
de  ^  et  a  j  on  fera  z-=-o  dans  l'équation  précédente  et  on  aura,  tétant 
la  demi -circonférence  dont  le  rayon  ^  i 


(■). 


'K^y  r-^^C™- = -Itt)!  • 


si  on  suppose  de  plus  que  la.  vitesse  initiale  est  nulle  ou  que  A  =  o  , 
on  obtient  la  valeur  remfirquable 


w- 


'-"{—)'■ 


L'élévation  initiale  ^  du  mobile  au-dessus  du  point  le  plus  bas  i^ 
la  courbe  a  disparu  de  ta  valeur  de  t,  te  temps  de  ta  descente  jusqu'à 
ce  point  le  plus  bas  est  donc  indépendant  de  la  position- du  point  de 
départ,  et  sera  toujours  le  même  quelque  soit  la  longueur  de  t'arc  à 
parcourir  pour  arriver  de  ce  dernier  point  au  premiei'. 
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973.  Cette  propriété  curieuse  de  la  cycloïde  consthue  ce  qu'on  appelle 
le  taulochronisme  j  les  courbes  qui  ep  iouissent  sont  appelées  courbes 
taniochrones.  J'ai  déjà  fait  remarquer,  art.  781,  une  espèce  de  taulo- 
chronisme  dans  le  cercle  tracé  sur  un  plan  vertical.  Un  mobile  partant 
d'un  point  quelconque  de  lacirconfi-rence  de  ce  cercle,  sans  vitesse  ini- 
tiale, arriye  toujours  à  son  point  le  plus  bas  dans  un  même  temps,  égal 

à  1/  (le  diamètre  du  cercle  est  di-signé  par  a)  \  mais  il  faut,  pour 

r    e 

cela,  que  le  mobile  suive,  non  l'arc  de  cercle,  mais  la  corde  de  cet  arc 
menée  du  premier  au  second  point. 

974.  Le  mouvement  du  pendule ,  qui  fait  des  oscillations  très-petites 
ou  inllniment  petites ,  a  aussi,  art)  966  et  960,  la  propriété  du  lautochro- 
nismcj  propriété  qu'il  tient  de  la  cycloïde  et  dont  il  jouit  parceque  le 
point  matériel  pesant,  suspendu  au  fil,  dt'crit  des  arcs  qu'on  peut  regarder 
comme  cycloïdaux.  En  cfT'et  le  rayon  de  courbure  du  point  le  plus  bas  de 
la  cycloïde  renversée  est  égal  à  a.a,  et  un  .pendule  simple  de  cette  Ion  - 
gueur,  qui  décrirait  des  arcs  infiniment  petits,  ferait,  art.  959,  une  demi  - 

oscillation  pendant  un  temps  =  ~  jt  1/ =  jT"!/ j    les 

oscillations  circulaires  infiniment  petites  de  ce  pendule  et  les  oscilla- 
tions cycluïdales  finies  du  point  matériel,  dont  il  a  été  question  dans 
les  articles  précédents ,  seraient  donc  synchrones  entr'elles,  et  la  raison 
de  ce  synchronisme  peut  se  déduire  immédiatement  du  tautochronisme 
de  la  cycloïde,  en  considérant  que  si  le  point  de  départ  est  infiniment 
peu  distant  du  point  inférieur,  le  mouvement  est  identique  avec  celui 
qui  aurait  lieu  sur  un  arc  de  cercle  d'un  rayon  égal  k  a,a. 

975.  J'ai  dit,  art.  ^2  [note),  qu'Huygbens  avait  imaginé  un  pendule 
«impie  dont  les  oscillations  étaient  isochrones,  quelcjues  fussent  leurs  gran- 
deurs; la  composition  de  ce  pendule  était  fondée  sur  le  tautochronisme  de 
la  cycloïde,  et  sur  les  moyens  qu'on  a,  art.  982,  de  faire  décrire  une  courbe 
quelconque  au  point  extrême  d'un  pendule  simple.  On  sait  que  la  dé- 
itfloppante  de  la  cycloïde  est  une  courbe  égale  et  semblable  k  la  déve  - 
loppée  ;  Huyghéns  établissant,  dans  un  plan  vertical ,  deux  lames  métal  - 
liques  courbées  chacune  en  arc  de  cycloïde  renversée,  h  base  horizon- 
tale, et  se  touchant  par  leurs  points  supérieurs ,  suspendit,  à  ce  point 
de  contact ,  le  fit  de  son  pendule,  dont  la  longueur  était  double  de  celle 
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du  diamètre  du  cercle- générafeur.  Ce  fil ,  en  oscillant  dans  le  plan  des 
arcs  cycloïdaux  ,  s'enveloppait  successivement  sur  l'un  et  sur  l'autre,  et 
son  point  inférieur,  décrivant  une  portion  de  cycloïde  ,  faisait,  d'après 
la  théorie  ci-dessus  démontrée,  ses  oscillations  dans  des  temps  égaux, 
quelles  que  fussent  leurs  amplitudes.  Cette  invention  d'Huygheos  n'a 
pas  été  adoptée ,  dan»  la  pratique  de  l'horlogerie,  par  des  raisons  que  je 
ferai  connaître  en  parlant  du  pendule  composé. 

Expression  de  la  force  accélératrice  qui,  loriqu'elle  a  lieu  sur  une  courbe  quel- 
Gontpie  ,  rend  cette  courbe  tautochronc. 

976.  L'angle  que  forme ,  avec  l'horizon ,  un  arc  élémentaire  ds  d'une 
cycloïde  mise  dans  la  position  indiquée  &  l'art.  971  a,  pour  sinus  , 

—T—J  ainsi  la  force  accélératrice  tangentielle,  qu'un  point  matériel  pe- 
sant ,  placé  sur  cet  élément  de  courbe  ,  reçoit  de  la  pesanteur ,  est , 
art.  775,  égale  à  — j — gy  ou  (en  observant  que  l'équation  s*  =  4a; 

donne  — ; —  ^ )  à  -2_  s  j  celle  force  accélératrice  est  donc  ,  à. 

as  iasM 

chaque  instant,  proportionnelle  à  la  longueurs  du  chemin  que  le  mo- 
bile a  encore  à  faire  pour  arriver  au.  point  le  plus  bas  de  la  cycloïde. 

977.  Le  réiuhat  auquel  je  viens  d'arriver  n'est  pas  particulier  à  la 
cycloïde  et  indique  une  condition  générale,  qui ,  lorsqu'elle  est  satis- 
faite dans  le  mpuvement  d'un  point  ma,tériet  sur  une  courbe  quelconque 
jt  double  ou  simple  courbure ,  établit  aussitôt  le  tautochronisme  sur 
cette  courbe.  Je  désigne  par  •$  l'arc  total  que  le  mobile  doit  parcourir 
depuis  le  premier  instant  de  son  mouvement ,  sa  vitesse  initiale  étant 
supposée  nulle,  par  s  l'arc  qui  lui  reste  à  parcourir  au  bout  du  temps  t^ 
ensorte  que  .S —  s  est  l'arc  parcouru  pendant  ce  temps  t^  par  v  la  vîtesse 
à  l'extrémilé  antérieure  de  s,  et  par  A  une  quantité  constante.  Si  la  force 
accélératrice  est,  au  bout  du  temps  t,  proportionnel  le  à  l'arc  s  que  le  mo  - 
bile  doit  encore  parcourir  pour  arrivera  l'extrémité  de  S,  on  a  l'équation 

dv 

■  (')- -dr  =  ^'^'  ^ 

multipbant  le  premier  membre  par  v  et  le  second  par  la  valeur  -r- 
de    Vj   on  a,  en  observant  que  s    diminue  lorsque    t   augmente^ 
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vdv  =  —  Asds  ,  d'où  (^  =  —  ^j'  +  C  ^-  l'état  de  la  question  donne 

les  valeurs  simultanées  v=^o,s  ^S ,  d'où  C  —  AS*  ,  et 


on  déduit  de  cette  équation  ,  en  observant  que  s  diminue  lorsque  t 

—  ds 

À  ,  — àj  S 

augmente ,  A  dt=  • 


(S'-s')i 


o-^y 


(3) ^'/  =  arcrcos.=  -^  j. 

La  constante  arbitraire  est  nulle  parceque  les  valeurs  initiales  /=  o, 
s^Sj  rendent  les  deux  membres  égaux  à  zéro. 

Pour  tirer  de  cette  valeur  générale  de  /  la  valeur  particulière  du 
temps  total ,  que  je  désigne  par  T,  employé  à  parcourir  l'arc  Sj  il  faut 
faire  j  =  o,  ce  qui  dorme 

(4)  .  .  .   T ^= ^  -  <;reit  la  demi-circonférencedontle  rajon  ^  I. 

Le  tautochronisme  a  donc  lieu  puisque  l'arc  total  S^  qui  ne' se  trouve 
plus  dans  la  valeur  de  7"^  reste  indéterminé;  cette  indétermination 
ne  porte  que  sur  l'origine  de  S ,  ou  sur  le  point  de  position  initiale  du 
mobile,  l'autre  point  extrême  de  l'arc  parcouru,  pendant  le  temps  T, 
point  ot)  sa  tangente  doit  être  horizontale,  demeurant  fîxesurla  courbe; 
et  c*est  par  rapport  à  ce  dernier  point  que  la  condition  posée  par  l'é- 
quation (i)as5ure  le  tautochronisme ,  l'équation  (4),  qui  en  est  déduite, 
énonçant  que  le  temps  nécessaire  pour  arriver  à  ce  même  point  esf 
îndépendantde  la  longueur  de  i*arc  parcouru. 

Du  tautochronisme  conaidéré  sou*  un  point  de  vue  plus  général  qu'il  n«  l'a  ét« 
dans  le  chapitre  préccdeut.  Le  mouvement  dans  le  vide ,  dû  à  la  seule  pe  - 
eanteur,  comporte  une  iofiitilé  de  courbes  tautochroues.  Cas  dans  lequel  le 
tautochronisme  appartient  exclusivement  à  la  cycloïde. 

978.  Les  premières  découvertes  sur  la  théorie  du  tautochronisme  sont 
dues  à  Huyghens.  Newton  et  Herman  ont,  après  lui,  envisagé  cette  théorie 
sous  un  point  de  vue  plus  étendu ,  et  qui  n'est  cependant  point  encore 
»sscz  général,  en  prenant  pour  coridition  du  tautobronisme  Téquation 
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dv 
—j —  =  Js  de  l'article  précédent  ;  cette  matière  a  ensuite  été  trailée 

(Tune  manière  plus  approfondie  par  Euler  (  Mém.  de  Vacad.  de  Péters- 
boug  lySS  et  lyGjf.')  ,  par  Fontaine  (Mém.  de  Vacad.  des  sciences 
de  Paris  jy  34,  et  iy68)^  par  d'Alembert,etc.  :  mais  Lagrange  parait 
l'avoir  épuisée  {Afc/n.</e/'«c^.  de  Berlin  d^i y  66  et  >^^o).  Je  ferai 
connaître  sa  théorie  dans  la  3.^  partie  du  cours. 

Cependant  Huyghens  a,  ainsi  qiwjele  ferai  voir  bientôt,  résolu  com- 
plètement le  problême  de  la  détermination  de  la  courbe  tautochrone 
dans  le  vide,  lorsque  le  mobile  ne  doit  son  mouvement  qu'à  la  pesanteur, 
et  dans  l'hypothèse  ot  on  ne  considère  ce  mouvement,  ainsi  que  je  l'ai 
fait  dans  le  chapitre  précédent,  que  depuis  un  point  arbitraire  de  lit 
courbe  )U9qu'à  un  point  lîxe  inférieur.  Mais  on  peut  poser  la  question 
plus  généralement ,  se  donnant  pour  condition  que  le  mobile  pesant  doit 
faire  une  oscillation  entière,  en  remontant  de  l'autre  cdté  du  point  le 
plus  bas  jusqu'à  la  hauteur  de  son  point  4e  départ  (les  autres  conditions 
assignées  art.  946  étant  d'ailleurs  remplies),  et  chercher  la  ligne  sur  la- 
quelle la  durée  de  chaque  oscillation  entière  est  une  quantité  donnée, 
indépendante  de  la  position  du  point  de  départ  ou  de  la  grandeur  de 
l'oscillation  ;  le  problème  cesse  alors  d'être  déterminé  ,  la  cycloïde  n'en 
fournit  plus  qu'une  solution  particulière,  et  ce  problême  est  même  réso- 
luble par  un  assemblage  de  deux  courbes,  l'une  desquelles  peut  être  prise 
arbitrairement  ;  l'analyse  suivante  valbumir  la  preuve  de  ces  propoitions. 

979.  Soit  CAD  qne  c(»irbe  décrite  dans  un  plan  vertical,  qne  je  Fig.  7. 
considère,  pour  plus  de  généralité,  comme. composée  du  système  de 
deux  courbes  AMC,  AND.àé^iei  par  des  équations  difl'érentea,  mais 
ayant,  à  leur  point  de  réunion  A ,  une  tangente  horizontale  commune 
HAJI'.  Je  mène  l'axe  vertical  AB  sur  lequel  je  compte  les  coordonnées 
AP^z,  les  points,  <]ontz  détermine  la  hauteur  au-dessus  de  HAII' , 
se  trouvant  aux  extrémités  JVf  et  iV"  de  l'horizontale  MPN.  Je  fais 
arc  AM  =  s ,  arc  AN  =  o,  et  traçant  l'horizontale  mpn  infixiimenC 
près  de  MPN ,  j'ai  Mm.=:dS)  Nn  =  da. 

Le  mobile  pesant  est  censé  partir  du  point  Cj  sans  vitesse  initiale, 
et,  CBD  étant  une  horizontale,  ce  mobile  doit,  art.  947,  parvenu  eu 
Aj  remonter  jusqu'au  ixjint  Dj  il  s'agit  de  déterminer  le  système  des 
deux  courbes  AMCj  AND  de  manière  que  la  somme  des  temps  em-   - 
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ployés  k  parcourir  CMj4  et  AND  soit  toujours  U  même,  quelque  soit 

la  position  du  point  de  départ  C. 

J'appelle  &  la  hauteur  AB  qui ,  d'après  l'état  de  la  question ,  doit  ^tre 
arbitraire  ;  le  corps,  parvenu  en  M  sera  descendu  de  ta  hauteur  l>  —  t 
et  Jura  acquis ,  art.  946  ,  une  vitesse  p/^Tglb  —  j:) ,  égale  à  celle  qui  lui 
restera  lorsque ,  après  avoir  franchi  le  point  A ,  il  sera  remonté  jusqu'en 
TV.  La  somme  des  temps  élémentaires  employés  à  parcourir  Mm  et  Nn 

sera  donc  art.  688  égale  à  -^^  j  en  prenant  l'intégrale  de 

ya.g{b-~z) 
cette  expression  entre  les  limites  as=oet  a=  ^, on  aura  la  durée  totale 
du  mouvement  sur  la  ligne  CAD.  Cette  intégrale  doit  être  telle  qu'elle 
s'évanouisse  en  y  faisant  «  =  o  et  qu'elle  acquière  sa  valeur  définie  en 
y  faisant  z=b ,  ce  que  l'on  concevra  parfaitement  en  observant  que 
la  question  dont  il  s'agit  est  identique  avec  celle  par  laquelle  on  pro- 
poserait de  construire  deux  courbes  AMC  tx.  AND  telles  que  ^  deux 
inobiles  partant  du  point  A  avec  la  même  vitesse  initiale,  l'un  dans 
le  sens  AMC  et  l'autre  dans  le  scosAND  ^  et  se  mouvant  respective- 
ment, pendant  des  temps  ret  t'j  avant  que  cette  vitesse  initiale  soit 
éteinte,  on  ail,  quelque  soit  cette  vitesse,  t+  t'  =^ constante. 

La  hauteur  &  doit  disparaitre  dans  l'intégrale  définie,  et  voici  com- 
ment on  détermine  les  conditions  d'après  lesquelles  cette  élimination 

aura  Heu.  Soit  ds-\-ào= — 7 — ,endésignant  par /^une  fonction  de  SjPt 

par  k  une  constante,  on  aura    /  -—====■=    /  ..■,.,        — ■   j 

■  ^  J  vmF^  J  f'ys.giù-z) 

I  P      pdz 

je  suppose  que  l'intégrale  ,  ■ rr. .  /  ■-■■•.,..—=-  ,  complétée  par  une 

constante  arbitraire ,  soit  réduite  en  série  ordonnée  par  rapport  aux 
puissances  de  ^  ,  il  faudra  d'abord,  si  la  condition  exigée  est  satisfaite, 
que  tous  les  termes  de  cette  série  soient  multipliés  par  une  puissance 
positive  de  &,  puisque  l'intégrale  doit  s'évanouir  en  faisant  t^o,  (on  peut 

faire  abstraction  du  facteur  commun -J — =^)  y  ainsi  tous  ces  termes 

seront  de  la  forme  Ai"^,  m  étant  un  nombre  positif,  et  A  renfermera 
h  J  mais,  comme  en  faisant  i  =  hj  la  constante  b  devra  disparaître,  il 
faudra  qu'on  ait  A  =  nb~'^j  le  coefficient  n  étant  indépendant  de  b 
et  représentant  un  nombre  abstrait. 

Tous 
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Tous  les  termes  de  la  série  seront  donc  de  la  forme  nb~^  z,^,  et 
l'intégrale  sera  de  dimension  nulle  ;  or  comme  cette  intégrale  ne 
peut  se  composer  que  de  2^  de  3  et  de  nombres  abstraits ,  la  diffé- 
rentielle, qui  est  toujours  de  même  ordre  que  l'intégrale,  ne  sera  compo- 
sée que  des  mêmes  quantités,  d'oti  il  suit  que  p  ne  contiendra  point  b 

et  sera  simplement  une  puissance  de  sj  —  '  «'""a  donc  la  forme 

■  "  -  f  et  observant  que  le  numérateur  et  le  dénominateur  sont. 


respectivement,  de  la  dimension  /<  + 1  et  de  la  dimension  7 ,  la  condi- 
tion de  la  dimension  nulle  de  la  différentielle  donnera^-(-i — r=o, 
d'où  fi^  —  ï  j  ainsi 

(0 p  —i~^- 

La  valeur  du  temps  -;    ■  .:=■   /  — , etléquation</f+ag=-^-7- 

sont  donc  changées,  par  les  considérations  précédentes,  en 

i  r       dz  _,       j  «/a        p.         ,  I 

, — T==   /  .  ,        P*  *■"  dv^Hn  =  . — -=_;  taisant  «^—-T^,  on  a 

^]/^J  Vz{b—i)  ,  iiVz  Va 

(a) tis+da=^dsi/-j., 

et  intégrant 

(3) s+<r=il^j 

la  corutante  arbitraire  est  nulle  parcequ'on  a  en  même  temps  *+a  =  o 
et  a  =  o. 

La  somme  des  arcs  j4M  et  ^iV  est  proportionnelle  à  la  racine 
quarrée  de  la  coordonnée  verticale  JlP. 

980.  Soit  construite  une  courbe  ALE  telle  qu'en  prolongeant  jus- 
qu'en i  et  /  les  cordes  horizontales  MN  et  mn  on  ait 

(i) AL  =  ^M+^N=s+a: 

on  déduit  de  cette  équation 

Ll  =  Mm+Nn  =  ds+dtrj 
et  désignant  l'arc  j4L  par  s,  on  a 

s,=/{ds  +  da)~s  +  a=s.1/'^ 

(a) f/  =  4<iaj 
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ta  courbe  ^LE  est  une  cycloïde  dont  le  cercle  généraleur  a  un  dia  - 

mètre  ==  a. 

Prolongeant  l'horizontale  CD  jusqu'au  poînK  E  de  cette  cycloïde ,  si 
UD  corps  grave  descend,  en  glissant  sur  ELA^  sa  vitesse,  en  £>  sera 
"=  \^%s{b-~z)»tx.  le  tempg  employé  à  parcourir  IL  aura  pour  valeur 

ds,    .  ds  +  da  ,        ,     1-     1  1 

— ==:=.  ou  — ■       ■ cest-à- dire  la  somme  des-temré  em- 

ployés  à  parcourir  Mm  et  Nn.  II  faudrait  donc  au  mobile  qui  descen- 
drait  sur  ELA  ,  pour  arriver  de  L  en  A ,  le  même  temps  que  le  mo- 
bile ,  partant  de  Cj  employerait  à  descendre  en  ^  et  à  remonter  en 
Dj  et  ce  temps  est,  art.  974 ,  égal  à  celui  de  la  demi -oscillation  d'un 
pendule  d'une  longueur=  aa, 

98 1 .  Il  est  aisé ,  d'après  les  résultats  analytiques  de  l'art.  979 ,  de  dé  - 
terminer  la  courbe  AND,  lorsqu'on  s'est  donné  arbitrairement  la  courbe 
AM.C.  Soit  l'abcisse  Ail'  =x,jOa  aura  Nn  :=.da^=  V^dx'f^ds'^  d'où 

(i) ds+y^r:^dP=dzl/  -^j 

on  déduit  de  cette  équation 

La  courbe  AMC  étant  donnée,  ds  est  connu  en  2  et  ^,  et  on  peut 
supposer  ds^qdt  :  on  aura  donc 

(3) . . .  dx,^d.y^  _s,i/z+,._,^. 

équation  différentielle  de  la  courbe  AND  qui  en  fera  connaître  le  tracé , 
lorsqu'on  aura  la  fonction  q  en  z. 

982.  J'observe  que  dans  l'équation  i£r+(^=  -^^,  —  la  quantité  k  est 

arbitraire ,  d'où  il  suit  que  a  =  —j—  est  aussi  arbitraire  ;  on  peut  donc, 

sans  rien  changer  à  la  courbe  donnée  AMC ,  obtenir  une  infinité  de 
courbes  AND ,  corre^ndantes  à  une  infinité  de  valeurs  de  a,  telles 
que  le  système  CM  AND  jouisse  de  la  propriété  du  tautochronlsme , 
définie  art.  978. 

983,  On  voit,  par  ce  qui  précède,  toute  l'indétermination  du  pro- 
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blême  des  tautochrooes  dans  ie  cas  oii  le  mobile  fait  des  oscillations 
entières  ,  composées  chacune  d'une  descente  et  d'une  ascension ,  Bans 
être  assujetti  à  parcourir  une  ligne  définie  par  une  équation  unique  ; 
l'examen  des  conditions  relatives  à  cette  dernière  circonstance  n'a  au- 
cune difficulté,  et  on  trouve  dans  le  mémoire  d'Euler,  cité  article 
978 ,  l'exemple  d'une  courbe  tantochrone ,  qui  est  algébrique  du  qaa  - 
trifeme  ordre.  Cette  courbe  n'a  pas  ses  deux  branches  JMC^  AND , 
égales  et  semblables  entr'elles,  et,  si  on  veut  réunir  cette  propriété  à 
celle  du  tautochronisme ,  alors  le  problême  devient  déterminé  et  ne 
peut  plus  être  résolu  que  par  la  cycloïde  ;  en  effet,  introduisant,  dans 

l'équation  ds-^-da^^dz  1/ de  l'art.  979,  la  condition  dont  je  viens 

de  parler,  on  a  ds  =  ^aj  d'où  ds=iidz  m/ _,  cts^l/"^,  équa- 
tion à  une  cycloïde  engendrée  pai-  un  cercle  décrit  d'un  rayon  =  j  a. 

984.  On  pourrail  conclure  dé  ce  résultat,  si  on  en  avait  déjà  eu  la 
démonstration ,  art.  97a ,  qu'une  cycloïde  à  base  horizontale ,  située  dans 
un  plan  vertical ,  au  -  dessous  de  sa  base ,  est  tautochrone  dans  chacune 
de  ses  moitiés  placées  de  part  et  d'autre  de  !a  verticale  passant  pSr  son 
point  inférieur  ;  mais  il  reste  encore  à  savoir  s'il  existe  des  courbes  dif- 
férentes de  la  cycloïde  et  tautochrones  de  la  même  manière  qu'elle , 
en  sorte  qu'un  corps  partant  d'un  point  quelconque  d'une  de  ces  courbes , 
Sans  vitesse  initiale,  employé  constamment  un  temps  détermihé  à  ar- 
river à  un  point  inférieur  fixe ,  oti  la  tangente  est  horizontale ,  sans  égard 
à  l'espace  que  le  mobile  peut  parcourir  sur  ta  continuation  de  la  courbe 
de  l'autre  côté  de  ce  point  inférieur. 

On  résoudra  la  question  proposée  en  déterminant  la  courbe  AND  f'ig.'j. 
dans  l'hypothèse  où  la  courbe  donnée  AMC  serait  une  demi -cycloïde 
à  base  horizontale  ayant  son  sommet  en  A  j  en  effet  le  système  des  deux 
courbes  AMCçl  AND  se  trouvant  ainsi  déterminé  de  manière  que  les 
oscillations  entières  CMAND  soient  tautochrones  ,  et,  par  l'état  de  la 
question,  les  oscillations  descendantes  CM  A  jouissant  séparément  de 
de  celte  propriété,  lés  oscillations  ascendantes  AND  en  jouiront  aussi 
nécessairement  ;  ainsi  le  mobile,  partant  de  A  avec  une  vitesse  due  à. 
ane  hauteur  quelconque  AB ,  remontera  toujours  à  cette  hauteur  en 
suivant  AND ,  iara-  un  temps  déterminé,  tei^ps  qui  est  égal  à  celui 
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de  sa  descente  suivant  DNA  s'il  eat  posé  «n  Z?  sans  vitesse  initiale ,  et  la 
solution  analytique  devra,  vu  la  généralité  de  l'analyse,  faire  connaître 
toutes  les  courbes  ANV  auxquelles  ce  que  je  viens  de  dire  est  applicable. 
Considérant  donc  la  courbe  AMC  comme  une  Jemi  -  cycloïde  engen  - 
drée  par  un  cercle  dont  le  diamètre  =  ^,  on  aurai  =  2Ï/"^j  et  celte 
valeur,  substituée  dans  l'équation  f+c  =  a  \^lâ  de  l'art.  979,  donne 

AND  est  donc  aussi  une  cycloïde  engendrée  par  un  cercle  dont  le  dia- 
mètre =:(K^ —  ^^)';  mais  comme  a  est,  art.  982,  une  quantité 
entièrement  arbitraire,  la  valeur  du  diamètre  ((/^ — \^~ÂY  pourra 
aussi  être  prise  à  volonté.  L'analyse  nous  indique,  par-là,  qu'une  cyclo- 
ïde quelconque  satisfait  à  la  condition  exigée ,  si  elle  a  son  sommet 
en  ^j  et  si  elle  est,  &  ce  point  A ,  tangente  à  l'horizontale  iJ^/^'j 
et  comme  la  solution ,  indéterminée  relativement  au  paramètre  de  la 
courbe  trouvée,  est  déterminée  relativement  à  la  nature  de  cette  courbe, 
il  faut  en  conclure  que  l'espèce  de  tautochronisme  dont  il  s'agit  ici,  est 
exclusivement  propre  à  la  cycloïde,  Huyghens  est  le  premier  qui  nous 
l'ait  fait  connaître,  et,  k  cet  égard  ,  il  n'y  a  rien  .'i  ajouter,  ainsi. que 
je  l'ai  dit,  art.  978,  à  sa  découverte. 

Du  tautocIiroDiBine  conildéré  dans  les  courbes  à  double  courbure. 

985.  Les  positions  des  différents  points  d'une  courbe  à  double  cour- 
bure étant  rapportées  h  trois  plans  coordonnés  dont  les  lignes  d'inter- 
sections sont  les  axes  des  x , y  et  z ,  si  un  point  matériel,  assujetti  à 
se  mouvoir  sur  cette  courbe  ,  est  sollicité  par  une  force  constamment 
parallèle  &  l'un  des  axes,  à  l'axe  des  a  par  exemple,  et  si  l'intensité  de 
cette  force  est,  ou  invariable  ou  dépendante  uniquement  de  la  distance 
du  mobile  au  plan  xy ,  les  phénomènes  du  mouvement ,  dans  le  sens 
de  la  courbe ,  seront ,  abstraction  faite  de  ce  qui  concerne  la  pression, 
toujours  les  mêmes,  quelques  changements  qu'on  fasse  subir  à  celle 
courbe  en  disposant  ses  points  de  manière  que  leurs  projections  sur  le 
plan  xj  forment  des  courbes  arbitraires  (qui  doivent  néanmoins  être 
assujetties  à  la  loi  de  connni/ité) ,. pourvu  que  l'on  conserve  à  chacun 
de  ces  points  sa  hauteur  au-dessus  du  plan  ay  et  à  chaque  élément  de 
courbe  dsj  sa  longueur,  conditions  qui  comportent  la  conservation  de 
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l'angle  formé  par  cet  élément  ds  et  par  l'axe  des  z}  en  effet,  Z  étant  la 
force  parallèle  aux  s,  dans  l'expressioo  de  laquelle  11  n'entre  d'autre  va- 
riable que  z,  la  force  accélératrice  =  -^—  Z,  la  vitesse  c  =  VlF^àTzdT, 

r  ds  ^ 

le  temps  t=     i   -  -^  -„  .      >  toutes-  quantités  rapportées  au 

mouvement  dans  le  sens  de  la  courbe ,  seront  entièrement  indépendantes 
de  la  projection  de  cette  courbe  sur  le  plan  xj^,  laquelle  projection  de- 
meurera arbitraire  ;  on  rendra  la  vérité  de  cette  proposition  encore  plus 
sensible ,  en  désignant  par  lA  l'angle  variable  que  forme  ,  avec  l'axe 
des  z  j  un  élément  quelconque  ds  de  la  courbe,  au  moyen  de  quoi  on 

aura  ds  =  • ~-r  ,  et  les  valeurs  précédentes  sechangeront  en  Z  cos.  ^,  . 

.  =  inF-+.fz,..  t=.J  ,„,.^.j/£,.+,yz^,  . expression» évi. 
demment  indépendantes  de  toutes  relations  entre  les  coordomiées  x  et 
^ ,  puisque,  par  hypothèse,  ces  relations  n'ont  aucune  influence  sur  les 
longueurs  des  éléments  de  courbe  ds ,  et  sur  les  angles  qu'il»  forment 
avec  l'axe  des  z. 

986.  La  conséquence  de  ce  théorème  est  que,  pour  le  cas  do  mou- 
vement, dans  le  vide,  dû  à  la  seule  pf  santeur ,  les  problèmes ,  concernant 
le  tautochronisme  dont  peuvent  jouir  les  courbes  k  double  courbure ,  ■ 
ne  doivent  être  distingués  en  rien  des  problèmes  de  même  espèce  qui 
sont  relatifs  aux  courbes  planes.  Si  une  courbe  à  double  courbure  est 
tautochrone,  soit  dans  le  sens  de  l'art.  978,  sort  dans  le  sens  de  l'art. 
978,  en  la  concevant  tracée  sur  une  surface  cylindrique  à  génératrices 
verticales,  on  pourra  donner  h.  cette  surface  toutes  les  formes  compa- 
tibles avec  la  continuité  de  sa  courbure  et  la  direction  verticale  de  ses 
génératrices ,  sans  que  la  loi  du  mouvement  sur  la  tautochrone  soit  al  - 
térée,  et  réciproquement ,  lorsqu'on  a  déterminé  une  tautochrone  plane, 
par  les  méthodes  données  depuis  l'art.  978,  si  on  infléchit,  d'une  ma- 
nière quelconque  ,  le  plan  qui  la  renferme ,  en  conservant  la  position 
verticale  à  toutes  les  lignes  qui  avaient  cette  position  avant  l'inflexion 
du  plan,  le  mouvement  aura  lieu,  sur  les  courbes  à  double  courbure 
ainsi  oblenues  ,  absolument  comme  il  avait  lieu  sur  la  courbe  plane  , 
c'est-à-dire  qu'au  bout  du  même  temps  le  mobile  occupera  le  même 
point ,  y  aura  la  même  l'îtebse ,  etc. 
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D'après  ce  résultat ,  une-courbe  à  double  courbure ,  qui  jouirait  dans 
le  vide ,  et  en  vertu  de  la  seule  pesanteur ,  de  la  propriété  du  tauto- 
chronisme  définie  art.  978 ,  ne  pourrait  être  qu'une  cycloïde ,  tracée  sur 
une  surface  cylindrique  à  génératrices  verticales,  et  susceptible  de  de- 
venir une  qycloïde  plane  ordinaire  en  développant  la  surface  cylindrique 
de  manière  que  toutes  ses  génératrices  se  trouvent  dans  un  même  plan. 

Dé'fiTMliOD  Ae  la  propriété  qui  rend  une  courbe  brachystockrone  (*).  Solution 
élénwDUire  éa  problème  de  la  bracliyitochrooe  d>D«  le  vide,  les  deux  pointa 
extrêmes  d«  la  courbe  parcourue  éunt  fixe*- 

987.  La  théorie  du  mouvement  d'un-  point  matériel^  qui  se  meut  sur 
.une  courbe  différente  de  cdle  que  les  forces  auxquelles  il  est  soumis 
tendent  à  lui  faire  décrire,  comporte,  ainsi  que  je  l'ai  déjà  dit,  deux 
cas  généraux;  dans  le  premier  de  ces  cas,  traité  depuis  l'art.  917  jusqu'à 
l'art.  975,  le  mobile  est  assujetti  à  parcourir  une  courbe  déterminée,' 
dans  le  second ,  son  mouvement  doit  être  assujetti  à  des  conditions  don- 
nées et  on  cherche  la  courbe  sur  laquelle  il  doit  se  mouvoir  pour  satis- 
faire k  ces  conditions.  . 

Les  questions  traitées  art.  979  et  suivants  appartiennent  à  l'un  et  à 
l'autre  de  ces  deuï  cas ,  celle  dont  je  vais  m'occupcr  appartient  exclusive- 
ment au  dernier  ;  je  vais  d'abord  en  donner  l'énoncé. 

«  Trouver  la  courbe  sur  laquelle  ud(  point  matériel  pesant  doit  se 
«mouvoir  pour  arriver,  en  vertu  de  sa  pesanteur,  dans  le  moindre 
«  temps  possible ,  d'un  point  de  l'espace  à  un  autre ,  les  positions  du 
u  point  de  départ  et  du  point  d'arrivée  pouvant  être,  ou  fixes,  ou  assu- 
me jetties  à  des  conditions  données  ». 

On  peut ,  outre  les  conditions  relatives  aux  positiotis  des  points  ex- 
trêmes de  la  courbe  cherchée ,  en  assigner  d'autres  applicables  à  la  Ion  - 
gueur  entière  de  cette  courbe,  supposer ,  par  exemple,  que  le  mobile 
pesant  est  assujetti  à  se  mouvoir  sur  une  surface  donnée,  qu'il  traverse 
un  milieu  résistant  suivant  une  certaine  toi  etc. 

Quelles  que  soient  cesdiverses  circonstances  accessoires,  la  courbe  par- 
courue dans  le  moindre  temps  possible  prend,  eu  égard  k  cette  projM'iété, 

(•}  Le  mot  BrachystochroTte  eal  dérivé  de  S^a^VÇTOÇ  superlatif  de 
^pX^ifç,  bref,  court,  et  de  ^pàvoç ,  tempi.  Le  mot  Tautachrone ,  employé 
dan» les  chapitre»  précédents,  vient  de  Ta'^rà,  le  même,  et  de  ^pôvof,  irmps. 
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le  nom  de  courbe  bracJvystochrone  ou  courbe  àeplus  vt/e  descente. 

988.  Je  vais  donnçr  une  première  solution  élémentaire  du  problème 
de  la  brachystochrone ,  en  supposant  que  le  mouvement  a  lieu  dans  le 
vide  entre  deux  points  fixes  ;  et  il  faut  d'abord  examiner  si  la  courbe 
de  plus  vite  descente  de  l'un  à  l'autre  de  ces  points ,  est  à  double  ou 
simple  courbure.  Supposant  cette  courbe  construite,  je  mène  par  tous 
ses  points  de»  lignes  horizontales  perpendiculaires  au  plan  vertical  qui 
renferme  ses  deux  points  extrêmes,  c'est-à-dire  le  point  de  départ  et 
le  point  d'amvée,  et  j'ai,  ainsi,  une  surface  cylindrique  sur  laquelle  ta 
courbe  dont  il  s'agit  se  trouve  tracée.  Imaginant  deux  quelconques  de 
ces  génératrices  horizontales  que  je  désigne  par  G  et  G'j  placées  à  une 
distance  infiniment  petite  l'une  de  l'autre,  l'intervale  qui  les  sépare  doit, 
en  vertu  de  la  propriété  qui  rend  la  trajectoire  brachystochrone,  être 
franchie  par  le  mobile,  dans  le  moindre  temps  possible,  car,  ce  mobile 
arrivant  k  là  génératrice  G  avec  une  vitesse  donnée,  uniquement,  par 
l'abaissement  vertical  de  celte  ligne  au-dessous  du  point  de  départ, 
vitesse  avec  laquelle  il  parcourra  la  distance  de  G  &  G'j  on  ne  pourrait 
supposerune  augmentation  au  minimum  de  temps  dont  je  viens  de  parler 
qu'autant  qu'il  en  résulterait  des  augmentations  de  la  vitesse  du  mobile , 
à  sa  rencontre  avec  les  génératrices  suivantes,  propres  à  établir  des  com- 
pensations-; mais  la  vitesse,  en  G'j  est,  art.  944*  tout-à-fait  indépen- 
dante tant  de  la  ligne  parcoMrue  depuis  le  point  de  départ  jusqu'à  G' 
que  du  temps  em|^oyé  à  faire  ce  tra>et,  et,  en  gûiéral ,  l'élément  de 
temps  de  pendant  lequelJe  mobile  va  de  G  à  G'  n'a  aucune  influence 
sur  la  durée  du  passage  de  G'  k  G" ,  de  G"  à  G"'  etc.  {G" ,  G"'j  etc. 
étant  des  génératrices  placées  à  la  suite  de  G'),  donc  on  ne  peut  rien 
perdre  sur  ce  temps  dt  qui  ne  soit  perdu  sur  le  temps  total,  et  à  de 
n'est  pas  vn  minimum  la  courbe  n'est  pas  brachystochrone. 

Le  mobile,  en  allant  d'une  génératrice  quelconque-  à  la  génératrice 
infîjiiment  voisine,  doit  donc  suivre  la  perpendiculaire  commune  k  ces 
deux  lignes,  d'où  il  suit  que  la  brachystochrone  est  une  courbe  normale  Fi»,  8. 
à  toutes  les  génératrices  et  dont  tous  les  points  se  trouvent ,  par  consé  - 
qumt,  sur  le  plan  vertical  avec  lequel  ers  génératrices  font  toutes  un 
angle  droit  ;  ce  plan  est,  par  l'état  de  la  question,  celui  qui  renferme 
le  point  de  départ  et  le  point  d'arrivée. 

989.  La  brachystochrone  est  donc  une  courbe  plane,  dcu»  le  cas  dont 
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il  s'agit  ici ,  et  on  parviendra  très-facilement  à  la  détermination  de  cette 
courbe  par  la  solution  du  problème  suivant  ;  «  un  point  matériel  pesant 
«  partant  d'un  pointa  d'une  horizontale  ^S  et  arrivant,  par  une  courbe 
«  quelconque ,  en  vertu  de  sa  pesanteur ,  sur  l'un  des  côtés  çr  d'un  angle 
«  infiniment  petit  çrtj  tracé  dans  un  plan  vertical,  déterminer  le  point 
"  (f  et  la  direction  du  mouvement,  tant  à  l'arrivée  du  mobile  k  ce 
«  point  ç  que  dans  l'angle  çn^  de  manière  que  le  temps  employé  par 
«  ce  mobile  à  traverser  l'angle  ^rt  soit  un  minimum  ». 

D'abord  en  considérant  y  comme  le  point  cherché,  et  çt  comme  la 
ligne  qui ,  dans  l'angle  yrt ,  satisfait  aux  conditions  du  problême ,  il  est 
évident,quelquesoitIa  vitesse  et  la  direction  du  mouvement  eny^que 
^t  doit  être  perpendiculaire  aux  côlés  qr  et  tr,  c'est-à-dire  doit  être 
im  arc  élémentaire  tracé  du  centrer/  si,  de-plus,  on  fait  attention  que 
la  vitesse  du  mobile ,  en  ^  ^  uniquement  due  à  la  différence  de  niveau 
entre  A  cttf ,  serait,  art.  942 ,  nécessairement  diminuée  si  la  direction 
lie  cette  vitesse  faisait  un  angle  fini  avec  l'arc  tftf  ce  qui  occasion- 
nerait ,  en  pure  perte ,  une  augmentation  dans  le  temps  employé  à 
parcourir  cet  arc,  on  verra  que  la  direction  du  mouvement,  en  y,  doit 
être  perpendiculaire  à  ry  et  se  trouver,  dans  uq  même  plan ,  avec  <fr  et  tr. 

Ces  préliminaires  posés,  il  ne  s'agit  plus  que  de  chercher  la  position 
du  point  y  _,  ou  la  v^eur  de /;y.;  jefaisanj/e  Apq^^^,  angle  qrt  =  cay 
gp  =p  et  pr  =  a,  je  continue  à  représenter  par  g  la  force  accéléra  - 
trice  due  à  la  pesanteur,  et  traçant  la  verticale  tfm,  j'ai  fm  =  qp  x 
sin.  Apq  =  ç  sin.  4>-  ^^  vitesse  en  y  a  pour  valeur ,  |/"(af  x^m)  = 
V^Igfs'm.tpj  et,  l'espace  ^/j  à  parcourir,  étant  égal  k  (a-^-fî)  «,  l'ex- 
pression du  temps,  désigné  par  r_,  employé  à  traverser  l'angle  yrt  est 

,  — j'  c'est  la  fonction  qui  doit  être  un  minimum  et  dont  la  seule 

Kws,n.#  ^^  „  ,    ,  „+^. 

variable  est />,  on  a  donc  — ; — =  «^ ■■  ■  -I  r^^  —  7*  ■.  _/~-s-  l^o, 

d'où  on  déduit  p  ^  aj  ainsi  la  ligne  yrdoit  être  divisée  en  deux  parties 
.égales  par  le  point/»  de  son  intersection  avec  l'horizontale  AB  ;  et,  comme 

en  faisant  ç=.a  dans  la  valeur  de  — ^ —  on  a  une  quantité  positive,  on 

est  assuré  que  cette  valeur  (3  =  a  egt  celle  qui  rend  fonction  — ^ *-^ 


p^agftsin.'p 
un  mmimum. 

Soient 
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Soient  maintenant  ^  ^t  des  deux  points  entre  lesquels  on  cherche 
la'Coui'be  par  laquelle  le  mobile  pesant  arriverai:,  dans  le  moindre 
temps  possible,  de  ^  en  Cj  je  fais  passer  par  ces  deui  points  une  cy- 
doïde  ayant  son  origine  en  ^  et  sa  base  sur  l'horizontale  j4Bj  chacun 
des  rayons  de  courbure  Crdt  cette  courbe  étant,  comme  on  sait,  divisé 
en  deux  parties  égales  par  la  base  ^B^  le  mobile  abandonné  &  la  pei 
santeur  sur  l'arc  fini  ^//tC  satisfait ,  en  parcourant  un  arc  élémentaire 
quelconque  gt,  ou  en  traversant  l'angle  ^rtj  k  toutes  les  conditions 
ci-dessus  énoncées;  ainsi  un  second  mobile  qui,  pour  aller  de  j4  en 
Cf  suivrait  toute  autre  courbe  AiflfC,  employerait  nécessairement 
plus  de  temps  que  le  premier,  soit  à  traverser  cet  angle  qrt  en  suivant 
l'arc  élémentaire  q'^ ^  soit  à  traverser  tout  autre  angle  infiniment  petit 
formé  par  deux  rayons  de  courbure  de  ta  cycloïde  AqtCj  le  temps 
total  employé  à  aller  de  A  en  C,  en  suivant  cette  cycloïde,  sera  donc 
plus  court  que  le  temps  total  employé  à  parcourir  toute  autre  courbe 
entre  les  mêmes  points. 

990.  La  cycloïde  se  trouve  ainsi,  dans  le  vide,  courbe  tautochrone 
et  courbe  brachy8tochrone,et  c'est  principalement  à  celle  réunion  de 
propriétés  curieuses  qu'elle  doit  la  célébrité  dont  elle  jouit.  Toutes  les 
cycloïdes  sont  des  courbes  semblables  puisque  leur  équation  générale  n'a 
qu'une  seule  constante ,  le  diamètre  du  cercle  générateur  ;  d'après  cela  la 
position  de  l'origine  A,  celle  d'un  autre  point  C  et  celle  de  la  base  AR 
suffisent  pour  la  construction  de  la  courbe  entière.  On  a  l'équation  sui- 
vante entre  les  coordonnées  horizontales  x  et  les  coordonnées  verticales 
Sj  l'origine  étant  en  A 


x^^a  arc.  ^sm.  =   —r^\/az~~z'  V  —  j/as  —  s*  \ 

le  diamètre  du  cercle  générateur  ^  a,  c'est  l'inconnue  qu'il  s'agît  de 
déterminer  et  en  élevant,  par  le  point  C  la  verticale  CB,  et ,  substituant, 
dans  l'équation  précédente,  pour  xett,  les  valeurs  de  AB  et  BC,  a 
restera  seul,  dans  cette  équation,  avec  des  quantités  connues,  mais  il 
se  trouvera  compris  dans  une  fonction  transcendante. 

On  pourra  construire  graphiquem«it  la  courbe  qui  résout  le  probl^  ^iS*  9< 
me,  avec  beaucoup  de  facilité,  si  on  a  une  cycloïde  tracée  et  rapportée  & 
un  cercle  générateur  quelconque  ;  soit  Aghh  celte  cycloïde,  dont  la  base 
I  3a 
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Ab  est  mise  dansune  position  horizbntale,  A  tt  C  les  deux  points  par 
lesquels  doit  passer Ja  courbe  brachystochrone  ;  menant  la  corde  AgCXc 
diamètre  du  cercle  générateur  de  la  brachystochrone  sera  une  4.*  pro- 
portionaelle  à  Ag,  ^C  et  au  diamètre  du  cercle  générateur  de  Ag^M. 

Principe!  de  la  méthode  des  variations  pour  lervir  d'introduction  &  la  lolution 
généride  de  problème  de  U  brachyitochrone. 

991..  Le-probléme  de  la  courbe  de  plus  vite  detcente,  dans  le  vide  et 
entre  deux  points  Oxes,  est  complètement  résolu,  dans  le  chapitre  pré- 
cédent ,  par  des  considérations  immédiates  et  élémentaires  ;  je  vais  en- 
visager ce  problème  sous  un  point  de  vue  plus  général,  et,  en  cela,  j'ai, 
po0r  objet  principal,  de  donner  aux  élèves  un  exemple  également  utile  et 
curieux  de  l'application  qu'oti  peut  faire ,  aux  questions  de  mécanique  , 
de  la  mélhode  des  variations  dont  je  démontrerai  d'abord  les  formules 
fondamentales,  aOade  rendre  plus  complète  l'instruction  qu'ils> tireront 
de  cet  exemple. 

Soit  Xf_y,t  trois  variables  qu'on  peut  supposer  être  les  coordonnées 
d'une  courbe  à  double  courbure ,  et  V  une  fonction  quelconque  tant  de 
CCS  variables  que  de  leurs  difiërentielles  du  i.",  fl.%  etc.  ordre,  renfer- 
mant, déplus,  les  coordonnées  Xa,y<n*t,a},,y,j  s^,  qui  se  rappor- 
tent, respectivement,  à  deux  }x>)nts  particuliers  delà  courbe,  et  leurs 
différentielles  du  i,",  a.«,  etc.  ordre. 

Si  on  fait  varier,  dans  la  fonction  V,  les  quantités  Xyjf  *j  ^^tt^oj  So^ 
^i>y,>^if  *'  les  diflïrentieiles  qui  en  dépendent,  en  attribuant,  à  cha- 
cune de  ces  variables ,  un  incrément  infiniment  petit  par  rapport  à  elle, 
mais  arbitraire  et  désigné  par  lacaractérïsticfue  d,  dont  j'ai  déjà  expliqué, 
dans  plusieurs  articles  du  cours,  l'emploi  et  la  signification ,  et  qu'on 
retranche  la  fonction  primitive  27  de  la  fonction  variée  V ,  on  aura 
i/'  —  U=.àV.  Cette  variationi/ 2/ se  composera  de  deux  parties,  l'une 
comprenant  les  termes  donnés  par  x^y,  js  et  leurs  différentielles ,  l'autre 
comprenant  ceux  qui  dérivent  de  -T-^iyt^to,  .r^^jy,,  a,,  et  leurs  diffîren- 
lielles.  La  première  partie  aura  la  même  forme  que  dV  (en  considérant 
^ojjKo>*o>  x,jy,,  s,  etleufs- dérivées  comme  des  coratantes),  tout  le 
changement,  à  son  égard,  consistant  dans  la  substitution  du  signe  <fau 
«igné  df  la  seconde  partie  se  rapporte  à  des  limites  d'intégrales  dont 
-il  va  bientôt  être  question. 
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La  valeur  de  àV  peut  donc  se  mettre  aous  la  torme  générale 

pà:e  ■i(-p''àdx  +p"àddx+etc. 
+  çàj  -f-^'à'dj'  +ç"à'de(y  +eic. 
+  rài  +r'àds  +r"âddt  +  etc. 
+  F\^x.<i  +  P'^dx^  +  P"aâddxo  +  etc. 

+  Boàia+Bo'àdso+Bo"àdds«  +etc. 
-{■P,àx,  +  P/  àdv, + P/'  àddx,  +  etc. 

+  R,àz,-i-B/àdz,  +B,"àddi, +etc. 

Les  coefficients  pt  p'j  etc.  y,  y'^  etc.^  /-j  /  etc.  étant  les  mêmes  qu'on 
trouverait  en'  calculant  dU,  et  considérant  i©,^i>>  Zoj  ^uj^n  «/  et 
les  quantités  qui  en  dérivent  comme,  des  constantes. 

99a.  S. faut,  maintenant ,  trouver  l'expression  de yïf  17  prise  depuis  la 
Iimiteo{ionax=atojj'=:j>'aj  s  =  so  jusqu'à  la  limite  oii on  air^ir,^ 
j^=jr,f  s^Sf,  et]'ohserveà'shoTdqucàxQ,àdXofetc.àXf,àdXf,çtc> 
et  les  quantités  analogues ,  en  ^  et  2  ^  appartenant  k  des  points  parti  - 
cu(îers,  sont  constantes  par  rapport  au  signe  f.  De  plus  les  expressions 
àdx  et  d^Xfàddx  et  ddâx ,  etc.  sont  identiques,  car  x ^  x' ,  a/'  étant 
trois  valeurs  consécutives  liées  par  les  relations  a/'  —  a^  =  dx' , 
m' —  x=i  dxj  on  a  à{i^ —  x)  =  âdai;  mais  â{x^ —  x)=dx' —  àx  =  dàx, 
donc  àdx  et  dàx  représentent,  sous  deux  formes,  la  valeur  derf(a:' — x). 
De  même  d{ds^  — dx")  ^=-âddx ,  et,  comme  on  a  dx'  ^x" —  x' , 
dx  =  x' —  X,  on  trouve,  sous  une  autre  forme  ,  à  {dx'  —  dx)  = 
{dj/'-'&3/)—{â3f  —  âx)  =  dàa/  —  ddx  =  d*dx,  etc. 
On  a,  d'après  ces  observations, 

fpâx-\-/p'dàx   + /p" d*  dx  +  etc. 

+  /çàj^+f/dàj'  +/f"d»àj^  +etc. 

+  /ràs  +  /r'dàz    +  fr"  d^àz  +  etc. 

+  rf.ro/Po  +  dàTafP'o  +  */■  éx^P"^  +  etc. 

fâu=\  +àr^o+ddtr,^^+d*àr>J^'^+  etc. 

+rfso//î»  +d<h^R'o+d'ih</R"0  +  etc. 
+âtJ'P,  +  difxJ'P',  +i^àxJP",  +  etc. 
+àr,/Ç,+  dàj;/Q',+d'àyJ1?",+ttc. 
+  àzJ'R,-{-dâzJR',-¥d*âsJ'R",+ex.c,. 
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993.  Pour  i^uire  les  termes  qui  contiënent  dàxj  â>dx,  etc.  à^  ^ 
^dy,  etc.  iJÏbj^<{sjetG.,souslesigney^&  n'avoir  plus, sous  cesigne, 
que  les  variations  dx^  dy,  ai ,  on  employera  les  intégrations  par  parties 
qui  donnent 

fp*  ââx  =:  jt'  âx  — /dp'  âx  j 

//'  d'  âx  ^j/'dàx  —  dp"  âx  +fd'p"  âx  j 
fp"'Sâx  =  p"'d>âx  —  dp"' dix  +  d-p"'âx—fd>p"'âx. 
Les  termes  qui  se  rapportent  à  j'  et  s  fournissant  dés  expressions  de 
même  forme  ,  on  aura 

J\p—  dpf  -yd'p"   —d^p"'  +ttc.\âx 
+/I5.  — i/  +  rf»/'  — ^y"'+etc.t<{r 
+/i  >•—  ''''  +  *  r"  —dfr"'  +etc.  |<fc 
+  (/  —dp"  +  d'pf"  —rtc.)âx  + 
+  (p" — dp'"  +  d'p"" — etc.)dâx 
+  Ip'"  —  dp""  +  eic.)dd.  âx 

etc. 
+  (/  —  dii"  +  df<^"  —«z.)âf 
+  (/'  —dif"  +  <i»  j""  —  etc.)rf<J|r 
+  (/"  —  d^'"  +  ac)dd.âx 


fâU^ 


+  (r'  —dr"  +*»■'"  — etc.)  <k 
+  (r"  —  dr"'  +d'r""  —  tK.)dâi 
+  (  r'"  —  dr""  +ttc.)dd.âl 


+  âx„JPo  +  dâxafPJ  +  etc. 
+  «îroy'Po  + '*?ro/Ço' +  etc. 
^■âi^fK^-k-dâz^fRJ  +etc 
+  âxJP,  +  dâiifP;  +  etc. 

+  <ir//P,  +  d*r,fQ,'  +  etc. 

+  <>»,/«,  + ^s,^  «/+ etc. 
994.  J'ai  supposé  t  dans  l'analyse  précédente^que  l'origine  commune 
des  coordonnées  x,  y  y  s,  îCo  j  J'o,  So  ^  x,  ,y, ,  z,j  était  fixe,  mais 
si  on  a  ^^0=  Ofj'e^  o,  So  =  o,  cette  origine  st-  trouvera  sur  la  courbe 
Jnéme  ,  et  sera  déplacée  lorsque  toutes  les  variables  x  .  y ,  z  devien  - 
4ront  x-^âx,  y-^ây^  z+âzj  soient  âûj  âùj  âc  ses  distances  infini- 
ment petites*  respectives,  aux  axes  des  x^y  ets^  après  son  déplace- 
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meot,  les  variattoos  âa,  db ,  de  affecteroDt  tous  les  points  déterminas 
par  Xj^jL)  3:,, y,,  a,,  et  seront,  par  rapport  à  la  nouvelle  origine, 
soustractives  des  variations  êx ,  ày^ds,  àcCf  j  ày,  ,  àz,j  qui  se  rap- 
portent  à  l'origine  primitive. 

Cependant  ce  rhangement  d'origine  n'aura  aucune  influence  sur  les 
variations  des  différentiel  les  dx,  ddx,  etc.  dy^  ddjr,  etc.  dz^  dds  elc, , 
-  car  j;  et  a/  étant  deux  abscisses  liées  par  la  relation  x' — x^  dx  j  la 
variation  de  dx  sera  à\  {x' • — âa) — (x — àa)  \  ^=à{x'  —  x)=àdxy 
etc.,  d'où  l'on  voit  que  âiùc^  dddx ,  etc.,  sont  des  quantités  indépen- 
dantes de  da  ,  et  ainsi  des  autres  variations  de  même  espèce. 

Il  suffira  donc,  pour  rendre  la  valeur  de yVf/ de  l'art,  précédent  appli- 
cable  au  cas  dont  il  s'agit  ici,  de  substituer  à  pdx,  qây,  rds,  P,dx^ ,  Ç,ày, , 
Hfds,  f  les  produits  respectifs  p  (dx  —  da)  ,  ç  {dy  —  d6) ,  r  (ds  —  de)  , 
P,(àXf — da),Ç,(dyf — db),R,{dz,'—dc),ei  de  supprimer  tous  les  ter- 
mes dans  lesquels  se  trouvent  ./'o.j'o,*»»  et  ceux  qui  en  dérivent,  ce  qui 
revientàsubstituersimplement,  dans  l'équation  de  l'art,  précédent,  à  la 
collection  des  termes  dont  je  viens  de  parler  qui  se  rapportent  à  l'origine 
de  l'intégrale,  les  quantités— rfû/(/»-|-i',),  — rfA/(y -H  p,),  —  (J//i;r-f7î,), 
sans  rien  changer  d'ailleurs  aux  autres  termes  de  cette  équation. 

995.  Les  équations  des  articles  précédents  se  simplifieront  si  on  con- 
sidère une  des  difTérentielles  dx  ,  djr ,  dz^  comme  constanfe  ;  soit  dx 
cette  différentielle,  on  pourra,  sans  nuire  à  la  généralité  des  résultats 
prendre  aussi  dx  pour  variation  constante  ,  bien  entendu  que  fout  ce 
que  je  dis  ici  de  x  s'applique  également  à  a-o  et  à  x,.  On  aura  ainsi 
;»'=Oj/»"=o,  etc.  P'o=o,P"o  =  o^etc. /",=o,  P",=o,  etc. 

Or,  dans  l'hypothèse  de  dx  constant,  ïa  fonction  V  est  de  la  forme 

fp  dx  =  dxfp  —  àxfdx  (  -^^  =  ^dx. 

Ainsi,  pour  introduire  dans  l'équation  de  l'art.  993  la  condition  de 
dx  ^=.  constante ,  il  faut,  à  la  collection  de  tous  les  termes  multiplié» 
par  (J.r,  ddxjd^dx ^  çlcdâvo,  d'dxoyetc.  é/dx^ yd'd.r,,  etc.  s>:hstnoer 
le  terme  unique  Wdx,  les  termes  muWipliés  par  dx^,  dx,  ou  par  da,  dt  , 
dans  l'équation  de  Karlicle  cité,  ou  dans  cette  même  équation  modifiée 
d'après  ce  qui  est  dit  à  l'article  précédent,  étant  conservé». 
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996.  La  valeur  àe/àU  donnée  par  l'équation  de  l'art.  998  est  iden  - 
tique  avec  celle  de  r^O j  ()'avais  d^à  employé,  art.  844,  la  tramposi- 
tion  des  signes  tjety^)  en  effet  ^yz/ peut  être  considéré  comme  le  terme 
sommatoire  d'une  série  dont  U  est  le  terme  général ,  lés  dilTérences  de 
chaque  terme  particulier  à  celui  qui  le  précède  et  à  celui  qui  le  suit , 
^>tant  infiniment  petites,  par  rapport  à  ces  termes  qui  sont  en  nombre  in- 
fini et  de  même  ordre  entr'eux;  cette  série  peut  être  représentée  par 

(1) /[/=^  i7'+P"+£r"+ete. 

et  on  a  la  série  correspondante  dés  variations 

(2) â/i7=àzr+àu"+à[r"+etc. 

or  rft/  étant  le  terme  général  de  la  série  (2)  comme  V  est  le  terme 
général  de  (i) ,  le  terme  sommatoire  de  (2)  sera  ,  par  conséquent, 

fàU^  âV'+àa"+àU"'+etc. 
ou  a  donc 

(3) /(fV=à/U. 

997.  Désignant  dans  l'équation  de  l'art.  998  par  o  les  termes  de  ta 
valeur  de /ifU  qui  renferment  àxj  ày  et  as  sous  le  signe y^  par  $ 
la  collection  de  tous  lès  termes  qui  renferment  des  intégrales  où 
àxj  àjr  et  dz,  ne  sont  pas  sous  le  signey  (ces  dernières  intégrales  sont 
celles  qui  ont  pour  facteurs  àx»  j  <f^a  y  àzo  j  dx, ,  dy,  jàz,,  et  les  dif- 
férentielles de  ces  variations,  les  termes  qui  se  rapportent  à  s^^ija,  to,. 
pouvant  être  ,  art.  994  remplacés  par  trois  intégrales  multipliées,  res- 
pectivement ,  par  àa,  âb  j  de)  et  par  yp  la  collection'  de  tous  les  termes 
qui ,  ne  renfermant  point  d'inté^ales,  sont  multipliés  par  âx,  àj,  ai  et 
par  les  différentielles  de  ces  variations,  la  valeur  générale  AtJdV  sera 

(i) /àU=a+^+^-+ constante. 

cette  intégrale  doit  être  prise  depuis  le  point  oiix=:Xojjf=^jroy  s  =  2» 
(valeurs  qui  renferment,  comme  tas  particulier  celui  de  ^-0  =  0,^0  =  0, 
5o  =  o)  jusqu'au  point  où  x^  j7^,^  =sy,  ^n^z,;  elle  doit  donc  être 
disposée  de  manière  à  s'évanouir  lorsqu'on  fait, dans  sa  valeur  indéfinie, 
'x=^Xt,,j=^jo,t^io}  si,  de  plus,  on  fait  attention  que  chacune  des 
intégrales  qui  entrent  dans  l'ëqualion  de  l'art.  998  doit  devenir  nulle  , 
séparément,  lorsque yyf7=  0,  et  si  on  désigne  par  ^o  ce  que  devrent 
•4'  lorsqu'on  y  substitue  Xo  à  Xjja'^jyt  «o  à  i^  àxi,  ou  âa  k  àxj  etc. 
etc.  on  aura 


Digitizeaby  Google 


Section    deuxième.  s55 

(a)  . cotistante  =  —  ^o  ; 

et  ]a  valeur  générale  indéterminée  û<ifàV  deviendra 
(3)  .  .  .  .  .».  . /tfU=tr+ S +■*!'  — ^o- 

Je  vais  d'abord  oi'occupe-r  de  la  pairtie  ^  +.^  —  ^t«  du  a.<=  membre  de 
celte  éqMatioo..Toute3  les  intégrales  cempcise*  4an6  ^étanl  d'abord  effec- 
tuéesséparémentet  chaque  constante  particulière  déterminée  de  manière 
que  l'intégrale  qui  répond  à  cette  constante  s'évanouisse  lorqu'on  y  fera 
x=  œo,  j^  =^0,  «  =  5o,  etc. ,  il  est  manifeste  que  la  partie  àtfàU 
exprimée  par  f  Tt-vt — ^-o  s'évanouira  lorsqu'on  y  intcoduirales  valeurs 
relatives  à  l'origine  de  l'intégrale,  c'est-à-dire  lowqu'on  y  fera  ip=.^o, 
et  qu'on  substituera  dans  ^,  ;ro  au  lieu  de  3:,jyo  au  lieuj',2o  au  lieu  des, 
etc.,  ma.\s./àU  devant  être. prise  depuis  le  point  oii  x  :=  Xo,jr=jro  , 
3:=Zo>  jusqu'à  celui  oii  X:;=  ce,  ,y^y^,  »  =  s^,  pour  introduire  cette 
condition  dans  la  partie  àtfàU  représentée  par  ^+  l|t  —  î|to,il  faut , 
dans  les  termes  variables  f  et  ^,(  disposés  de  manière  à  s'évanouir 
quand  on  y  fait  x=^3c^„, etc.)  substituer,  à  toutes  les  variables,  les  valeurs 
qui  conviennent  k  ta  seconde  limite  de  l'intégrale,  c'est  -  à  -  dire  faire 
X'^x,,  etc. 

^  cf4<  acquerront ,  par  ces  substitutions ,  des  valeurs  f ,  et  ^,  et  l'ez  - 
pression  définie  de  la  partie,  que  je  considère,  de  l'intégrale' y <> 27, 
prise  dans  les  limites  ci  -  dessus  assignées  sera 
f,+  ^,  — ^Co. 
Ces  quantités  ne  renferment  plus  que  des  termes  de  la  forme 
hdx^S  h'ddx^j  lé'.d^àxos  etc. 
màj-^i.m' dâyaj  m"d^dyaS  etc. 
nàz^j  n'dà&oj  n"  d*  âzo  j  etc. 
Kàx,j  K'dàx,  j  K"i^Xfj  etc. 
Mdy,s  M'dàj,j  M"  d^y,  j  etc. 
?làij  JS'dàij  N"d^_dz,  s  etc. 
les  termes  x]ui  se  rapportent  à To,yo,zo  devant  être,  art.  994,  rempla- 
cés par  trois  termes  de  la  forme  G'da  ,  G"àb  ^  G"'âc  j  lorsqu'on  a 
Xo  ^  o ,  ^o  =;  o ,  Zo  =  o  et  tous  les  coefficients  des  quantités  affectées 
du  signe  â  étant  des  quantités  constantes. 

998.  Je  passe  à  l'intégrale  a  qui  renferme  âx,  dj,  et<f2sous  le  signe 
/ }  on  peut  supposer  que  la  valeur  définie  complète  de  celte  intégrale 
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prise  entre  la  limite  où  on  a  .T^.Tt,,^=^o.s  =  «o  et  celle  où  ona 

x=  ir,,^=j',  ,  «  =  ^,  est  delà  forme 

l  +  y^o  +y'àz'+v"ài"+  .  .  .  -i-y^,; 
les  termes  généraux  des  séries  qui  composent  le  a."  membre  étant  repré- 
sentés par  ^(J.r.^i^^j'rfs.H  esta  remarquerque^ot^o  ^t'o»  ■^/.(«/i  ^/t 
sont  des  coefficients  d'un  ordre  inférieur  à  celui  des  coefficients  le,  m,  n, 
K,  Mj  N,  de  l'art,  précédent  et  qu'ainsi  ^^  lAc^  tf^aàya  j  vôia^,âx,  , 
fi,àYf  f  V/às, ,  ne  doivent  point  être  compris  parmis  les  termes  dont 
cet  article  offre  le  tableau. 

999.  Il  reste,  maintenant,  à  indiquer  l'objet  et  l'usage  de  l'analyse 
et  des  formules  précédentes  ;  les. problèmes  qu'on  a  à  résoudre,  par  la 
méthode  des  variations,  se  réduisent,  ordinairement,  à  trouver  les  rela- 
tions entre  x  ,  y  ç\.  z  qui  rendent/"//  un  maximum  ou  un  minimum , 
dans  les  limites  ci -dessus  assignées  ;  ces  relations  doivent  donc  être  telles 
qu'on  ait  èfTJ  =  Q,  équation  identique,  art.  996  ,  avec/àU^  o  *  ou 
qu'on  ait,  art,  997. 

(1) ff+6+\^/  — ^o=Oi 

or  la  partie  a  de  cette  intégrale  renferme  ,  comme  on  a  vu  h  l'article 
précédent ,  les  variations  de  a^j  a^',  eic.y ,  j" ,  etc.  s',  *"  etc. ,  dans 
l'étendue  entière  de  l'intégrale  ,  variations  qui  sont  et  indépendantes 
entr'elles,  et  indépendantes  des  variations  de  Xo  yj^  f  ^oi  ^ttj'it  */> 
qui  se  rapportent  aux  limites  ;  on  doit  donc  avoir  séparément  «7^0  , 
priais,  lorsque  q  est  nul ,  l'indépendance  qui  existe  entre  tous  les  termes 
deffdonne  les  équations  partielles  ^Va/^o,  *î"(fcr"i=o,  etc.^«'(^  =  o, 
it"ây"  =  0,  etc.  y'  dz'  =  o,  y"  dz"  =  o,  etc. ,  et  ces  dernières  peuvent  être 
remplacées  par  les  équations  générales  Ààx=  o  ;  (Âây  =  0  ;  vàz  =  o,  ou 

(a) \X  =  oj    li  =  ^i     v  =  o\  \ 

et  en  faisait  attention  que  X,fi.ttv  senties  termes  multipliés,  respec- 
tivement, par  àx  ,  àjf  ai  _,  sous  le  signe  /  dans  l'équation  de  l'art.  998 
-  dp' + ddp"  —  etc.  ==  p  j 

(3) ,  .  ^?  — ^/  +  *i^"  — etc.  =  oî 

r  —  dr'  +  ddr"  —  etc.  =  o  . 

Je 
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l'une   de  ces  équations  dmt  pouvoir  être  conclue  des  deux  autres. 

Je  trouverai ,  dans  la  suite  du  cours^  flw  d'une  occasion  de  faire 
sentir  aux  élèves  l'utilité  de  la  théorie  dont  )e  viens  de  leur  exposer 
sommairement  les  principes  généraux,  en  y  ajoutant,  même,  encore 
quelque^  développements.. 

1000.  a  étant  nul  séparément,  on  a 

toutes  les  quantités  qui  entrent  dans  cette  équation  se  rapportent  aux 
limites  de  l'intégrale /tff/j  oii  ces  quantités  sont,  en  général ,  liées  par 
des  relations;  les  variations  rf^o ,  ^o,  rf«o,  etc.  rf.r,  ,£fy, ,  àv, ,  etc.  ne. 
peuvent  donc  pas  être  regardées  comme  indépendantes  entr'elles  et  on 
devra,  danschaque  cas  particulier,  combiner,  avec  l'équation  précédente, 
celles  qui  expriment  les  relations  dont  je  viens  de  parler  et  qui  doivent 
former  une  partie  des  données  du  problème.  Dans  l'exemple  que  je  pré- 
senterai bientôt  on  a  une  équation  particulière  pour  chaque  limite. 

looi.  .L'égalité  k  zéro  de  l'expression  àfV  donne  les  relations  entre 
Wyj-  et  s,  d'après  lesquellesyif  est,  entre  des  limites  déterminées,  ou 
un  maximum  ou  un  minimum;  on  a,  pour  distinguer  le  premier  cas  du 
second  ,  des  règles  analogues  à  celles  que  fournit  la  méthode  ordinaire 
des  maxima  et  minima  ;  l'analyse  suivante ,  du  problème  de  la  plus 
vite  descente ,  offrira  un  exemple  de  l'application  de  ces  règles. 

Application  dei  principea  expoaés  dam  le  chapitre  précédent  à  maé  tolntion 
du  problëme  de  U  brachystocfirone  ,  plua  géoérftle  i{ue  celle  det  articles 
989  et  990. 

looa.  J'ai  r^lu,  art.  989  et  990,  le  problème  de  la  courbe  de  plus 
vite  descente,  par  des  considérations  immédiates  et  élémentaires,en  sup- 
posant que  les  points  de  départ  et  d'arrivée  étaient  fixes  dans  l'espace  ;  je 
vais  maintenant  donner  le  même  problème  comme  exemple  de  l'appli- 
cation de  la  méthode  des  variations,  et,  afin  que  les  élèves  retirent  de  cet 
exemple  toute  l'utilité  possible,  je  substituerai,  aux  points  fixes  de  départ 
et  d'arrivée,  deux  courbes  données  et  fixes,  et  il  s'agira  de  trouver  une 
troisième  courbe  sur  laquelle  le  mobile  pesant  parvienne,  dans  un  mi- 
nimum de  temps,  de  lapremière  à  la  seconde  courbe  donnée  en  ajoutant 
encore  aux  nouvelles  conditions  celle  d'une  vitesse  initiale  imprimée  su 
I  33 
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mobile.  Lps  points  respectli^,  de  départ  et  d'arrivée  surruneel  l'autre  de 
ces  deux  courbes,  se  trouvent  ici  au  nombre  des  inconnues  du  problème 
et  doivent  être  déterminées  par  l'analyse. 
F'g  10.  Soient  TV  et  T' V  les  deux  courbes  fixes,  à  simple  ou  double  cour- 
bure, entre  lesquelles  on  veut  avoir  la  covrbe  de  plus  vite  descente;  je 
suppose  d'abord  que  cette  dernière  peut  être  à  double  courbure,  et  je 
rapporte  les  positions  de.  tous  ses  points  à  trois  coordonnées  x  jf ,  z 
dont  l'origine  commune  est  au  point  Af  le  plan  xy  étant  horizontal  et 
l'axe  des  z  vertical.  Le  plan  de  la  planche  représente  celui  des  xz  ^  et 
CMC  est  ta  projection,  sur  ce  plan,  de  la  brachygtochrone  cher- 
chée ,  AZ  est  l'axe  vertical  des  i,  comptés  positivement  de  haut  en  bas, 
AX  l'axe  horizontal  des  x  ,  et  le  mobile  se  trouvant  en  M  au  bout  du 
temps  t,  on  a  AV  =■  x,  PM^z,  arc  projeté  en  CM^=-s. 

Ce  mobile  part  du  point  inconnu  C  avec  une  certaine  vitesse  initiale 
que  je  suppose  due  à  une  hauteur  CQ,  le  pojnt  Q  étant  placé  sur  udq 
horizontale  DQE  dont  la  position  dépend ,  ou  non,  de  celle  du  point  Cj 
je  désigne  par  A  la  hauteur  verticale  QB  ou  l'élévation  du  plan  des  xjr 
au-dessus  de^  l'horizontale  DQE. 

ioo3.  Lorsque  te  mobile,  parti  du  point  C,  est  arrivé  en  M,  sa  vitesse 
{HCRH'  étant  une  horizontale)  est  due  à  ta  hauteur  MR-^RN  = 
MN^PM — PN:=a — K.,  et  a,  pour  valeur,  ^ig(  z — K\j  il  parcourt, 
avec  cette  vitesse,  l'arc  élémentaire  de  courbe  ds  ou  ^dx*  +dy*^rf«'j 
pendant  un  temps  infiniment  petit  dt  égal  k 

la  courbe  projetée  en  CMC  doit  être  tellequela'somme  de  tous  les  temps 
élémentaires  dont  je  viens  de  don,  er  ta  valeur  générale ,  depuis  l'instant 
de  la  position  du  mobile  en  C  jusqu'à  l'instant  de  sa  position  en  C^  soit 
plus  petite  sur  cette  court>e  que  sur  toute  autre  qui  ayant  son  origine 
sur  TCV  et  son  autre  extrémité  sur  T'  C  V  seroit  parcourue  par  le 
mobile  depuis  le  premier  jusqu'au  second  de  ces  points  extrêmes. 

On  a  donc,  en  supprimant  le  facteur  constant  ■  , 

(2) / , —  =  minimum-,^ 


/(dx^  +  dy*  +  </s»)"î  .    . 
, —  =  minim 
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est,  pour  le  cas  dont  il  s'agit  ici , 


la  correspondante  de  celle  que  j'ai  désignée  par  ^dans  l'analyse  générale 
des  art.  991 ,  99a  et  suivants ,  j'ai  donc  dans  ce  même  cas 


(3)....rfP= 


(dx'+i/jy+ds')i 


>(.-X)^ 


dai 


{(z-K)(dx'+djr-  +  dz')\i 

^ & ^ 

\{z  —  K)(da:'+dj'+df)\r 


- .  ddx 


){«  —  «)  {dx'+dj'+di')\' 


.ddtj 


d'oii ,  en  remettant  pour  dx*  4-  djr*  +  ds'  sa  valeur  ds  et  feisant 
(4) (z-K)r=f,, 


on  déduit 


(«) 


'  =  Oj      />'  =  ■ 

ï  =  OJ         if  = 

—     •  Jl 

■-    •  f> 


çds 
pds 


»"  =  oj 


pds 


et  ces  valeurs  introduites  dans  l'équation  générale  de  l'art. 998  donnent, 
pour  la  partie  de/rff/qui  renferme  les  variations  dx,  âj  et  âz  sous 
le  signe/. 


(6)  .  .  ./àU= 


1  + 
on  a  donc  art.  999 


Le*  termei  ci -à  cAlé 
■OD(  les  seuls  necessai- 
rei  pour  déterminer 
l'espèce  de  la  courbe 
parcourue. 
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on  tire,  de  la  combinaison  des  a  premières  équations  ii)»'^  =  cons- 
tante ;  ainsi  la  projection  orthogonale  de  la  cou  rbe  sur  le  plan  horizontal 
des  xy  est  une  ligne  droite ,  la  courbe  est  plane  ayant  sa  trace  sur  le 
plan  vertical  qui  renferme  les  points  de  départ  et  d'arrivée. 

1004.  Ce  résultat  est  applicable  à  toutes  les  hypothèses  qu'on  peut 
faire  sur  les  courbes  TCF  exT'  C  V';\e  suppose  maintenant ,  pour  plus 
de  simplicité ,  que  ces  deux  courbes  sont  tracées  sur  un  même  plan  ver- 
tical qui  sera  le  plan  xz,\&  courbe  cherchée  se  trouvera  par  conséquent 
dans  ce  même  plan  et  les  équations  (i)^*  (*)  ^^  l'article  précédent 
deviendront  

(0 A=i^l±^=£/|/— i 

\=.g{z~K)\i     y  ^s 

(a) fV^f -^=  minimum. 

la  fonction  V  ne  contient  que  tes  différentielles  du  premier  ordre  de  x 
et  zj  là  seule  quantité  relative  aux  limites,  qui  s'y  trouve,  est  X, 
appartenant  à  la  première  limite  et  égale  à  ta  différence  entre  l'ordon- 
née initiale  z^  ^  '^  hauteur  due  à  la  vitesse  initiale  ;  on  n'y  voit  au- 
cune quantité  appartenant  à  la  seconde  limite.  Ainsi  on  a,  dans  l'équa- 
tion de  Part.  991 ,  tous  les  termes  relatif  à  la  coordonnée  horizontale 
_^  étant  préalablement  supprimés, /7"=o, />'"=:  o,  elcV=:o,/"=o, 
etc.  P'f,  =  o,  P"o  =  o ,  etc.  iï'o  =  o,  R"o  =  o,  etc.  P,—o,  P' ,  =  o, 
P"i=io,  etc.  B,=Q,  B',  =  Q,R",  =  o,  et  cette  équation  se  réduit  à 

/ox  ATT        i  pàx+p'ddx  +  ràz  +  r'dds 

(d)  .  .  .   dU--^   +P„àx^  +Boàz^; 

d'où  on  déduit,  en  observant  que  àxo  et  âya  sont  des  constantes  par 
rapport  au  signey_,  et  transposant  les  signes  (^  et  dj  le  tout  conformé- 
ment à  ce  qui  est  dit  art.  99a, 

(4)  ....  .  ./dU=fpâa:+//dâx+/nfz+//dàs 

+  àXo/Po+àio/ftoi 
les  intégrations  par  parties,  art.  ^3 ,  àot\neni/p'ddx  =  p'àx  — Jdp'dxj 
jVddz  =  l'ai  —  fdr'âi  j  d'où 
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(S)  .  .  ./ân=à/U=f(p-dp')âx+f(r-^f')th 
-^p'âx  -k-r'âs 

-¥dxaJP^  +di^fRo 

+  constante. 
ioo5.  Les  miéff&\esf{p~dp')âx,f{r—df')âL^fP^jfQ^, 
considérées  d'abord  comme  indéfinies  ,  doivent  s'évanouir  loreq^-on  y 
introduit  les  valeurs  des  variables  qui  conviennent  à  l'origine,  et  cette 
introduction  change  p'dx-\-r'd&  en  p' aàx^  +  r' ^ài^  >  on  a  donc  pour 
la  valeur  de  la  quantité  correspondante  à  i^q  j  art.  997  , 

(i) constante=: — ip'oàxa-i-f^oàio)'} 

substituant  cette  valeur  de  la  cotistante  et  dorinant  ensuite  aux  variables 
les  valeurs  qui  convienn«it  à  la  seconde  timite  de  l'intégrale ,  ce  qui 
change  p'àx-^-r'às  enp'fàXf-^r^fàz,,  on  a  la  valeur  définie  dé  l'inté- 
grale/t^C 

i/(p-dp')àx^Ar-d/)àt  1 

{2)  .  .fàU  =  à/U  =1+  (p',dx,~p' ^àx^)  +  (r',ds,—r' ^à5^)\=0 

l+àx^/P^  +rfio/««  5 

toutes  les  expressions  affectées  du  signe/,  dans  le  deuxième  membre, 
étant  des  intégrales  définies  prises  dans  les  limites  assignées  par  l'état 
de  la  question. 

1006.  Prenant  les  valeurs  de/»,  p'j  r,  /,  P^  et  (>„  déduites  de 

l'expression  V=  -i —r—  t  «  observant  i**.  que  les  coefficients 

P  }  P  }  1  j  h'  sont  identiques  avec  .ceux  qu'on  obtiendrait  par  la  diffé- 
rentiation  ordinaire  de  U ,  en  regardant  K  comme  constante;  2».  que 
K.J  fonction  des  coordonnées  initiales,  a  une  variation  de  la  forme 


(3), 


•-=(^)--(^)*» 


<4)- 


'K(j— X){rfx"+&") 


°      '\dxj    (,_K)J    '     °      ^\dzj    (s_K)i 
*t  si  on  veut  employer  ia  notation  abrégée 


di' 
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(5) ,  ; . . .  {  y^r^^=e  i  ydx*+ds~—ds;\ 

les  équations  (4}  se  changent  en 

dx 


(6)  .. 


p  =  a;  p'  = 


f>ds 
ds        ,  dz 


On  a  de  plus  à  la  première  et  à  la  deuxième  limite, 
dx^ 


(7)- 


'^o     = 


ç^ds^ 


ç„,dso,ç,,  ds,  étant,  respectivement,  les  valeurs  de  ^et  dswx  point 
Cet  au  point  C. 

lotyj.  Les  quantités  indépendantes  à  égaler  à  zéro  dans  le  a.«  membre 
de  l'équation (2) de  l'art.  ioo5  sont,  art.  999,  1.*  chacun  des  éléments, 
en  particulier,  des  intégralesy(/»  —  dp')âx  et /{r  —  dr')âs  parce 
que  chacun  de  ces  éléments,  en  se  rapportant  à  un  t^x  ou  un  tfc  indé- 
pendant de  tous  les  autres,  doit  être  nul  en  particulier,  ce  qu'on  exprime 
par  l'équation 

(1) (p  —  dp')àJ!^o; 

applicable  k  l'un  quelconque  des  éléments  qui  ont  un  des  dx  pour 
facteur,  et  par  l'équation 

(2)   .  . {r--dr')àz  =  o; 

applicable  à  tous  ceux  qui  ont  un  des  as  pour  facteur,  a.".  La  somme  des 
termes  multiples  part^Xo  ctàz^  qui  ne  peut  pas  fournir  deux  équations, 
vu  qu'il  existe  une  relation  entre  rfr^  et  àz^  donnée  par  l'équation  de 
la  courbe  TCF'j  3".  la  somme  des  termes  multipliés  par  rfx,  et  rfa,  qui, 
par  une  raison  semblable  ne  fournit  aussi  qu'une  équation.  Je  suppose , 
pour  plus  de  généralité,  que  TCFçt  T'C  F' ne  sont  pas  deux  branche» 
d'une  même  courbe. 
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ibo8.  Ainû  voilà  quatre  é^uktioas  dé  tiuites  de  l'égalité  à  zéro  tiu  2." 

tnenpbre  de  l'équation  (2)  de  l'art,  joo5  ;  les  deux  premières  sotit  bosées 

dans  l'article  précédent ,  mais,  pour  obtenir  toue  les  termes  des  deux 

dernières,  il  faut  préalablement  avoir  les  deui  intégrales y/^f^  eX/Ra 

dans  les  limites  exigées. 

Pour  cela  j'observe  que  la  a.*  équation  \r  —  Âr')àz  ^  0^  ou 

.    ^s  ,r  di  \  , 

—  r  — 3 »  I  — j-  1=0,  donne 

^■> /(^)-7^--'- 

or/P,  =  i  f-^^J    /  -TT  { ie  mets  f  "^  )  ^°^  ^u  signe/par- 
ceque  ce  terme  se  rapporte  à  un  point  particulier  de  la  courbe)  et  eu 
—3-  la  valeur  qu'on  vient  de  trouver, 

à  l'origine  de  l'intégrale  oiifPa  ^  o,  on  a  — j-=  -i-     "  -"'- 


C  ^  — — -  .Substituant  cette  valeuret faisant,  ensuite  —3-= — y-j 
PodSo  cas       (>/», 

on  â,  dans  les  limites  exigées,  l'intégrale  délinie, 

on  trouvera,  en  suivant  exactement  la  même  marche  de  raisonnement 
et  de  calcul. 


(4) 


'"   J      "  W*o  )  \J^,  f^o    )' 


1009.  Ces  intégrations  faites  on  peut  substituer,  dans  l'équation  (2)' 
de  l'art.  ioo5,  toutes  les  quantités  qui  appartiennent  à  U  nuestion,  et 
cette  équation  devient 
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.     (  dK\(    dz,  dz^     ^ 


dR 

lOïO.  Il  faut,  art.  999  et  1007,  faire  quatre  équatioos  des  quantités 
qui  multiplient  dXjài^  àx^  etàZf^j  àx,etàZfj  ce  qui  doime 

(■) 


}  ftoOSo        \^  dxo  J\fifds,      podsnji 
\    dz^         /■   dK  \r  dz,  dz,  "tj 


(3) 


(4). 


•  ât,  =  o. 


.  .  — -J-  àx,  +    — -f- 

iQi  I.  On  déduit ,  des  deux  premières  équations  de  l'art,  précé  dent 
les  deux  suivantes,  dont  la  seconde  a  déjà  été  employée  art.  1008, 

(■)■••■• -^  =  '^^- 


C  et  O  étant  deux  constantes.  En  eOectuant  Tlntégratton  de  l'une  ou 
de  l'autre  de  ces  deux  équations,  on  aura  l'équation  de  la  courbe  cher- 
chée, et  on  peut  prendre  celle  des  deux  qui  conduira  le  plus  facilement 
-au  but  ;  l'équation  (1)  remplit  cette  condition^  et  je  remarque,  d'abord, 

q\ie-^  est ,  dans  cette  équation ,  la  valeur  de  p  lorsque  —t—  =  i  ,  ce 

qui 
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qui  a  lieu  au  point  le  plus  bas  de  la  courbe,  celui  oii  la  tangente  est  ho- 
rizontale. Supposant  qu'à  ce  point  4=:^,  on  a,  en  substituant  à  ç,  sa 

valeur  ^£-~K,  et  à  la  constante  Csa  valeur  -—r — r=. 
dv  I 


dsVi—K         J/^yf—K 
d'où  on  déduit}  en  remplaçant  dx  par  sa  valeur  ^ds'—d^', 

(3) ds=={A~Kf'~~^ 

et  en  intégrant 

(4) s  =  {A-Kf\B-:,(^A-if\ 

B  étant  la  constante  arbitraire  ,  équation  qui  appartient  à  une  cycloïdc. 
Pour  rendre  ce  résultat  parfaitement  sensible,  on  fera,  dans  l'équation  (3) , 
_j4  —  5  =  w  ,  la  nouvelle  coordonnée  w  ayant  son  origine  au  point  le  plus 
bas  de  la  courbe,  où  on  peut  placer  aussi  l'origine  des  arcs  s^  puisque  le  seul 
élément  dsAéti:  employé  dans  le  calcul  ;  l'équation  cherchée  devient  alors, 
en  observant  que  les  valeurs  simultanées  w=o,f  =  o,  donnent  5^  o, 

(S) .'  =  4(^-A)«. 

c'est  celle  d'une  cycloïde,  à  base  horizontale,  dont  le  cercle  généra- 
teur a  un  diamètre  =  A  —  K. 

1012.  Il  faut  examiner,  maintenant,  comment  cette  cycloïde  est  pla-  Fig.  10 
cée  par  rapport  aux  courbes  limites  TCVj  TyC'V ,  et  ce  seront  les  équa- 
tions (3)  et  (4)  de  l'art.  lOio,  qui  fourniront,  à  cet  égard  ,  les  déter- 
minations nécessaires.  Mais  les  résultats  à  déduire  de  l'équation  (3)  dé-f 
pendront  de  l'hypothèse  qu'on  fera  sur  K,  quantité  qui  dépend  elle-même 
de  la  vitesse  initiale.  Si  cette  vitesse  qu'on  suppose  due  à  la  hauteur  CQ 
est  une  quantité  déterminée  ,  Indépendante  de  la  position  du  point  de 
départ  C ,  la  hauteur  CQ  est  aussi  une  quantité  déterminée,  d'où  II  suit 
que  l'horizontale  DÇE,  qui  doit  être  à  la  distance  CQ  du  point  de  dé- 
part Cj  s'élève  ou  s'abaisse  en  même  temps  que  le  point  Cj  lorsqu'on 
rapporte  la  courbe  parcourue  CMC  à  différentes  origines  Cj  et  qu'ain- 
si BÇy  ou  Kj  varie  dans  le  passage  d'une  courbe  CMC  k  une  autre. 
Faisant,  dans  ce  cas,  la  constante  CQ=Hj  on  a 

(i) : K=.z^-H 

d'où  on  déduit 

I  34 
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{(-gr)=°'(-^)=-} 


Téquation  (3) ,  de  l'art,  loio,  devient,  en  y  substituant  ces  valeurs, 

(3) — -~  àxo  +  ~—  cfao— o 

fttdso  Ç/às, 

et  on  a  l'équation  (4)  du  même  article 

(4) -—Uàic,+  — -L-  dz,=  o 

ç,ds,  9i^t 

dx 

La  valeur  générale  — -j-  ^C_,  équation- (i)  de  l'art,  précédent,  qui 
cas 

s'applique  à  tous  les  points  de  la  courbe  parcourue,  convient,  par  con- 
séquent, au  premier  et  au  dernier  de  ces  points,  ce  qui  donne 

(5) _^=_^  =  C 

Çi>dso         Ç,ds, 

Substituant,  respectivement,  dans  (3)  et  (4),  CSxq  et  Câx,  à 

~  àxf,  et  à ~—  àx,  ces  équations  deviennent 

Çodso  Çfds, 

{^6)  .  ,  .\  Câxo  +  -^  àz^^oj  Câx,  +  Jh-dz,=^o\ 

d'oîi  on  déduit ,  par  l'élimination  de  -^ — '-j—* 
Cç,ds, 

^^^ àXo        àx, 

ioi3.  Si,  au  lieu  de  considérer  la  vitesse  initiale  comme  une  quantité 
déterminée  indépendante  de  la  position  du  point  de  départ ,  comme  )e 
l'ai  fait  dans  l'article  précédent ,  on  veut  introduire  une  dépendance 
entre  cette  vitesse  et  cette  position,  il  y  aura  alors  une  infinité  de  fonc- 
tions de  Xo  et  «0  par  lesquelles  K  pourra  être  exprimé.  Je  me  bornerai , 
pour  l'objet  d'exercice  que  }'ai  ici  en  vue,  à  faire  varier  la  hauteur  CQ 
due  à  la  vitesse  initiale ,  d'après  la  seule  condition  que  son  point  supé- 
rieur Q  se  trouve  sur  une  horizontale  fixe  DQE,  son  point  inférieur 
étant  sur  l'horizontale  HCH'  qui  passe  par  le  point  de  départ.  Celte 
condition  donne 


Digitizeaby  Google 


Section  deuxijimc.  267 

l'équation  (3)  de  l'art.  loio,  devient,  dans  ce  cas, 

^    >  tfeo     ''■ï'o 

OXf,  ain 

les  incréments  désignés  par  â  appartiennent  à  la  courbe  limite,  et  les 
incréments  désignés  par  dk\A  courbe  parcourue ,  les  uns  et  les  autres 
ayant  lieu  au  point  de  départ. 

1014.  Enfin  l'équation  (4)  de  l'art.  loio  donne,  pour  l'un  et    'autre 
des  cas  traités  dans  les  deux  articles  précédents , 
ai,   ^_        dx, 

âXf  dZf 

les  incréments  désignés  par  â  et  par  d  appartenants,  respectivement,  h. 
la  deuxième  courbe  limite  et  à  la  courbe  parcouniej  au  point  de  ren- 
contre de  ces  deux  courbes. 

loiâ.  Les  résultats,  obtenus  dans  les  trots  articles  précédents,  ren- 
ferment ce  qu'il  est  nécessaire  de  savoir  relativement  aux  extrémités  de 
la  courbe  parcourue  et  à  la  position  de  cette  courbe  par  rapport  aux 
courbes  limites,  et  fournissent  les  conclusions  suivantes,  savoir  : 

«  1°.  La  vitesse  initiale  étant  déterminée  et  indépendante  de  la  posi- 
«  tion  du  point  de  départ,  condition  de  laquelle  on  a  déduit  l'équation 
«  {7)  de  l'article  loia. 

âso   àz, 

àXa  àXf 

1  les  tangentes  menées  aux  courbes  limites ,  &  leurs  intersections  avec 
«  la  courbe  parcourue,  sont  parallèles  cntr'elles. 

M  2°.  La  vitesse  initiale  étant  due  à  la  hauteur  d'une  horizontale  fixe  au- 
«  dessus  du  point  de  départ,  ce  qui  donne  l'équation  (2)  de  l'article  ioi3, 
àzo  dxa 

àxo  dZo 

a  la  courbe  limite,  au  point  de  départ,  est  perpendiculaire  à  la  courbe 
«  parcourue. 
t  Enfin  l'équation  de  l'article  1014. 

(te,    dXf 

âx,  ~"        dz, 
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M  applicable  aux  deux  cas  précédents ,  énonce  que ,  dans  l'un  et  l'autre 
«  de  ces  deux  cas  ,  la  courbe  parcourue  est ,  au  point  d'arrivée  sur  la 
«  seconde  courbe  limite ,  perpendiculaire  à  cette  courbe.  » 

Considérations  générales  sur  le  mouvement  d'un  point  matériel  qui  a  lieu  sur 
une  surface  courbe  donnée.  Equations  de  ce  mouvcmeut.  Eipression  géné- 
rale de  la  vitesse.  Autres  propriétés  générales.  Principe  de  la  moindre  action. 
Equation  diflerentielle  de  la  trajectoire,  lortquç  le  corps  ne  se  meut  qu'en 
Tcrlu  d'une  impulsion  initiale. 

1016.  La  théorie  du  mouvement  d'un  point  matériel  assujetti  à  se 
mouvoir  sur  une  surface  donnée  ,  sera  déduite  de  considérations  abso- 
lument semblables  à  celles  qui  ont  servi  de  base  à  l'analyse  du  mou  - 
vement  de  ce  point  sur  une  courbe  donnée  >  considérations  exposées 
art.  917  et  918.  On  imaginera  donc  que  le  point  matériel  mobile  est 
une  sphère  d'un  diamètre  infiniment  petit,  et  on  concevra  une  seconde 
surface  mise  dans  une  position  infiniment  voisine  de  celle  sur  laquelle 
cette  sphère  est  obligée  de  se  mouvoir,  de  manière  que  quelque  part 
que  la  même  sphère  se  trouve ,  entre  les  deux  surfaces  ou  enveloppes ^ 
elle  soit  en  contact  avec  l'une  et  l'autre  en  même  temps.  Dans  cet  état 
de  choses ,  si  on  imprime  du  mouvement  au  corps  sphérique,  il  aura 
en  général ,  une  tendance  k  pénétrer  l'une  ou  l'autre  surface  ou  enve- 
loppe ^  mais,  comme  on  suppose  que  cette  pénétration  ne  peut  pas 
avoir  lieu,  la  résistance  que  lui  opposera,  à  un  instant  quelconque^ 
celle  des  deux  surfaces  qui  se  trouvera  pressée  en  vertu  de  son  mouve- 
ment ,  pourra  être  assimilée  à  une  force,  normale  à  la  surface  donnée,  - 
d'intensité  et  de  direction  telles  que  cette  force  combinée  avec  celles 
qui  agissent  d'ailleurs  sur  le  corps,  lui  ferait  décrire  une  des  courbes 
qu'on  peut  tracer  sur  la  surface  donnée. 

1017.  Chacune  des  forces  qui  sollicite  le  mobile  sphérique  au  bout 
du  temps  tj  est  censée  dirigée  sur  son  centre;  je  désigne,  par  X^  Y,  Z, 
les  sommes  des  composantes  de  ces  forces ,  respectivement  parallèles  aux 
coordonnées  x,j  et  a_,  qui  servent  à.déterminer,  au  bout  du  temps  t,  la 
position  du  corps  sur  la  surface,  et  par  Z"  la  force  normale  dont  j'ai  parlé 
à  l'art,  précédent,  en  sorte  que  le  corps  étant  supposé  soumis  aux  actions 
simultanées  de  X ,  Y,7i ,  et  r,  on  puisse  le  considérer  comme  libre. 

Soient  n'j  n" j  n'"  les  angles  r  spectivement  formés  par  les  axes  des 
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a;  j  ^  et  «  ^  et  par  la  normale  à  la  surface ,  menée  au  point  où  se  trouve 
le  corps  au  bout  du  temps  t,  on  aura,  art.  8ao,  les  équations  suivanles 
du  mouvement 

La  surface  prcgenle  sa  con- 
venue au  plan  3:_f ,  et  le  mo- 
bile se  meut  sur  sa  concavité, 
de  manière  que  la  puissance, 
représentée  par  la  résistance 
de  celle  surface,  a  une  direc- 
tion et  un  sens  d'action  E]ui , 
hrlicle  aS ,  rendent  cos.  n'  et 
COS.  n"  négatifs. 

On  déduit  de  ces  équations,  comme  à  l'art.  919,  en  faisant  dl  constant, 

j  COS.  n"'— rfy  c.  7i"— ifj;  c.  n') 
J'observe  maintenant  qu'au  bout  du  temps  i,  et  au  commencement 
de  l'instant  dt^  le  mobile  se  trouve,  par  hypothèse,  au  point  de  ren- 
contre de  la  surface  sur  laquelle  il  est  obligé  de  se  mouvoir,  et  de  la 
normale  suivant  laquelle  la  force  T"  est  dirigée  ;  il  va  donc  parcourir 
pjendant  l'instant  dtj  un  arc  élémentaire  ds-  perpendiculaire  k  cette  nor- 
male en  passant  de  la  position  déterminée  par  les  coordonnées  x^Yj  t, 
à  la  position  déterminée  par  les  coordonnées  x  +  dxjjy  +  dj-,  z+dzj 
or  cet  arc  parcouru  ds  fait  avec  x^^  et  2  des  angles  dont  les  cosinus 

respectifs  sont  —^ — ,  —^j  —-j—  ,  et  comme  il  est  perpendiculaire  à' 

la  ligne  qui  forme  les  angles  n' ,  n" y  n'",  avec  les  mêmes  axes ,  on  a 

par  le  théorème  connu  de  trigonométrie 

dz  ,,,       dy  „       dx  , 

—r—  COS.  n i—  cos.  n" ; — cos.  n^=o 

ds  ds  ds 

en  combinant  cette  équation  avec  la  précédente  et  intégrant ,  on  a , 

comme  aux  articles  822  et  919 

(3) i^:=V»  +  a./{Xdx-\-rdy+Zdi) 

Ainsi ,  l'expression  générale  de  la  vitesse  est  la  même ,.  soit  que  le  corps 
se  meuve  librement ,  soit  qu'il  se  meuve  sur  une  ligne  ou  une  surface 
données  et  continues. 

Le  raisonnement  direct,  par  lequel  j'ai  obtenu  l'équation  (3),  est  le, 
plus  élément^re  qu'on  puisse  employer  j  on  arrivera  aussi  très-simplement 
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au  même  résultat,  d'une  autre  manière,  en  représentant,  par  K=^o, 
l'équation  de  la  surface  sur  laquelle  le  corps  est  assujetti  à  se  mouvoir, 
et  par  pdx  +  qdy  +  rdi  =  o  la  première  dérivée  de  cette  équation.  Si 
on  fait  12  =  }/'p-'  -j-q'  +r'  j  on  4ura,  par  les  théorèmes  démontrés  dans 
la  géométrie  analytique, 


etcesvaleurssubstituécsdansrexpressionjnfi/scn'" — dycn" — dxc.n') 

r 

la  changeront   en  —^  i^pdx  +  ^idy  +  rdz  )    valeur  nulle  puisque 

pdx  +  qdj  +  rdi  =  o. 

1018.  Si  le  mobile  n'est  sollicité  par  aucune  puissance  et  que  son 
mouvement  soit  dû  simplement  à  une  impulsion  initiale  qui  lui  a  im- 
primé, au  point  de  départ,  une  vîtesse  tangenticlle  TJ,  on  aura  v=U, 
comme  aux  articles  ci -dessus  cités,  et  le  mouvement  sera  uniforme. 

1019.  Lorsque  l'eipression  Xdx-\-rdjr-\-ZdZj  sera  la  différentielle 
exacte  d'une  fonction  QAe  x  ,^et  Zj  on  démontrera,  par  un  raisonne- 
ment absolument  semblable  à  celui  de  l'art.  922,  que,  dans  le  casod  plu- 
sieurs mobiles,  animés  d'une  même  vîtesse  f",  partiraient  de  différents 
points  d'une  ligne  tracée  sur  la  surface  donnée  et  ayant  pour  l'une  àe 
ses  équations  Ç —  Ç'  =  o,  pour  arriver  à  une  autre  ligne  tracée  sur  la 
même  surface  et  ayant  pour  l'une  de  ses  équations  Ç —  Q"  =  o,  (Q'  et 
Q"  sont  deux  constantes)  ces  points  arrivés  à  la  seconde  ligne  y  seront 
tous  animés  d'une  même  vitesse  f"'=  {  F''  +  2  (Q" — Q')  \t. 

1020.  En  conservant  la  même  hypothèse  sur  l'expression 

Xdx-i-ydy  +  Zdi,  on  arrive  à  l'équation 

àfvds  =  o 
qui  vérifie  le  principe  de  la  moindre  action,  lorsque  le  corps  est  assu- 
jetti à  se  mouvoir  sur  une  surface  donnée,  et  dans  l'hypothèse  où  les 
quantités  variées  x+dx^  J'+^j  i+às^  se  rapportent  toujours  à  un 
point  de  la  surface  courbe,  c'est-à-dire  dans  l'hypothèse  où  on  ne  com- 
pare la  courbe  parcourue  qu'à  d'autres  courbes  dont  les  traces,  infini- 
ment voisines  de  Is  sienne,  se  trouvent  sur  la  surface  donnée.  En  effet, 
l'équation  (3)  de  l'art.  1018  conduit  à  une  valeur  de  â{vds)  déjà  don- 
née art.  pïSi  et  substituant,  dans  le  terme , , 
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Tdt  (Jz  COS.  re'"  —  dj- COS.  n"  —  dx  C03.  n')  de  cette  valeur,  les  expres- 
sions de  COS.  n'j  cos.  »"j  cos.  «'"_,  qu'on  trouve  au  même  article  ioi8, 

le  terme  dont  II  s'agit  devient —r^  (pàx  +  qàj  +  râs) ,  ou -^ —  àJij 

les  coefficients  p ,  t]  ti  r  étant  les  mêmes,  soit  qu'on  fasse  varier  par 
d,  soit  qu'on  fasse  varier  par  d  j  mais  on  a  K  =  o  j  dK  =  o  ^  JK  =  o  ^ 
donc  le  terme  JTdt (dz  cos.  n'" — djr  cos.  n" — (/.rcos.  n')  est  nul,  et 
la  valeur  de  rf  (  vds)  devient  identique  avec  celle  de  l'art.  844  applicable 
au  mouvement  libre.,  de  laquelle  on  a  déduit  l'équation  cr/'c(^j  =  o. 

Ainsi  les  équations  du  mouvement  libre  d'un  point  matériel  et  celles 
de  son  mouvement  sur  une  surface  donnée,  vérifient  également  le  prin^ 
cipe  de  la  moindre  action  j  en  ayant  égard  aux  restrictions  que  com 
porte  le  second  cas  ;  j'ai  fait  voir,  article  928 ,  que  le  mouvement  sur 
une  courbe  donnée  ne  satisfesait  point  à  ce  principe,  ce  qui  tient,  ainsi 
que  je  l'ai  expliqué  à  l'art-  cité,  4  l'expression /Vi(^rfr+yrfj'+n/z)  qui 
n'existe  pas  dans  l'analyse  relative  au  mouvement  libre,  oii  on  a  JT^o 
cette  expression  est  commune  à  l'analyse  du  mouvement  sur  une  ligne 
et  à  celle  du  mouvement  sur  une  surface,  et  cependant  les  résultats  four* 
nis  par  l'une  et  l'autre  analyse  sont  différents  parceque ,  dans  la  pre- 
mière, les  variations  àx^  ây ,  dz  n'étant  liées  par  aucune  relation,  cha- 
cune d'elle  est  arbitraire ,  ce  qui  ne  permet  pas  de  faire 

pâ.v-ir<idy-^rdz'=^Oj  au  lieu  que  dans  la  seconde,  ces  variations  sont 
liées  par  la  relation /«(Jx+çc^+nJs^o,  qui  dérive  de  l'équation  A=o 
de  la  surface  sur  laquelle  le  mobile  est  assujetti  à  se  mouvoir. 

1021.  Lorsque  le  point  matériel  assujetti  à  se  mouvoir  sur  une  sur- 
face donnée,  ne  doit  son  mouvement  qu'à  une  impulsion  initiale,  sa  vitesse 
est  constante  (art.  1018)  et  l'équation  à/vds  ^  o  devient  âfds  =  o, 
ou  .r  =  minimum  j  l'arc  de  courbe  parcouru  entre  deux  points  déter- 
miné est  le  plus  petit  de  tous  ceux  qu'on  peut  tracer ,  entre  les  mêmes 
points ,  sur  la  surface  donnée.  L'équation  de  cette  surface  peut  être 
prise  pour  une  de  celles  qui  déterminent  la  trace  de  la  courbe  dont  l'arc 
minimum  fait  partie  ;  et  si  on  combine  cette  équation  avec  celle  par 
laquelle  on  exprime  généralement  que  la  longueur  d'un  arc  de  courbe 
tracé,  entre  deux  points ,  sur  une  surface  quelconque,  est  un  minimum, 
ta  trajectoire  sera  complètement  connue.  La  question  se  réduit  donc  k 
trouver  Inéquation  de  condition  qui  rend  s=minimum^  et  je  saisis* 
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avec  empressement,  cette  occasion  de  donner  aus  élèves  un  nouvel  ex- 
emple de  ra|)ptication  des  formules  de  la  méthode  des  variations  dé- 
montrées article  991  et  suivants. 

L'équation  s  ^=- minimum  revient  à  la  suivante 

d/{dx'^  +  dy^  +  di^)  =  0  ou/à  {dx^^  +  dj^  +  dz')  =  o 
la  fonction  Cde  l'art.  998  est  donc  représentée  ici  çdiV  dx^ •\- dj* -^ dz"^ 
et  on  a 

dxà,  dx  +  dj^â.  djr  +  d^à.  ds 

~~  l/^dx''  +  dj»  +  dz^ 

cette  valeur  comparée  avecl'ex pression  générale  àeàUf  art,  991,  donne, 

en  écrivant  pour  abréger,  au  lieu  de  >^rfj;'+rf>-*+rfI*  j  sa  valeur  ds 

I        dx  „ 

p  =  oj  p'=—^  j  p"~oj  etc. 

_/        ^=        _,, 

r  =  oj  r  =  —f-  j  r  '  ^  o  j  etc. 

as 

et  l'équation  de  Tarticle  998  devient 

/àU=./-(dp'+dç'+df')  =  o 

On  ne  doit  avoir  aucun  égard  aux  autres  termes  de  cette  équation  parce- 

que  les  limites  de  rintégraleyVf/sont  ici  deux  points  fixes. 

S'il  ne  s'agissait  que  de  trouver  l'équation  de  la  ligne  la  plus  courte 

entre  deux  points  fixes  de  l'espace,  l'analyse  serait  fort  simple,  car  âan, 

ây J  ai  étant  alors  des  variations  entièrement  indépendantes,  on  aurait 

<^)— (-^)=--(4-)=° 

et  on  déduirait  immédiatement,  de  ces  trois  équations,  les  suivantes 

dx=^A'dsj  dy=A"dsi  dz  =  A"'ds. 
qui  sont  celles  de  la  ligne  droite,  comme  on  devait  s'y  attendre  d'après  la 
propriétébienconnue  de  cetteligne.Maislaligne  cherchée  doit  être,  entre 
deux  points  pris  sur  une  surface  courbe,  la  plus  courte  de  toutes  celles  qu'on 
peuttracer  sur  cette  surface  entre  les  mêmes  points,  et  représentant,  par 
z  =y(x,jp),  l'équation  delà  surface,  dont  la  variation  sera  supposée  être 

(i) ,  .àz^=  aàx  +  ffày 

On  ne  peut  plus  égaler,  séparément,  &  zéro  chacune  des  troî?  intégrales 

du 
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du  deuxième  membre  de  l'équation  de  l'article  998 ,  puisqu'il  existe  une 
relation  entre  àx,  ày  et  âzj  et  il  faut  poser  l'i-qiiation  collective 

(i) f{~dp'àx  —  dq'âj—dr'â-.)=o 

dans  laquelle  substituant,  pour  àz,  sa  valeur  déduite  de  (i),.on  aura 

(3) —dp'dx~dq'âj~d/{aâx-\-ëâj)^o 

rfx  et  (fj*  doivent,  dans  cette  dernière  équation ,  être  considérées  comme 
indépendantes,  et  les  égalités  à  zéro  des  facteurs  qui  multiplient  respec- 
tivement ces  variations  donnent ,  : 

dp'  ■\-adr'=o  J     dq'  r\-  5dr'=^0- 
ou  en  remplaçant  p'j  q'  et  /  par  leurs  valeurs 


{4)- 


L'équation  de  la  surface  sur  laquelle  le  point  matériel  est  assujetti  à 
se  mouvoir ,  et  celle  qu'on  obtient  par  sa  combinaison  avec  l'une  quel- 
conque des  deux  précédentes ,  déterminent  complètement  la  courbe 
cherchée. 

loaa.  Si  on  prend  dx  pour  différentielle  constante,  et  qu'on  élimine 
dds  entre  les  deux  équations  (4)  ,  t/f  s'éliminera  de  soi  même  et  on  ob- 
tiendra la  suivante  que  j'ai  donnée,  art.  120  de  ma  mécanique  philoso- 
phique ,  et  qui  tient  lieu  de  ï'une  ou  de  l'autre  de  ces  équations  (4) 
pour  exprimer  la  condition  générale  cherchée. 

.  .  ddz    dx-\-adz 

^  '  ' ddy         adj  —  6dx 

et  on  trouvera,  par  la  géométrie  analytique,  en  appellant  R  le  rayon 
de  courbure  de  la  trajectoire,  la  valeur 

^  '  dadx  -(-  dSdj 

Il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  dx  est  prise  pourdifférentielle  constante. 

ios3.  Voici  un  moyen  fort  simple  de  se  faire  une  idée  nette  de  la 

génération  de  1*  courbe  du  minimum  déterminée  dans  l'art,  précédent, 

ou  de  la  trajectoire  que  décrit  un  mobile  sur  une  surface  quelconque 

I  35 
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par  le  seul  elTet  d'une  impulsion  initiale  ;  qu'on  imagine  deux  éléments 
tunsécutifs  ds  et  ds'  de  cette  trajectoire  pris  arbitrairement ,  que  ds 
soit  prolongé  d'une  longueur  infiniment  petite  dt,  qui  sera  une  portion 
élémentaire  de  la  tangente  dirigée  suivant  ce  même  élément  ds ,  et  que 
par  l'exirémité  de  dx ,  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  la  surface 
courbe,  le  pied  de  cette  perpendiculaire  se  trouvera,  ou  sur  la  direc- 
tion de  ds' ,  ou  &  son  extrémité  suivant  le  mode  de  variation  auquel  s 
et  T  seront  assujettis.  On  voit,  par  cette  génération  que  deux  éléments 
consécutifs  de  la  trajectoire  sont  dans  un  même  plan  normal  (ce  qui, 
par  la  géométrie  analytique,  conduit  aux  équations  (i)  et  (a)  de  l'art, 
précédent)  et  c'est  ce  dont  on  pouvait  s'assurer  d'avance  par  un  raison- 
nement immédiat  ,  d'après  la  condition  du  mouvement  de  laquelle  il 
rt'sulte  que  la  puissance  représentant  la  résistance  de  la  surface  est  tou- 
jours normale  à  cette  surface  ;  si  on  veut  mettre  ^  dans  ce  raisonnement, 
toute  la  rigueur  exigible ,  on  observera  que  le  mobile  partant  de  l'ex- 
trémité de  ds ,  arrive  à  une  distance  du  pied  de  la  normale,  abaissée 
de  l'extrémité  de  dt ^  mesurée  par  un  infiniment  petit  du  a*,  ordre,  ce 
qui  occasionne,  à  l'extrémité  d'un  arc  fini,  une  déviation  mesurée  par 
un  infiniment  petit  du  premier  ordre.  Ainsi,  la  direction,  sur  la  surface, 
d'un  seul  des  éléments  de  la  courbe,  détermine  celle  de  tous  les  autrei 
éléments.  ■ 

1024.  Je  remarque,  en  passant,  que  cette  courbe  est  aussi  celle  sui- 
vant laquelle  se  plie  un  fil,  parfaitement  flexible,  étendu  sur  la  surface 
courbe ,  et  tiré  par  deux  forces  égales  agissant ,  en  sens  opposés ,  tangen- 
tiellenient  Ji  deux  éléments  de  cette  surface.  En  effet  qn  voit,  sur-le- 
champ  ,  (  le  frottement  étant  supposé  nul)  que  deux  éléments  quel- 
conques de  cette  courbe,  suivant  laquelle  le  fil  se  plie,  doivent,  à  leur 
point  de  réunion,  exercer,  sur  la  surface,  une  pression  dirigée  suivant 
la  normale  à  ce  point,  sans  quoi  l'équilibre  du  fil  n'aurait  pas  lieu,  d'oîi 
il  suit  que  ces  deux  éléments  et  la  normale  ont  leurs  traces  dans  le  même 
plan,  et  que  la  courbure  du  fil  est  donnée  par  les  équations  de  l'article 
loaa. 

1025.  Enfin  ,  ces  mêmes  équations  conviennent  encore  aux  courbes 
connues  en  géographie  et  en  géodésie  sous  le  nom  Ag  perpendiculaires 
à  la  méridienne  j  une  de  ces  courbes  est  celle  que  suivrait  un  mobile 
retenu  sur  le  sphéroïde  terrestre  et  se  mouvant  sur  la  surface  de  ce  sphé- 
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roïde,  par  le  seul  effet  d'une  impulsion  initiale,  perpendiculaire  k  un 
méridien  d'un  des  points  duquel  il  serait  supposé  partir.. 

Détermination  générale  de  la  pression  qu'exerce ,  contre  une  surface  courbe , 
un  point  matériel  sollicité  par  des  puissauces  quelconques  et  assujetti  &  se  mo«- 
voir  sur  cette  surface.  , 

ioa6.  Soit,     (1) dz^pdx-\-qdy 

l'équation  de  la  courbe  sur  laquelle  le  mobile  est  assujetti  à  se  mouvoir, 
on  aura,  en  prenant  dx  pour  différentielle  constante, 

(2) ddz^<iddy-\-dpdx-\-dqdy 

les  équations  de  l'article  1017  donnent,  en  effectuant  les  diflerentiations 
des  premiers  membres,  et  substituant  pour  cos.  n' ,  cos.  n" ,  cos.  n'" , 
leurs  valeurs  respectives 

P    _  _y_  ^      • ^  _  _ 

tirées  de  la  géométrie  analytique, 

—  dxddt ■  rp  . 

dt^         "  \/"{:\.^j^^ 

dtddy — dyddt   _  „  Fq 

dt^  "~     "~  l/r+>M^7~ 

diddz—dzddt      -  r 


dfi  i^j+p^-+ç> 
multipliant  la  i".  de  ces  équations  par  — p^  la  2".  par  —  q,  la  3», 
par  I ,  faisant,  membre  k  membre,  la  somme  des  trois  équations  pro- 
duits ,  et  remarquant  que  ddi,  dans  cette  somme,  est  multiplié  par 
—  ds  +  pdx  +  ç^  c'est-à-dire  par  une  quantité  nulle  en  vertu  de  l'é- 
quation (i),  on  aura -j^ — »2_=  Z — pX — ql^i-T'y  i-j-p'+g' 

substituant  pour  <^zsa  valeur  dpdx -\- dqdy  +  qddjf  et  pour  di'  sa  va- 
leur — ■    -  (la  vitesse  est  désignée  par  v)  on  a 

(3)  r=  éEÉ^±É3^y.  »^+  r^-^q^-7. 

^  ^ ds^yr^^p^j^  J^.+^'+?' 

Les  deux  termes  de  cette  valeur  de  la  pression  totale  Z'-dépendent , 
le  premier  de  la  seule  vitesse  et  le  second  de  l'action  des  puissances, 
ainsi  qu'on  a  du  le  prévoir  d'après  les  explications  que  j'ai  données  rn 
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plusieurs  endroits  de  cet  ouvrage.  Le  terme    .      ,'         ^         f*  exprime 

donc  ce  que  nous  avons  appelé^rce  centrijnge  ;  on  voit  que  ce  terme 
est  égal  au  quarré  de  la  vitesse  divisé  par  le  second  membre  de  l'^ua- 
tion  (2)  de  l'art.  1022,  les  coefficients  ^  et  ij  ayant,  ici,  la  même  signi- 
fication que  a  et  if  il  l'art,  cité. 

Application  de  la  théorie  démontrée  dans  le  chapitre  précédent,  à  la  recherche 
det  lois  du  mouvement  d'un  point  matériel  pesant,  assujetti  à  se  mouvoir  sur 
une  surface  spbérique.  Pendule  à  oscillations  coni^e*- 


1027.  Concevons,  pour  fixer  les  idées,  une  sphère, creuse,  immobile 
dans  l'espace;  faisons  passer  un  plan  horizontal  par  !^on  centre  et  supri- 
mons  la  demi-sphère  qui  est  au-dessus  de  ce  plan,  la  surface  concave 
de  la  demi -sphère  inférieure  sera  celle  sur  laquelle  le  point  matériel, 
que  je  considère  comme  une  sphère  d'un  diamètre  infmiment  petit,  sera 
censé  se  mouvoir. 

Je  place  l'origine  des  a^,^  et  s  au  centre  de  la  surface  sphérique 
concave  ;  le  plan  horizontal  passant  par  ce  centre  est  celui  des  x ,y ^ 
et  je  prends ,  pour  plan  des  xzj  le  plan  vertical  passant  par  le  même 
centre  et  par  te  point  de  départ  du  mobile,  celui  où  ce  mobile  se  trouve 
lorsque  t  =  o  \  les  z  positifs  se  comptent  du  haut  en  bas. 

Au  premier  instant  du  mouvement  ,  c'est-à-dire  lorsque  /  =  o,  le 
mobile  reçoit  une  impulsion  capable  de  lui  imprimer  une  vitesse  finie 
et  à  laquelle  on  peut  supposer  une  direction  quelconque  assujettie  à  la 
seule  condition  de  ne  pas  écarter  le  mobile  de  la  surface  sphérique;  mais 
si  on  conçoit  cette  force  impulsive  initiale  comme  décomposée  m  deux 
autres,  dont  l'une  soit  normale,  et  l'autre  dirigée  dans  le  plan  tangent 
qu'on  mènerait  par  le  point  de  départ,  ta  première  de  ces  composantes 
étant  détruite  par  la  résistance  de  la  surface  ,  et  n'ayant  aucune  influ- 
ence sur  le  mouvement,  pourra  être  regardée  comme  non  avenue,  et  il 
sulfîra  d'avoir  égard  k  l'impultion  tangent ielle.  Cette  dernière  peut,  elle- 
même  ,  être  décompost-e  en  deux  impulsions  agissant  dans  le  plan  tangent 
mené  par  le  point  de  dépar.t,  l'une  dirigée  suivant  la  ligne  d'intersection 
de  ce  plan  tangent  et  du  plan  xz,  et  l'autre  perpendiculaire  au  plan  xz. 

loaS,  Je  désigne  par  1  cette  vitesse  initiale  tangentielle,  par^l'angle 
que  forme,  l'axe  vertical  des  *,  avec  le  rayon  mené  du  centre  de  la  sphère 
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au  point  de  départ  du  mobile ,  et  cherchant  d'abord  l'eTpression  gfné  - 
raie  de  la  vitesse ,  applicable  à  un  instant  que!cont]ue  du  mouvement , 
je  déduis  immédiatement  cette  expression  de  l'équation  (3)  de  l'article 
1017, en  y  introduisant  les  valeurs  X=o,  J'=:o,  Z=^,  (je  continue 
à  représenter  par  g  la  force  accélératrice  de  la  pesanteur)  données  par 
l'état  de  la  question.  On  a,  par  ces  substiluiions,  f*=  V^  +  2g/dz,  et 
faisant  attention  que,  d'après  les  valeurs  initiales  c=^/et  s^r  cos.  A  la 
constante  £^=/»  —  2gr  cos.J^^  on  a 

(1) i^  =  I^  +  s,g{5--rcos.f) 

ou,  si  la  vitesse  initiale  /  est  due  à  la  hauteur  H 

(2) c»=ag(a  +  H— /-COS./) 

1029.  Je  vais  maintenant  examiner  ce  que  devient  la  pression  totale  JT 
dont  j'ai  donné  la  valeur  générale  dans  l'article  1026  équation  (3)  ;  si  on 
fait  attention  aux  positions  différentes  de  la  convexité  de  la  surface  par 
rapport  au  plan  xy  dans  le  cas  général  traité  à  l'article  cité,  et  dans 
ie  cas  particulier  dont  il  s'agit  ici,  (voyez  l'article  1017),  il  sera  ma- 
nifeste que  le  terme  du  s.*,  membre  de  l'équatibri  (3) .  article  1026 ,  qui 
exprime  la  pression  opposée  et  égale  à  la  force  centrifuge,  a  pour  valeur 

j  introduisant  ensuite,  dans  l'autre  terme  de  la  même  équation, 

les  valeurs  X=o,  1^=0,  Z=:g,  ce  terme  deviendra  "  —  j 

enfin  l'équation  ds  +  •'^—dj'  + dx  =  o,  de  la  surface,  comparée 

avec  l'équation  générale  «^3  =  ^^ -}-^(/z  =  o,  employée  article  1026, 

donne  p^ j   ç  =  — ■= —  ce  qui  réduit  le  second  terme  de 


(■) ■■■••^=-(^+-^) 

Substituant,  pour  c*^  sa  valeur  donnée  k  t'arlicle  précédent,  on  a 
r= ^(3z  +  2ff— arcos./) 

io3o.  En  prenant  de  pour  différentielle  constante,  effectuant  les  dif- 
féreniiations  indiquérs  des  premiers  membres  des  équations  (  i  )  article 
1017  ,  subsiituant  pour  X,  F ,  JT,  n' ,  n" ,  les  valeurs  qui  conviennent 
au  problême  particulier  dont  il  s'agit  ici,  multipliant  la  W-  par  j^^  la 
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£^  par  ai,  et  retranchant  les  équations  produits  l'une  de  l'autre,  on  a 

/    V  jddx  —  xddjr    _ 

^    ' dt* 

m.sâ&jrddje  —  xddj:=d{^ydx  —  xdj"),  donc,  en  intégrant, 

(a) jdx  —  xdj=  Cdt 

C  étant  la  constante  arbitraire  qui  se  détermine  par  les  valeurs  initiales 

des  coordonnées  cr  et  r  et  des  vitesses  — '■ —  et  —4—  i  ces  vitesses  étant 
^  dt  dt 

données  lorsqu'on  connaît  les  angles  formés  par  l'impulsion  initiale  et 
■par  chacun  des  trois  axes  coordonnés ,  l'équation  (2)  est  celle  que  four- 
nirait le  principe  des  aires;  7  {y^dx  —  xdy  )  est  l'aire  instantanée  décrite 
par  la  projection  orthogonale  du  rayon  vecteur  sur  le  plan  xy. 

to3i.  La  solution  du  problème  considéré  sous  le  point  de  vue  le  plus 
général,  dépend  de  l'intégration  des  trois  équations  suivantes,  savoir: 

L'équation  des  aires,  démontrée  dans  l'article  précédent, 

/,j jdx—wdj    ^^ 

dt 

celle  qui  donne  la  vitesse,  art.  1028,  et  qui,  en  y  substituant,  à  (^,  son  équi- 

,     ^    dx^^-dv^-^di^     ,     .     ^ 

valent  ^ devient 

dt* 

et  celle  de  la  surface  sur  laquelle  le  point  matériel  est  assujetti  à  se  mouvoir 

(3) xdx+ydy  +  zds^=o 

io3a.  L'équation  (i)  de  l'art,  précédent, ^</x — xdy  =  Cdt^  et  celle 
qu'on  déduit  de  l'équation  (3)  du  même  article,  — sds  =  xdx  +J'dyy 
élevées  au  quarré  et  ajoutées  ensemble ,  donnent 

C3<f/a  +z''ds^  =  (x'  +J'')(dx^  +  dyt) 
mais  on  déduit  de  l'équation  (2)  du  même  article 

dx'  ■\-dy*  =  2,gdl*{s-^H — rcos.J)  —  dz^ 
etonal'intégraledelamêmeéqualion(2)quiestréquationfiniedelasphère 
œ"  -{-y^-^r^  —  »a  j  la  valeur  de  C^dt*  devient  donc 

C'^dt'^^^r^—z*)  î  !tffdt'{i  +  H—r cou. f)  —  dz*  \  —z'ds* 
équation  d'oii  l'on  déduit 
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on  égalant  h  zéro  la  quantité  qui  est  sous  le  radical  on  aura  les  valeurs 

de  z  qui  rendent  nulle  la  valeur  de  —j —  ^  c'est-à-dire  qui  indiquent  à 

quelles  distances  du  plan  xjy  l'élément  de  courbe  parcouru  par  le  mo- 
bile est  parallèle  k  ce  plan,  ou  borizootal,  ce  qui  est  la  propriété  d'un 
maximum  ou  d'un  minimum.  On  voit  qu'il  doit  exister  trois  valeurs  de 

z  propres  k  rendre  —y-  nul  ;  ainsi  il  y  en  a  au  moins  une  de  réelle  , 

mais  il  c^t  manifeste,  par  la  nature  du  problème,  que  z  doit  avoir  un 
maximum  et  un  minimum,  donc  deux  des  valeurs  dont  nous  venons  de 
parler ,  sont  réelles ,  et  par  conséquent  elles  te  sont  toutes  trois. 

io33.  En  faisant,  pour  abréger,     s,g(^H — rco%.f)=^G 
posons  l'équation  hy|>olbétique 

(^-«•)(îSs+C)-C.  =  (j-a)(i-j)(ï«-«+c) 
dont  les  constantes  a,  b ,  c  se  déterminent  par  les  équations 

û+i        '  a-i-b  '  a-\-b 

la  quantité  a  seralapluspetite  valeur  de  Zj  £  sera  la  plus  grande,  et  ces 
deux  quantités  doivent  être  regardées  comme  données.  Faisant  de  plus 

sin.  ^=1/  —       d'où     (i) a  =  acos."^-Hi  sin.*<9 

introduisant  les  quantités  a,  b ^  c,  G  et  û  dans  l'équation 

(2) dt=     . 

déduite  de  l'équation  («)  de  l'article  précédent ,  et  faisant,  pour  abréger, 
V  s.{a^O)  _       _  a*  —  b»  _    ^ 

redÛ 

on  obtient  la  valeur     (3) dt=  ,  ,  •       „ 

Kl — ïï^sm.»*' 

Soit  }(^  l'angle  formé  par  l'axe  des  x  et  par  la  projection  orthogonale 
du  rayon  vecteur  sur  le  plan  xy j  le  double  de  l'aire  élémentaire  ins- 
tantanée engendrée  sur  le  même  plan,  par  cette  projection,  aura  pour 
valeur,  (r"  —  z^)d^)  et  comme  cette  aire  double  est  aussi  égale  à 
ydx  —  xdy  on  aura'  jdx  —  a?<^=:(/^ — 'ï*)*'X  ^'  ^^ 
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substituant  hjdx — xdy  sa  valeur  tirt'e  de  l'équation  (a)  de  l'art.  io3o 

f-*> ''^  =  THT^ 

Siibstilliant,  dans  cette  équation,  pour  dt  sa  valeur  en  fonction  de  û , 
donnée  par  l'équation  (3)  ci-dessus  ,  et  pour  s  sa  valeur  donnée  par 
IV-qualion  (i)  et  supposant,  dans  cet  état,  les  équations  (3)  et  (4)  in- 
tégrées ,  /  et  ^  seraient  exprimées  en  fonction  de  0j  et  comme  l'équa- 
tion (i)  donne  aussi  z  en  fonction  de  0,  on  aurait  _;ç;  et  a  en  fonction 
de  t f  au  moyen  de  quoi  on  pourrait  déterminer  la  position  absolue  du 
mobile  à  un  instant  quelconque.  Si  on  veut  l'angle  formé  par  le  rayon 

vecteur  et  par  l'axe  des  s  j  on  aura  —  =  cosinus  de  cet  angle. 

1 034.  Le  problème  résolu  dans  les  articles  précédents ,  est  évidemment 
le  même  que  celui  par  lequel  on  se  proposerait  de  déterminer  le  mouve- 
ment d'un  pendule  simple,  auquel  on  aurait  imprimé  une  vitesse  initiala 
dans  une  direction  inclinée  sur  le  plan  vertical  passant  par  le  point  de 
suspension  et  par  le  fil  ;  ce  pendule  décrirait ,  en  formant  des  oscillations 
coniques,  une  courbe  qu'on  pourrait  concevoir  tracée  sur  une  sphère 
concave,  d'un  rayon  égal  k  la  longueur.du  fil.  Je  me  contente  d'avoir 
posé  les  équations  fondamentales  du  problème,  car  il  n'est  pas  néces- 
saire, pour  l'objet  d'instruction  que  j'ai  en  vue,  d'entrer  ici  dans  des  dé- 
tails analytiques  correspondants  à  ceux  que  j'ai  donné ,  article  949  et 
suivants,  lorsqu'il  s'agissait  du  pendule  simple  ordinaire,  dont  la  théorie 
a  des  applications  utiles  à  l'Astronomie ,  la  Physique ,  la  Géodésie  etc. 
Il  n'est  pas  diflîcile  d'obtenir  une  ïntégralle  définie  de  l'équation  (3) 
de  l'art,  précédent  entre  les  limites  ^=0  et  (9=  7. t  qui  donnerait  le 
temps  employé  par  le  mobile  à  parvenir  de  la  plus  grande  à  la  plus  petite 
valeur  de  zj  on  la  trouvera  dans  la  Mécanique  céleste,  i".  partie, 
livre  I",  article  1  r.  On  peut  voir  aussi ,  sur  cette  espèce  d'équations, 
les  Exercices  de  calcul  intégral  de  M.  Legendre  ;  enfin  je  conseille 
aux  élèves  l'étude  d'un  mémoire  curieux  sur  le  pendule  à  oscillations 
coniques,  publié  dans  la  Correspondance  sur  l'Ecole  poly technique 
(3«.  volume  page  ay)  dont  l'auteur  est  M.  Pouillct. 


FïN    DE    LA    DEUXIÈME    SECTION. 
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TRAITÉ    ÉLÉMENTAIRE 
DE    D  r  N  A  Mï  Q'U  E, 

SECTION    III. 

THÉORIE  GÉNÉRALE  DU  MQUVEMENT 

SOIT  D'UN  SYSTÈME  DE  POINTS  MATÉRIELS, 

SOIT  D*UN  CORPS  SOLIDE  CONTINU,, 

EN  AYANT  ÉGARD  A  LEUR  ÉTENDUE 

ET    A    LEVB.    FORME, 

{  fiT  BN  SUPPOSANT  LEUR  FOKME  INVARIABLE. 


Obfevratipiia  prélimiDaires.  Principe  général  da  mourement  applicable  j  (ui* 
exceptioD ,  h  tous  Ie«  problème*  de  Dynamiçpe. 

loSâ.tlAi  intrpduit  successivement!  danq  les  leçons  de  dynamique  qui 
précèdent ,  le^  notions  et  les  propriétés  abstraites  qu'on  peut  regarder 
commp  les  matériaux  priniiti&  de  la  science  de  l'équilibre  et  du  mou- 
vement ,  à  l'exception  de  deux ,  qui  sont,  Véten'due  et  Xajîgurej  il  est 
temps  d'ajouter  ces  deux  propriétés  à  celles  que  j'ai  employées  jusqu'à 
présent  ;  de  nouvelles  combinaisons ,  qui  peuvent  être  variées  à  l'infini  , 
vont  Fournir  matière  à  des  recherches,  souvent  difiliciles,  mais  toujours 
intéressantes  et  utiles. 
Je  suivrai ,  en  traitant  du  mouvement  des  corps  ou  systèmes  de  corps, 
I  36 
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étendus  tK  figurés  f  le  même  plan  d'exposition  auquel  j'ai  assujéti  la 
théorie  de  S'équilibre  de  ce»  corps ,  en  considérant  d'abord  la  forme 
comme  invariable  f  et  supposant  ensuite  qu'elle  peut  varier  sous  di  - 
verses  conditions  ;  les  questions,  relatives  à  cette  dernière  hypothèse, 
constituent  l'objet  spécial  de  la  quatrième  section ,  mais  je  traiterai 
quelques  problèmes  qui  s'y  rapportent,  dans  les  premiers  chapitres  de 
la  présente  section  ,  afin  de  familiariser  les  élèves  avec  l'usage  du  prin- 
cipe général  du  mouvement. 

Je  m'attacherai  à  bien  faire  concevoir  aux  élèves  la  marche  générale 
de  raisonnement  et  d'analyse  qu'il  faut  suivre  dans  les  études  nouvelles 
auxquelles  nous  allons  nous  livrer  ;  ils  devront ,  d'ijsord  >  revoir  ce  que 
j'ai  dit  précédemment  (première  partie  du  cours)  sur  les  systèmes  éten- 
dus ^  en  général,  et  sur  les  équations  de  conditions  auxquelles  leurs 
formes  sont  assujéties,  après  quoi  ils  donneront  une  attention  particu  - 
lière  au  principe  fondamental  dont  je  vais  faire  l'exposition  et  qui  est 
applicable,  sans  exception,  à  tous  les  problèmes  de  dynamique. 

io36.  Quels  que  soient  la  figurp  (variable  ou  non),  l'étendue  et  le 
mouvement  d'un  corps  ou  d'un  système  de  corps,  la  vitesse,  désignée 
par  n  ,  de  l'un  quelconque  des  points  matériels,  désigaé  par  m ^  de  ce 
corps  ou  de  ce  système,  doit  être,  à  un  instant  déterminé,  modifiée  par 
deux  causes ,  savoir  :  i  ".  Far  l'action  d'une  force  (  la  résultante  de  toutes 
celles  qui  sont  censées  appliquées  k.  la  masse  m)  agissant  dans  une  di  - 
rection  qu'il  faut ,  en  général ,  supposer  différente  de  la  direction  de  Uj 
et  qui  est  capable  d'imprimer  à  m  une  vîtesse  finie  ou  infiniment  pe- 
tite, désignée  par  a ,  2°.  par  la  liaison  du  point  matériel  m  aux  autres 
points  matériels  du  système. 

Composant  les  quantités  de  mouvement  um  et  tom  en  une  seule  rm^ 
celle  quantité  de  mouvement  sera  celle  qu'acquererait  la  massé  m  j  dans 
une  direction  dépendante  des  directions  et  des  valeurs  de  u  et  de  efj  si 
cette  masse  était  libre  ou  sans  liaison  avec  d'autres  masses  ;  mais  par  l'ef- 
fet de  la  liaison  des  parties  du  corps  ou  du  système,  la  masse  m  acquiert, 
au  lieu  de  rm^  résultante  de  um  et  tamj  une  quantité  de  mouvement, 
désignée  par  f/n^  dont  la  valeur  et  la  direction  dépendent,  d'une  part, 
d«  valeurs  et  des  directions  de  um  et  de  am,  et,  de  l'autre  part, 
du  mode  de  liaison  des  points  matériels  qui  composent  le  système,  et 
des  mouvements  de  ces  autres  points. 
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Or,  quelque  soit  la  loi  de  cette  dépendance,  on  peut  toujours  ima- 
^□er  une  quantité  de  mouvement  Itm^  laquelle  composée  avec  cm  ^ 
donnerait  rm  pour  résultante ,  de  telle  manière  que  cm  et  Itm  j  appli  - 
quées  dans  les  directions  qi/elles  doivent  avoir,  remplaceraient  les  quan- 
tités  de  mouvement  um  et  am  >  ou  leur  résultante  rm. 

On  a  donc,  pour  les  différents  points  matériels  m',  m" ,  etc.  du  corps 
ou  du  système,  des  couples  de  composantes 

ç'n^  ,  k'r^ }  ç"m"  j  ft"m"  etc. 
équivalentes  aux  quantités  de  mouvement 

u'tn' ,  ca'm' j  u"m"  ,  a?" m'' j  etc. 
mais,  par  hypothèse,  f'm'^  (>"/»"_,  etc.  sont  les  seules  qui  doivent 
avoir  lieu,  donc  les  autres,  savoir  Ic'm',  li"m" ^  etc.  se  détruisent  ou 
se  font  équilibre 

Ayant  les  expressions  analytiques  ,  connues  ou  inconnues  ,  de  k'm'j 
1i"m" ,  etc.;  on  pourra,  d'après  la  nature  du  système  et  les  principes  de 
la  statique  ,  énoncer,  par  un  nombre  convenable  d'équations,  les  con- 
ditions de  l'équilibre  entre  k'm' j  Vm" ,  etc.  ;  et  ces  équations  d'éqùî  • 
libre,  qui  renfermeront  les  inconnues  du  mouvement,  serviront  à.  en  dé- 
terminer tous  les  phénomènes. 

1037.  On  évitera  des  décompositions,  souvent  pénibles  et  embarras- 
santes, en  établissant  immédiatement  les  conditions  de  l'équilibre  entre 
les  quantités  de  mouvement 

u'm' ,  Gt'm' j  u"m"  j  <»"/»",  etc. 
prises  dans  les  directions  qu'elles  doivent  avoir,  et  les  quantités  de 
mouvement  qui  ont  Heu. 

^'m' s  ^"m"  s  etc. 
prises  dans  des  directions  contraires  à  celles  qu'elles  doivent  avoir.  £n 
effet ,  il  est  manifeste  que  si  les  quantités  de  mouvement  ç'm' ,  Q"n^* , 
etc.  qui  ont  lieu  étaient  détruites  par  des  quantités  de  mouvement  » 
égales  et  directement  opposées,  —  ç'm' ,  —  ^"m",  etc.  le  corps  ou  le 
système  serait  réduit  à  l'état  de  repos  ;  donc  les  quantités  de  mouve  - 
ment  u'm',  ca'm's  u"m"j  g/' m",  etc.  ,  tant  existantes  qu'imprimées, 
k  l'instant  où  nous  considérons  l'état  du  système,  seraient  détruites  « 
donc  il  doit  y  avoir  équilibre  entre  ces  dernières  et  les  quantités  de 
mouvement  —  p'm',  —  ^'nj' ,  etc. 
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Le  procédé  que  je  viens  d'indiquer,  ne  diffère  pas ,  dans  le  fond, 
de  celui  de  l'article  précédent,  ils  se  déduisent  réciproquement  l'un  de 
l'autre,  et  chacun  d'eux  n'est  que  la  conséquence  ,  différemment  énon- 
cée, des  mêmes  considérations  générales  sur  l'effet  de  la  liaison  des  par- 
ties d'un  système. 

io38.  J'ai  supposé,  en  énonçant  les  règles  précédentes,  et  afin  de  ne 
rien  omettre  de  ce  qui  constituait  l'état  de  mouvement  du  système,  qu'on 
faisait  entrer,  dans  les  équations  fournies  par  le  principe  général,  les 
vitesses  finies  actuelles  des  différents  corps  ou  points  matériels  de  ce 
système,  lesquelles  doivent ,  en  effet,  y  être  introduites,  et  s'y  conser- 
ver ,  lorsque  les  changements  instantanés  de  mouvement  en  dépendent 
ou  en  sont  fonction  ;  c'est  ce  qui  arrive  dans  les  phénomènes  du  choc 
des  corps  auxquels  nous  ferons  les  premières  applications  du  principe 
général.  Mais  lorsque  les  puissances,  qui  font  varier  les  mouvements 
des  points  du  système ,  sont  indépendantes  des  vitesses  actuelles  de  ces 
points,  les  inconnues  du  problème  peuvent  se  déduire,  d'après  le  prin- 
cipe généra] ,  des  équations  qui  expriment  les  conditions  d'équilibre 
entre  hsjbrces  motrices  imprimées  et  celles  qui  ont  lieu,  ces  dernières 
étant  prises  avec  des  sens  d'actions  opposés  à  ceux  suivant  lesquels  elles 
agissent  réellement  ;  il  est  évident ,  en  effet ,  que  si  on  faisait  agir,  en 
même  temps,  ces  deux  systèmes  àejbrces  motrices j  dans  les  directions 
que  je  leur  attribue,  aucune  variation  de  vitesse  n'aurait  lieu,  l'état  de 
mouvement  du  système  de  corps  ne  changerait  pas,  et,  qu'ainsi ,  les  con- 
ditions de  l'équilibre  existeraient  entre  les  deux  systèmes  de  forces.  Rien 
n'empêche  ,  cependant ,  qu'on  n'introduise  ,  si  on  le  veut ,  les  vitesses 
finies  actuelles  dans  les  équations  d'équilibre ,  mais  elles  s'éliminent 
d'elles-mêmes  dans  les  réductions  des  expressions  analytiques,  et  j'en 
donnerai  un  exemple. 

Nous  voilà  en  possession  d'un  principe  applicable  aux  changements 
instantanés  quelconques,  finis  ou  infiniment  petits,  qui  peuvent  avoir 
lieu  dans  le  mouvement  d'un  système ,  au  moyen  duquel  nous  pourrons 
•  toujours  ramener  les  cas  du  mouvement  à  des  cas  d'équilibre.  En  com- 
binant ce  principe  avec  celui  des  vitesses  virtuelles j  il  n'est  aucun 
problème  de  dynamique  qu'on  ne  puisse  mettre  en  équation ,  et  sous  ce 
point  de  vue ,  la  science  du  mouvement,  comme  celle  de  VéquHibref 
ne  laisse  rien  à  désirer. 
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Exetnplei  de  l'application  du  principe  général  du  mouvement,  au  choc  dei 
corps  jouissant  d*uti  degré  quelconque  d'élasticité. 

loSç.  Je  vais  faire  une  première  application  du  principe  général  du 
mouvement  aux  problèmes  fondamentaux  résolus  article  768  et  suivants. 
Ces  problèmes,  se  rapportent  aux  phénomènes  du  choc  de  deux  points 
matériels  qui  se  meuvent  sur  une  même  ligne  droite  ;  leurs  distances 
sont ,  en  général ,  variables ,  soit  avant  soit  après  le  choc ,  mais  le  cas 
de  la  parfaite  dureté,  peut  être  ramené  à  celui  des  systèmes  de  forme 
invariable ,  en  supposant  que  les  corps  sont  en  contact  au  moment  où 
on  leur  imprime  les  vitesses  en  vertu  desquelles  ils  doivent  agir  l'un 
sur  l'autre,  pour  prendre,  après  ces  actions  réciproques,  une  vitesse 
commune.  On  y  ramène  aussi ,  fort  aisément ,  comme  on  le  verra  ci  - 
après,  le  cas  de  l'élasticité  de  degré  quelconque. 

Soient,  comme  aux  articles  768  et  suivants,  M'  et  M"  les  masses 
de  deux  corps,  ou  points  matériels  parfaitement  durs,  qui  se  meuvent, 
sur  une  même  ligne  droite ,  avec  des  vitesses  respectives  ^'  et  +  P"'  de 
manière  à  se  rencontrer,  les  quantités  de  mouvement  P^M*  et  +  P^'M" 
étant  supposées  telles  que  la  vîtesse  commune  v,  après  le  choc,  ait 
lieu  dans  le  sens  de  V.  Si  on  suppose  que  les  deux  corps  soient  en  con- 
tact au. moment  oîi  ils  reçoivent  les  vitesses  V  et  V" ,  ce  qui  ne  change 
rien  au  problème  et  aux  conséquences  à  tirer  de  sa  solution ,  on  a 
article  io36,  u'=o,  u"=oi  c^=V  jg/'=V"  j  ^' =  ()"=:(/ et  d'a- 
près le  principe  général ,  article  loSy,  l'équilibre  devra  exister  entre  les 
quantités  de  mouvement  VM^,  +  W'M" ,  — ■  vM' ^  —  9M" ^  ou  leurs 
équivalentes  {V — v)M' ,^X{^F" — v^M" j  les  mouvements  ayant 
Heu  sur  une  même  ligne  droite,  ce  qui  donne,  article  766,  l'équation 
(  V—  c)  A/'+  ( ±  V"—  v) M"^ o ,  d'où  l'on  déduit  celle  de  l'art.  758. 
1040.  On  a  vu,  article  76a  que  cette  équation  avait  lieu  entre  deux 
corps  jouissant  d'un  degré  quelconque  d'élasticité,  avant  que,  par  l'effet 
de  cette  élasticité,  les  corps  se  séparassent;  ils  ont  donc ,  au  moment 
où  cet  effet  se  produit,  une  vîtesse  commune,  et,  d'après  ce  qui  est 
txpliqué  aux  articles  76a  et  768,  chaque  corps,  en  vertu  de  son  élas- 
ticité, a  une  tendance  k  s'éloigner  de  l'autre  avec  une  vîtesse  égale  .à 
la  partie  de  la  quantité  de  mouvement  qu'il  a  perdue,  en  le  choquant, 
divisée'  par  sa  masse ,  et  dont  le  rapport  à  la  quantité  totale  a  été  sup  • 
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posé  celui  de  n  :  i ,  le  nombre  n  étant  <^  i  ;  on  a  donc ,  en  considé  - 
rant  isolément  le  corps  M',  au  moment  oii  l'élasticité  produit  soneflTet, 
faisant  attention  que  la  quantité  de  mouvement  consommée  par  ce 
corps  dans  le  choc,  laquelle  peut  être  considérée,  en  ce  moment,  comme 
une  impulsion  qui  tend  k  lui  donner  un  mouvement  rétrograde ,  est 
Jif  (F' —  c),  on  a,  dis-je,  u=^fj  *»  =  —  n  {F' — v)j  p  =  /  (Je  dé- 
signe par  /j  comme  aux  articles  cités,  la  vitesse  finale  de  M')  et, 

d'après  l'article  1037,  on  obtient  l'équation  d'équilibre 

—  JfZ  +  Jtf'»'  —  M'n(F^ — f)  =  o,  de  laquelle  on  déduit  la  première 
équation  (i)  de  l'article  j63. 

On  a,  pour  le  corps  M"j  que  l'impulsion  représentative  de  l'effet  de 
l'élasticité,  pousse  dans  le  sens  suivant  lequel  le  mouvement  actuel  du 
système  animé  delà  vitesse  c^  a  lieu,  «=:*»,(»  =  «  (v'^p^'),  p-=-w' 
(Je  désigne  par  W ,  la  vitesse  finale  de  Jlf")  ce  qui  donne  l'équation 
d'équilibre  —  M"v/ -k-  vM"  +  M"n{v'^V")  =  o ,  ou  la  seconde  équa- 
tion (i)  de  l'article  768. 

On  remarquera  que  les  raisonnements  fondés  sur  l'hypothèse  du  plan 
mobile ,  des  articles  760  et  762 ,  reviennent ,  au  fond ,  à  ceux  que  nous 
venons  de  faire  immédiatement  d'après  le  principe  général  du  mouve- 
ment, et  conduisent  aux  mêmes  équations  d'équilibre  obtenues  dans  le 
présent  article  et  dans  le  précédent.  Les  questions  que  nous  allons  trai- 
ter «  feront  sentir,  plus  particulièrement,  le  grand  avantage  qu'a  l'em- 
ploi du  principe  général ,  sur  les  divers  artifices  de  raisonnement  dont 
pn  peut  s'aider  pour  les  solutions  des  problèmes. 

Mouvement  de  deux  corps  posés  sur  deux  plans  inclinés  adossés,  en  suppo" 
rant  que  l'un  d«  ces  corps  ,  qui  descend,  détermine  l'ascension  de  l'autre, 
par  l'intermède  d'un  treuil,  et  en  ayant,  ou  non ,  égard  au  frottement. 

1041.  Je  vais,  pour  donner  un  second  exemple  de  l'application  du 
principe  général  du  mouvem«it ,  résoudre  le  problème  des  articles  783 
et  suivants ,  en  substituant ,  pour  rendre  la  solution  plus  générale ,  k  la 
poulie  sur  laquelle  passe  le  fil  qui  unit  les  deux  corps,  un  treuil,  dont 
l'axe  horizontal  serait  parallèle  à  la  ligne  d'intersection  des  deux  plans, 
le  corps  m'j  qui  par  son  mouvement  de  descente  détermine  l'ascen- 
sion du  corps  m" j  étant  attaché  au  fil  enroulé  sur  la  roue  du  treuil, 
fapdis  i)Me  le  fil  qui  tiept  le  corps  m"  s'enroule  sur  l'arbre.  On  »jppose 
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d'ailleurs  le  système  disposé  àe  manière  que  chaque  fil  suit  parallèle  au 
plan  sur  lequel  se  meut  le  corps  que  tient  ce  fil ,  on  n'a  aucun  égard  aux 
déviations  latérales  dues  aux  enrou]«nents  et  aux  déroulements ,  et  les 
masses  des  fîls  et  da  treuil  sont  censées  n'avoir  pas  une  influence  sensible 
sur  le  mouvement. 

Désignant  par  A  et  a,  respectivement ,  le  rayon  de  la  roue  du  treuil 
et  celui-de  l'arbre,  et  conservant  d'ailleurs  la  notation  des  articles  cités, 
je  remarque  qu'après  le  temps  ij  la  vkesse  du  corps  m"  ne  sera  pas  f 

comme  celle  du  corps  m'j  mais  —j  c  j  h  (x  même  instant ,  le  corps 

m'j  animé  de  la  vUesse  Vj  éprouve,  en  outre,  de  la  part  de  la  pesan- 
teur, une  action  qui,  s'il  n'était  pas  l\ék  l'autre  corps,  ajouterait,  dans 
le  sens  de  son  mouvement  actuel ,  à  sa  vitesse  fj  une  vitesse  élémen  - 
taire  gdl  sin.  Û' j  ensorte  que,  sans  cette  ci-rconstance,  la  vitesse  fdevien" 
drait  v+gd£  sin.  û'j  mais,  k  cause  de  la  liaison  des  deux  corps, 
l'incrément  eflectif  dp  diffère  de  l'incrément  hypothétique  gdi  sin.  û*. 
Pareillement,  sans  la  liaison  àtmt  je  viens  de  parler,  la  vîtesse  ac- 
tuelle —  c ,  de  M",  deviendrait  — r-  v  —  gdi  sin.  0",  et  sa  variation 
A  A 

réelle  est  une  quantité  élémentaire  ---  dv  différente  de  gdt  sin.  0" , 

soit  par  la  quantité  soit  par  le  signe. 

Ainsi',  d'une  part ,  les  quantités  de  mouvement ,  tant  actuelles  qu'im- 
primées, au  bout  du  temps  t  ^  sont,  pour  le  corps  m' ^  m'  {y-^gdtiva.  ff). 

et  ,  pour  le  corps  /»"_,  m."  I    -—  v  —  gdtsxn.  û"  1, 

D'une  autre  part  les  quantités  de  mouvement  qui  auront  effective- 
ment lieu,  eu  égard  à  la  liaison  des  parties  du  système,  seront  m'  {y+dv), 

—-  m"  iy-^dv),  et,  d'après  le  principe  général,  article  1087,  ces  der- 
nières ,  prisés  dans  un  sens  contraire  à  celui  de  leurs  actions  réelles  , 
doivent  faire  équilibre  auz  premières,  et  les  conditions  de  cet  équilibre, 
d'après  le  mode  de  composition  du  système  et  les  principes  posés  dans 
la  première  partie  du  cours,  s'énoncent,  articles  368  et  suivants,  par 
une  équation  unique  exprimant  l'égalité  à  zéro  de  la  somme  des  moments 
par  rapport  à  l'axe  fixe ,  on  a  donc ,  en  faisant  les  réductions  relatives 
aux  termes  qui  se  détruisent,  lesquelles  réductions  font  disparaître  les 
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termes  renfermant  la  vitesse  finie  actuelle  Vj  ainsi  que  cela  doit  être, 

article  io38,, 

jim'{gdt9ia.  ff — dv)  —  am"\  gdts\u.Û"'\-  —-r-  </c  J  ===  o 

d'oïl  on  déduit  la  valeur  suivante  de  \z  force  accélérMtrice  du  corps  m'. 
dv  Ag{Am'  sin.  ff —  are'^  sin.  ff'') 

"dt  A»m'-k-a^m" 

la  force  accélératrice  du  corps  m"  étant  égale  au  produit  de 
"'  *  *  1  celle  qu'on  vient  de  trouver  par  le  nombre  —r- ,  c'est-à-dire 

ayant  pour  valeur  C  La  riteue  de  m'  ctt 

dt/  ag(Am'%va..ff — am"sm.ff')  <,,,     ,  ,      a 

hr  =       ■  A-^'+a'^' ^f ""«"^  f"  ''^  Â" 

1041.  Si  on  imagine  un  point  placé  à  l'unité  de  distance  de  l'axe  du 
treuil >  et  lié  à  ce  treuil,  de  manière  à  avoir  un  mouvement  de  rotation 

commun  avec  lui ,  la  vîtesse  du  point  dont  il  s'agit  sera  —  ou ,  et 

t         ,                          .                             ,       ei(Am' %.ff —ait^"  ^.ff'") 
au  boutdutemps/cptte  vitesse  aura  pourvaleur^-i — ; tj i- 

la  vîtesse  initiale,  ou  correspondante  à  2:=  o  étant  supposée  nulle  ;  c'esç 

à  l'égard  du  treuil ,  l'expressipif  de  ce  que  nous  avons  appelé ,  article 

897  ,  vitesse  angulaire  }  \Ajbrcp  accélératrice  angulaire  se  déduit 

de  l'uneou  l'autre  des  équations  (i),  en  divisant  chaque  membre,  ou  par 

■  .  1  g  (Am'  sin.  ff —  am"  sin.  ff')      , 

A  ou  par  a ,  et  a  pour  valeur,  -S-i , — - — ; 77 —  c  cst- 

^         ^  r  A^rn'  +  a^m' 

à-dire  la  somme  des  moments  des  forces  motrices  imprimées,  divisée 

par  la  somme  des  produits  qu'on  obtient  en  multipliant  chacun  des  corps 

ou  points  matériels  m'  et  m"  par  le  quarré  de  la  distance  à  laquelle  il 

se  trouverait  de  l'axe  du  treuil,  si  il  était  posé  sur  ce  treuil,  au  point 

d'où  s'échappe  la  corde  qui  le  tient  attaché.  Ces  expressions  seront  bieur 

tôt  présentées  sous  un  point  de  vue  beaucoup  plus  général. 

1043.  Si  on  suppose  que  les  corps  m'  et  m"  exercent  sur  leurs  plan? 

respectift  des  frottements  proportionnels  aux  pressions  normales ,  ces 

flottements  devront,  conformément  aux  explications  données  dans  U 

quatrième  section  de  la  première  partie,  étre^  cpmpneà  l'article  785, 

assimilas 
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assimilés  k  des  forces  ayant  pour  expressions///»'^  cob.  fi'jj't»"g  €08.  â"j 
(y étant  U  tangmte  de  l'angle  du  frottement,  ou  le  rapport  du  frot- 
tement k  la  presàoii),  dont  l'eflet  serait  de  diminuer  les  Tit«sses  actuelles 
p  et  t^,  et,  en  conséquence  ii  faut ,  aux  quantité  de  mouvement,  tant 

actuellesqu'inïprimées,m'(i'+^*i>»in.^)etOT"|  -r^  v — gd/s'm.û"  \ 
•ub8tituer/n'lc+^rf/(8.^— /c.^)|  et/ra"5-l  »— £ï//(s.^'+/c.é?")[, 

et  on  aura  les  valeurs  de  —j—  et  — -j — -applicables  au  cas  dont  il  s'agit, 

en  remplaçant  simplement,  dans  les  équations  (i)  de  l'art.  i04i,sin. ^ 
par  sin.  û' — ^ycos.  S'  et  sin.  (?"  par  sin.  d"-^fco%.  0". 

1044.  Laforce  accélératrice  étant,  pour  chacun  des  cas  examinés  dans 
les  trois  articles  précédents,  égale  au  produit  de  la  force  accélératrice 
gf  due  à  U  pesanteur,  par  une  quantité  constante,  le  mouvement  est 
uniformément  varié,  et  le»  phénomènes  de  ce  mouvement  se  détermi- 
neront en  substituant ,  dans  les  formules  données  art.  6^  et  suivants , 
à  gj  le  produit,  de  cette  quantité  g,  par  la  constante  dont  nous  venons 
de  parler, 

MoureiDflBt  de  deux  corpi  pétants  >u«peDdus  rêspsctiretnent  à  U  roue  et  à 
l'arbre  d'un  treuil ,  en  ayant  égard  à  la  nauedu  treuil  et  à  celles  des  cordci. 

.1045.  Le  problème  dont  je  vais  donner  la  solution,  dans  ce  chapitre, 
fournira  aux  élèves  un  sujet  (Pexercice  fort  instructif,  et  les  conduira  k 
des  résultats  extrémerhent  utiles  par  les  conséquences  qu'on  en  tire. 

L'axe  horizontal  d'un  treuil  ayant  une  position  fixe,  et  la  machine 
pouvant  tourner  librement  autour  de  cet  axe,  deux  cordes  pesantes,  dont 
l'une  s'enroule  autour  de  la  roue  et  l'autre  autour  de  l'arbre,  tiennent, 
respectivement,  suspendus  deux  c^ps  pesants,  m'  et  m"f  tes  masses  de 
ces  corps  et  leurs  distances  ,  au  plan  vertical  passant  par  l'axe ,  étant 
telles  que  le  corps  m'j  suspendu  k  la  roue,  est  prépondérant,  et  déter< 
mine  ,  par  sa  descente  ,  l'ascension  du  corps  m"  suspendu  à  l'arbre.  Or 
le  poids  de  la  partie  verticale  de  la  corde ,  qui  lient  le  corps  m'  auspen* 
du  ,  s'ajoute  .au  poids  de  ce  corps  pour  faire  monter,  tant  Je  corpai^'j 
que  la  partie  verticale  de  corde  qui  le  tient  suspendu  k  l'arbre;  les'lp^t- 


Digitizeaby  Google 


■spo  Dynamique  iLéMEHTAiRC. 

gueurs  et  tes  poids  de  ces  parties  verticales  varient  continuellement  j  et 
des  portions  de  corde,  enroulées  sur  la  roue  et  l'arbre >  fournissent  des 
moments  par  rapport  à  l'axe  ;  enfin  la  masse  du  treuil  et  des  cordes 
qui  l'enveloppent,  consomment,  pour  leur  mouvement  de  rotatipn,  une 
certaine  quantité  de  force  motrice. 

Il  s'agit  d'avoir  égard  à  ces  diverses  circonstances  dans  la  détermina- 
tion des  phénomènes  du  mouvement ,  et  )e  vais  d'abord  donner  des  signes 
aux  quantités  qui  entreront  dans  le  calcul. 

1046.  Masse  suspendue  à  la  roue,  et  qu'on  suppose  prépondé- 
rante, représentée  par _  a^ 

Masse  suspendue  à  l'arbre  et  dont  m'  détermine  l'ascension , 

par  son  poids ti^' 

Masse  de  l'unité  de  longueur  de  la  corde ^ 

Masse  d'une  des  molécules,  soit  du  treuil ,  soit  des  parties  de 
cordes  enroulées  au  premier  instant  du  mouvement ,  laquelle 
masse  est  censée  variable  d'un  point  k  l'autre  du  système    .    .    .    dm 

Distance  de  la  molécule  dm  à  l'aie  du  treuil p 

Rayon  de  la  roue -    .    .    .    R 

Rayon  de  l'arbre r 

lorsque /^o a 


Diitance  au  plan  [  f   lorsque /  =  0     .      . 

horizontal    pastant  I  °"  ^°^  ™   1   au  bout  du  temps  t 


par  l'axe  commun 

de  la 

l'arbre. 


delà   roue    et  de      ...__,„«(   "0'^"^'  =  <» "* 

ducorpsm   ^  ^^  bout  du  temps  *   .   .   ^-Z-, 


R 


Longueur  absolue  de  Tare  décrit,  depuis  l  (je  la  roue   .    .  R(anjr'+esi\ 
le  commencement  du  raouTement,par  un  de*  i 
points  de  la  circonférence.  (  de  l'arbre    .    .    r(3.n^+C3) 

jr  est  la  demi-circonférence  dont  le  rayon  =  i  ;  n  est  le  nombre  de 
circonférences  entières ,  et  o  la  portion  de  circonférence ,  rapportée 
au  rayons  I,  qu'il  faut  ajouter  k  in^pour  avoir  l'angle  total  décrit 
par  le  point  dont  il  s'agit.  On  placera  l'origine  de  0  à  l'extrémité  da 
diamètre  horizontal  de  la  roue ,  du  coté  du  corps  m'^  et  les  a  positif 
seront  comptés  dans  le  \txA  du  mouvement  de  rotaticm  de  cette  roue. 

■    Temp9 t 

Vitesse  du  corps  m'  wl  bout  du  temps  t, c 

Force  accélératrice  de  la  pesanteur g 


Digitizeaby  Google 


Section  troisième.  291 

Je  suppose,  pour  plus  de  simplicité  et  pour  fixer  les  idées ,  qu'on  a, 
au  premier  instant  du  mouvement, /=o,  c^o,  5  =  0  et  que,  de  plus,    ^ 
à  ce  premier  instant,  il  y  a  un  nombre  exact  de  circonférences  de  cordes 
enroulées  sur  la  roue  et  une  demi -circonférence  enroulée  sur  l'arbre  au- 
dessus  du  plan  horizontal  passant  par  l'ase. 

Au  bout  du  temps  t^  toutes  les  parties  du  système  ont  difït-renles  vi- 
tesses, dont  les  rapporte,  avec  la  vitesse  v  du  corps  m' ^  se  dcduisent 
du  mode  de  composition  de  ce  système,  et  qui  sont  modifiées  par  la 
pesanteur,  laquelle  tend  à  imprimer  aux  points  matériels  animés  de 
ces  vitesses  ,  des  quantités  de  mouvement  élémentaires  savoir, 

I*.  Corps  wï'et  masse^  (a+s)de  la  partie  ver- 
ticale de  la  corde  k  laquelle  il  est  suspendu    .    .    gdi\m'+f*(a+s)\ 

a".  Corp8OT"et  masse ^1  i- ^  z  j  de  1»  par- 

tiererticale  delà  corde  à  Iaq^eneilestsuspendu.^i^/<W-|-/<(  3 — -i  H 

3".  Masse  du  treuil  et  parties  de  cordes  enrou' 
lées  sur  un  nombre  exact  de  circonférences ,  pour 
ce  qui  copceme  la  roue,  et  auxquelles  il  faut  ajo)i- 
ter,  pour  ce  qui  concerne  l'arbre,  la  demi-cipr 
conférence  enroulée  ap  premier  instant  du  mou- 
vement, le  tout  formant  uo  système  sur  lequel  les 
actions  de  la  pesanteur  s'annulient  réciproque - 
nient,  ou  qui  peut  être  regardé  comme  non  pesant,    .,..,.  ^éro, 

4".  Longueur  R  (ajr — ca)  de  corde  enroulée 
Hurla  roue,  et  Défaisant  pas  partie  de  celle  qui  est 
enroulée  sur  un  nombre  cXAçX  de  circonférences.  .  .  gdt.BftX^sr-~r'f»y 

5*.  Longueur  rea  de  corde  eproplée  sur  l'arbre 
et  se  trouvant  dans  le  même  cas  que  la  précédente, 
quant  aux  circonférence^  entières  et  à  la  demi  • 
circonférence  initiale. gdt.rttai 

Les  q'uantités  de  mouvement  élémentaires  qui  ont  lieu,  et  en  vertu 
desquelles  se  produisent  les  variations  elfectives  de  vitesses ,  sont  : 

i**.Cbrp8ffi'el  masse /i(<a-i- a)  delà  partie  ver7 
ticale  de  la  corde  à  laquelle  il  est  suspendu.    ,    .    .   \in''\-ft{a-{-z)\dv 

^".  Corps  m"  et  masse  ul  ù^ — —a  I  de  la  par- 

V  R    J  (  /       r  Wr 

lie  verticale  delà  corde  à  laquelle  il  est8uspeadu.-j/n"-f-/<|  ^<^o'  IfÂ'^" 
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3°.  Masse  du  treuil  et  des  parties  de  corde  qui 
•e  trouvaient  enroulées  au  premier  instant  du 
mouvement,  en  supposant  que  cette  masse  n'ait 

pas  varié.  Si     *1    dvdm   I  qu'on  peut  mettre 

dv 

sous  la  forme  ~-^  X(p^/n),1ad)fFérentie)le(/»'^ 

qui  se  rapporte  au  temps,  et  qui  est  une  quantité 
commune  à  tous  les  éléments  de  masse  i^m,  pou- 
vant être  mise  hors  du  signe  2?,  qui  se  rapporte 
à  la  composition  géométrique  et  physique  du 
Système. 

Cette  intégrale — =-  2  (pdm)  doit  être  dimi- 
nuée de  la  quantité  ft  R  (2  n  ar+a)  dvj  et  aug- 


pectivement,  pour  la  partie  de  corde  qui  s*«t 
déroulée  de  la  roue,  et  pour  celle  qui  s'est  en- 
roulée sur  l'arbre;  et  on  a  pour  cette  partie  des 
quantités  élémentaires  de  mouvement  imprimées 


En  vertu  du  principe  général,  les  conditions  de  l'éanilibre  doivent 
exister  entre  tes  quantîti-s  élémentaires  de  mouvement  imprimées,  et 
celles  qui  ont  lieu ,  ces  dernières  étant  supposées  agir  dans  des  sens 
contraires  k  ceux  de  leurs  actions  effectives.  Or,  d'après  la  nature  du 
système,  ces  conditions  sont  renfermées  dans  une  seule  équation  énon- 
çant l'égalité,  à  zéro,  de  la  somme  des  moments  prise  par  rapport  k 
l'axe  de  rotation.  Je  vais,  d'abord,  chercher  les  moments  de  quantités 
de  mouvement  élémentaires  gdl  Rft  (a^ — »)  etj  dt  rfto. 

Les  arcs  R  (s^ — ci>)  et  na  ont  chacun  une  de  leurs  extrémités  dans  le  plan 
horizontal  passant  par  l'axe,  et  leurs  cordes  ont  pour  valeurs  respectives. 
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a  /îsin.  — el  arsin.».  Le  centre  de  gravité  de/f(a«'~i»)est,wt.  Zoo, 

Aa«sin.—         a/fsiij 

a  3 

&  une  dietance  de  l'axe  de  la  roue  égale  à  -s-t — — — ■ — ;  ou  à 

°  /(  (a^ — ■«)  2  JT — a 

et  ce  centre- étant  placé  sur  un  rayon  qui  fait,  avec  rhorizon,  un  angle 
=  i.^ajr — a),  sa  distance  au  plan  vertical  passant  par  l'axe  de  ro- 

a/îsm.— .COS. 2«sin. — cos. — 

a  a  a        a  Tîsin.o' 

tationsera — • ,  ou —        '  ■    '  ■'  ,  ou — 

3  jT —  fo  a  JT — '  t»  a  JT —  a 

at  le  moment  de  la  quantité  de  mouTemcnt  élémentaire ^(//iî/i(ajr—<o) 

sera — gdt.Bfi  (ajr — a) '—  ,  ou — ^^/./î»y<sin.  o,on  trouvera, 

par  un  raisonnement  et  un  calcul  semblables,  que  le  moment  de  la  quan- 
tité de  mouvement  élémentairejg'(^*./'^(a,  a  pour  valeur  ^A./*^  sin.  a». 
D'après  là  manière  dont  la  question  est  posée,  et  d'après  les  don- 
nées initiales,  le  moment  de  la  quantité  4e  mouvement  élémentaire 
gdt  {  m'  +  /£  (a  +  2}  {  étant  pris  positivement ,  la  somme  des  deux 
moments  qu'on  vient  de  trouver  doit  être  Bëgative  ou  positive,  respec- 
tivement, suivant  qu'on  aurafi)<^ouo>jT,  et,  de  plus,  mille  dans 
le  cas  de  Bssrj  ces  conditions  sont  évidemnnent  satisfaites  par  la 
valeur  — ^(fl* — '*)  gdt  sin.  »;  mais,  vu  l'égalité  des  longueurs 

s  ctit  (aii«'+o)et  dessinusdesarCBan;*+oet*»,ona8in.«>=aBin.  — , 

en  prenant  sin.-^  positivement  si  sJjtR^,  ou  négativement  si  t^/R^i 

et    la   somme    des    deux    moments    ci  -  dessus    déterminés    devient 

— ^(/î>— r»)^rf/sin.-^. 

1047.  Ainsi  l'équation  d'équilibre  à  poser  en  vertu  du  principe 
général  et  d'après  la  nature  du  s^téme  sera 
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edl  r«|».'+/<(a+j)|— r|m"+/.^i  —  X')}] 
— ^<if. /<(«>— ^)sin.-i. 

— <i.'rii|m'+/<(<i+i)U  -ji"" +''(*— X')  n 

tirant  la  valeur  de-^~,  réduisant  et  faisaat>  pour  abr^er 
at 

m'-\-fia^p'\m"-^ftè^p''i^ — ■^^  =  h\  {R*  —  r*)  ^  n*  on  a 
g\Rp'^rp"-Vfi(fss  —  n^  *'°"S')| 

telle  est  l'expression  de  la  force  accélératrice  de  /r/^  qui  n'est  variable, 

qu'à  raison  du  terme  ^(^£ — n'sin.-^),  ou  de  l'introduction  du  poids 

de  la  corde  dans  le  calcul ,  le  terme  S  (f>*dm),  qui  se  rapporte  h  la 
masse  du  treuil,  exprimant  une  intégrale  définie j  ou  une  quantité 
déterminée  et  constante.  Ainsi  lonque  le  poids  ft  de  l'unitë  de  longueur 
de  la  corde  sera  très-petit,  le  moMvement  pourra  être  considéré  comme 
un  mouvement  uniformément  varié ,  même  en  ayant  égard  au  poids 
du  treuil. 

1048.  Multipliant  le  premier  membre  de  l'équation    (j4)  par  v  et 

le  secAid  membre  par  la  valeur  ■  *  de  f^  intégrant  et  déterminant  la 
constante  dans  l'hypothèse  des  valeurs  simnltanées  i's=o,«aeo,  on  a 

Si  on  néglige  le  terme  multiplié  par  fi,  la  vitesse  v  sera  proportionnelle 
k  la  racine  carrée  de  t'espace  4  parcouru  par  le  corps  P, 
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1049.  ^1  mettant  l'équation  (J)  sous  la  forme 

Jv      tiw        .  ■       * 

en    voit   que ,  depuis  la   valeur    2  =  2  il  a  ^ ,   jusqu'à  la   valeur 
s  =  /I(^+2njr),  la  quantité^.sin.  —  dont  le  maximum  répond  à 

«=:iî(i-^4.an^),  est  continuellement  sou3tractive,sin.^  ne  cessant 
pas  d'être   positif  entre  ces   deux  limites  ;  d'oîi   il  résulte ,    quant 


continuelle  de  vitesse»  commençant  à  la  première  limite,  et  atteignant 
son  maximum  h  la  seconde. 

Des  effets  absolument  contraires  ont  lieu  depuis  lalimiteï={jr+a«^/t 
ju3qu'àlatimite2:=(£^+an^/T,lesdiminutions  tant  de  la  force  accéléra- 
trice que  de  la  vitesse  se  changeant  en  accroissements,  parce  que  entre  ces 

limites  sin  —  est  négatif,  ce  qui  rend  additif  le  terme  ^  sîn.-^de  sous* 

tractif  qu'il  était. 

Ces  résultats  peuvent  aussi  se  déduire  tant  de  Texamen  des  positions 

des  portions  de  cordes  enroulées  qui  donnent  le  terme  j4  ^^"•-^  i  4"^ 

du  mode  de  variation  du  terme  Rn*  |  i — cos.  —  |  de  réqaation(fi), 

lequel,  k  partir  de  sa  valeur  zéro,  qui  a  lieu  lorsque  »=a/î/i«',  va 
continuellement  en  croissant  depuis  cette  limite  jusqu'à  la'  limite 
a=/ï(jr+2n;T) ,  après  quoi  il  diminue  depuis  celle-ci,  jusqu'à  la 
limite  2^^(a;r-t-An;r). 

io5q.  J'ai  introduit,  dans  t'analyse  du  problème  que  jeviens  de 
résoudre,  les  poids  des  fractions  de  circonférences  de  cordes  qui  four- 
nissent des  moments  par  rapport  à  l'axe,  afm  d'en  rendre  l'étude  plus 
utile  aux  élèves,  mais,  les  poids  de  ces  portions  de  cordes  ont,  en  géné- 
ral ,  une  si  petite  influence  sur  le  mouvement,  qu'on  peut  les  négliger 
sans  erreur  sensible  ;  dans  ce  cas  la  valeur  de  la  vitesse  prend  la  forme 
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,_  ^s  '^^ 

vs=iyBx-^Cx*=>  -5 — d'où  on  déduit  di:=  ^-^ =  >■ 

a/  "  ai-\-  Ci* 

intégrant  cette  équatiotl  et  déterminant  la  Constante  par  la  condition 

des  Valeurs  simuttaaées  /  =  o  et  s  =  o. 

(3) . . .  ,Kc  =  i„g.[£±îl£d±^I(S±£aL] 

{Voyez  ie  calcul  intégral  de  Lacroix,  article  i6a). 

Théorie  de  la  machine  d'Atwood,  tn  faisant  entrer  en  considéralion  la  masto 
de  la  corde  ou  du  fil  et  celle  de  la  poulie. 

io5i.  Après  avoir  donné,  art.  790  et  suivants,  la  théorie  de  l'iitilc 
et  ingéoieuse  machine  d'Atwood (*),  j'ai  fait  voir,  art.  Siaetsuivimts, 
comment  on  pouvait  l'employer  à  vérifier,  par  l'expérience,  les  prin- 
cipes généraux  de  la  Dynamique.  Il  est  convenable,  en  faisant  un  usage 
aussi  important  de  cette  machine,  de  ne  pas  laisser  le  moindre  sujet 

(*)  Je  croii  qu'il  est  convenable  de  faire  conuaitre  aux  élèvea  quelques 
particnlaritéa  de  la  vie  d'tra  homme  qui  a  enrichi  les  acienccf  physiques  et 
mathématiquei  d'une  inTenlion  également  curieuse  et  utile.  Yotci  sa  uofice 
biographique ,  extrait*  d'un  nouveau  Dictionnaire  Historique  y  dont  on  n'a 
"encore  publié  que  quelques  volumes  ; 

■  Atwood  (Geor^sJ  physicien  anglais,  né  vers  1745,  étudia  à  l'école  de 

■  Westpiinster  et  au  collège  de  la  Trinité  de  Cambridge ,  où  il  fut  ensaile 
a  professeur.  Le  célèbre  Fitt  ayant  assisté  à  un  cours  de  physique  qu'il  faisait, 

■  ccoçut  une  si  grande  idée  de  ses  talents,  qu'il  l'employa  dans  le  ministère 

■  des  finances,  f^e  ministre  lui  fit  obtenir  une  pension  qui  s'éteignît  à  sa  morl  , 
«  arrivée  en  1806,  un  an  avant  celle  d'Atwood.  Ses  ouvrages,  écrits  en  anglais, 
»  Sont:  Traité  sur  le  mouvement  rectiligne  et  Itt  rotation  des  corps,  avec  une 
m  description  <f expériences  relatives  à  ce  sujet,  1784.  On  lo  servit,  pour  ces 

■  expériences,  d'une  machine  très -ingénieuse  j  inventée  par  Atwood  ,  et  qui 

*  porte  son  nom.  On  la  trouve  dans  tous  les  cabinets  de  physique  ,  oit  elle 

■  sert  à  dénioirtrer,  par  expérience,  les  lois  de  U  chftte  des  corps.  «°  ^nMyse 
«  iun  cours  sar  les  principes  de  la  Physique  fait  à  Funiversité  dé  Cambridge, 
«  t«-8°.  I7B4>  L'auteur  ne  se  montre  pas  moins  savant  dans  cet  ouvrage  que 

•  dans  le  précédent,  S**  Recherches  /ondées  lur  la  théorie  du  mouvement  pour 
ft  déterminer  tes  temps  des  vibrations,  des  balanciers ,  des  horloges  dans  les 
«  Trens,  Philos,  et  analysées  dans  la  Biblioth.  Britt.  de  Genève,  tome  II  des 
«  Sciences  et  Arts.  B—r.  J. 

d'objection 
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d'objection  contre  les  conséquences  tirées  des  ôbserv'àtiotis.  Je  vais.d'aprèa 
ces  motifs,  présenter  sa  théorie  d'une  manière  plus  complète  que  je 
oe  l'ai  fait  aux  articles  ci-dessus  cités,  en  introduisant,  dans  l'analyse,' 
les  masses  de  la  corde,  du  fil,  et  de  la  poulie,  négligées  dans  ces  ar- 
ticles ;  on  pourra  ainsi  dégager  les  calculs  '  des  aiic/mâlies  dues  à  ces 
masses ,  mais  on  reconnaîtra  qu'une  partie  de  ces  ainoinalies  est  SÎ  farble,  ■ 
lorsque  la  machine  est  bien  construite ,  qu'elle  n'a  pas  d'influent:»  ' 
sensible  sur  les  résultats. 

Je  pourrais  déduire  immédiatement  les  formules  qui  donnent  1rs 
phénomènes  du  mouvement,  dans  la  machme  d'Atwood,  de  celles 
auxquelles  je  guis  parvenu  dans  la  solution  du  problème  de  l'art.  1045, 
mais  il  est  convenable,  pour  l'intérêt  de  l'instruction,  de  chercher  ces 
formules  sans  égard  à  ce  qui  précède,  sauf  k  examiner  ensuite  leur 
.  accord  avec  celles  des  art.  1047  ^^  1048. 

loSa.  Ia  composipûn  du  système  étant  celle  qui  est  décrite  k  l'ar- 
ticle 790,  soient  

'   La  masse  suspmdue  à  une  des  extrémités  du  fil^^t  qui  est 

supposée  prépondérante,  égale  à '.....,.. m' 

La  masse  suspendue  à  l'autre  extrémité  du  Hl  dont  l'ascension 

est  déterminée  par  la  descente  de  m' .......... , m" 

La  masse  de  l'unité  de  longueur  de  la  corde... , . . .; ft 

La  masse  d'une  des'  molécules  soit  de  la  poulie,  soît  de  la 

portion  de  la  corde  qui  eut  enroulée  sur  cette    poulie .dm 

La  distance  de  la  molécule  dm  à  l'axe  de  la  poulie. p' 

Le  rayon  de  la  poulie. . , R' 

Le  temps. .  ■ , , ,..,.,..,./., ,...,,./ 

La  vitesse  commune  de  m'  et  m"  au  bout  du  temps  / *- 

lyS  force  accélératrice 'de  la  pesanteur ..,...' ...g. 

Diçtance  au  plan  1  ^  J  lorsque  t=p , a 

horizontal  passant]  «"corps'»  \au    bout  du  temps  / a  +  s 

par  l'axe  de  la  pou- 1  j^  co^ps  m"  [  '^'^^"^  '?=  o .h 

lie,  1  lau  bout   du  temps/ i— a 

La  corde  peut  être  enroulée,  autour  delà  poulie,  ou  sur  un  demi-tour/ 
ou  sur  un  nombre  quelconque  de  tours  plu»  un  demi;  dans  l'un  et  l'autre' 
pas,  les  actions  de  la  pesanteur  qur  le  système  entier  de  la  poulieet 

■i  38 
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de  la  partie  de  corde  enroulée  se  détruisent  réciproquement,  de  sorte 
qu'on  peut  regarder  ce  système  comme  non  pesant ,  en  n'ayant  égard  qu'à 
son  inertie,  en  vertu  de  laquelle  il  consomme  une  portion  des  forces 
motrices  imprimées  a.  m',  m"  et  aux  parties  verticales  de'  la  corde. 
Nous  n'avons  point  ici,  comme  dans  le  problème  de  l'art.  1045,  des 
parties  de  corde. etiroulées,  dont  les  centres  de  gravité  ne  passent  pas 
par  l'axe. 

Je  suppose  qu'au  premier  instant  du  mouvement  on  a  t=.o,  c=:o,  s^o, 
et  passant  à  l'évaluation  des  quantités  de  mouvemrat  élémentaires 
imprimées  par  la  pesanteur  au  bout  du  temps  t^  j'ai 

i'.  Masse  m'  et  masse  fi{a  +  z)  de  la  partie 
verticale  de  la  corde  à  laquelle  m'  est  suspendue    gdt  \ m'  +ft (a  +  z)\ 

2.°.  Masse  m"  çt  masse  ^  (^ — i)  de  la  partie 
verticale  de  la  corde  à  laquelle  m"  est  suspendue  gdt\/ti"+fi{^ — s)( 

3°  Masse  de  la  poulie  et  de  la  partie  de  corde 
enroulée  sur  cette  poulie «e'/o 

Les  quantités  de  mouvement  élémentaires  qui  ont  Heu,  et  en  vertu 
desquelles  se  produisent  les  variations  efTectives  de  vitesse,  sont: 

i».  Masse  m'  et  masse  /i  (a+s)  de  la  partie 
vertieale  de  la  corde  à  laquelle  m'  est  suspendue      \m'+f*  (a+s)  \  dv 

S",  Masse  m"  et  masse  /*(A — s)  de  la  partie 
verticale  de  la  corde  à  laquelle/»"  est  suspendue     \m"  •\-[ii.{b — z)  \dv 
.  3°.  Masse  de  la  poulie   et   de  la  partie  de 
corde  enroulée  autour  de  cette  poulie,  masse  qui 
est  constamment  la  même  pendant  la. durée,  du 

mouvement ,  %  |  —^-dv  dm  | ,  expression  qui  peut 

être  mise  sous  la  forme —  21  (f  dm), 

io53.  En  vertu  du  principe  général  du  mouvement,  les  conditions 
de  l'équilibre  doivent  exister  entre  les  quantités  élémentaires  de  mou- 
vement imprimées,  et  celles  qui  ont  lieu,  ces  dernières  étant  prises 
dans  des  sens  contraires  à  ceux  de  leurs  actions  effectives.  Or,  d'après 
la  nature  du  système,  ces  conditions  sont  renfermées  dans  une  seule 
équation  énonçant  l'égalité  à  zéro,  de  la  somme  des  moments  prise 
par  rapport  à  l'axe  de  rotation,  ce  qui  donne 
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tirant  la  valeur  de  la  force  accélératrice  — j— . 

{2\  ■   ■         ^^   ^       ^/ï'}m^-.CT"+^(a— ^  +  aa)(  ; 

^\""'y"'.d,t  ..       /î«t/»'  +  TO"+^{a  +  A)|,+Z(<>W/w)     . 

Si  dans,  l'éfiuatioiii  de  l'article  104,  o^  fait  iÎ3=  r^ice  qui  domtd 
«  =  o,  ^^aiî^on  retrouve  l'ëquatiun  précédente  ainsi  qu'on  devait 
»'y  attendre. 

1054.  Pour  obtenir  l>xprefsion  (ïnie  de  la  ivîtetee,  <ea  multipliera  le 

premier  mem)>re  par  v ,  le  second  par  \%  valeur —j —  de  Vj  et  inté- 
grant «  dans  rhy|>othtse  des  valeurs  initiales  v=.o  et  s^o»  on  aura 

équation  qui  peut  se  mettre  sous. la'forme  ^  . 

.■  '(^  ...,,'.,.  ...  «'»=fjB*  +  CïV  ,    .  ■,:,■■ 

et  d'oU  on  tire^  on  substituant  pour  v  sa  valeur  ■<— ;—  , 
*    ■  .  «/ 

(3).... ....:^<=  .jIl:^,        /  "    ',  . 

équation  de  ^éme  formé  que  celle  de  l*artîcle  1060  ;  laquelle  intégrfe 
dans  l'hypothèse  des  valeurs  initiales  ^^o  et  z^o,  donne  comme  à 
l'article  cité,  '      , 

.  .  w,  „...  <=  f^^i»6-.(i^ii5.±4p^^ï£2L)  : 

Obierrationi  tpr  lett^Uc^tioiU  d«  U  tliéori^  de  la.inachiqe  d'At,wood  , 

exposée  dam  le  chapitre  précédent. 

io55., Je  puis  mwgtenaot  faire  coonakre,en  valeure  ab0olues,;le  degré- 
^'«xfiotitudf!  qu'^n:  obtient  lorsqu'on  cafctile  les  npérienees  faites  avec 
b)  tqachine;d'Atwoodi'par  les  formijlm  donoées  à  la  fin  de  la  première 
cection,  et  pour  cela,  il  faut  déterminer  ^^^'^pr^l^  formules  rigoureuses 
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ju  chapitre  précédent,  l'influence  des  masses  du  fil  et  de  la  poulie  sur 
ïe  niouvemeat  des  poid?.  Les  élèves  auront  un  premier  exemple  de 
lutilité  de^S  théories  qui  font  entrer  en  considération ,  dans  les  problèmes 
du  mouvement,  l'étendue  et  la  figure  dès  corps. 

La  machine  qui  m'a  fourni  les  données  des  calculs  suivants  est  sortie 
des  atteliers  de  M.  Dumotîez ,  l'un  des  plus  habiles  artistes  de  Paris , 
pour  la  construction  des  instruments  de  physique.  Lé /il,  qui  tient  les 
poids  suspendus,  pèse  un  peu  moins  de  -^^  de  gramme  par  mètre  de 
longueur;  ainsi  on  peilt  négliger  sa  masse  sans  Crainte  d'erreur  sensible. 
La  poulie  pèse  o,^''.a7o6,  son  rayori,  pris  depuis  l'axe  iusqu'au  fond 
de  la  rainure  dans  laquelle  on  place  le  (il,  est  de  o,i>^o5o;  le  rayon  de 
son  axe,  aux  points  ob  cet  axe  pose  suf  les  quatrèroulettes  de  friction, 
est  de  Oj^ooaa  ;  le  cayon  de  chaque  roulette  de  friction  est  de  o,™o53, 
son  poids 'de  o,^''^.o8^6',  et  les  extrémités  de  l'axe  iqui  la  supportent; 
sont  taillées  en  forpie  conique.  ;,  .        !    . 

On  s'assure,  aisément,  d'après  ces  données-,  qu'on  peut  négliger  non- 
seulement  la  masse  an  fil,  mais  encore  la  résistance  due  au  frottement; 
en  effet ,  désignant  par  B  et  /f',  respectivement,  le  rayon  delà  poulie, 
et  celui  d'une  roulette  de  friction,  par  >■  et  /  le  rayon  de  l'axe  de  la 
poulie  et  le  rayon  moyen  delà  pointe^  engagée,  de  l'extrémité  èohiquc 
de  l'axe  de  la  roulette  de  friction,  par  P  le  ppids  total  qije  supportent 
les  quatre  axes  des  roulettes  de  friction,  par  H  la  force  tangentielle  à 
la  poulie,  qui  ferait  équilibre-^  frottement  exercé  sur  les  quatre 
appuis,  et  paryie  rapport  du  frottement  à  la  pression",  on  a,  d'après 
.  lçs..pj-inpipp^,.posës.^da^.'Iatg,(iat/iè(nQ, section  dçg  la  prem|^r9  partie 
du:cours,    ,,.'-,  ,,         -  !  '  j  -1         '.      '  !■    ■ 

quand  il  s'igit  duffotiem<^d'acîér  eomtJbcUivrë.ft  de  dexu  surfaces 
parfaitement  polies  et  bien  huilées,  Is  valeur y^o,i  est  trop  forte, 
mais  ^e  l'âdrtiets  'pblir'  rendre'  îé '  i^ultàt'  dii  t'alèùl  'plûfe*  côriélùant ,  )e 
fais,  par  la  même  raison,  le  rayon  moyen  r'^ofi^oooô,  et  supposant 
que  les.peids'SUBpendus  au'fit  soient^  en-bommé)  de'o,^.5,  ce~^ui 
eatA-^ii-prèsiïaplysr  forte  èhi^'t^u'isn'^it  sup^jortei^  V  làmâdiine, 
cm:iafl.tf=i,»(ii;5  -hio,W.'S.';d6  +'i4.x  tl,Wlo&96ii=  i',  «li^aj^:  dé-plus 
Aî=;a,"*o5,- A'iated,a53i'>po,"HMfl«-vd'Ii>il  '    'i  -  -ij-  '  'i  '    ■  '  ■  '    ■■'■-'• 
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n=  o.o^'X"»'^  xo.ua9=oiiï.,  0000468a 

Ainsi  U:  résistance  due  au  frottement  pour  la  puissance  qui  agit  à  la- 
surface  de  la  poulie,  est  un  peu  moindre  que  ■—  de  gramme^  dans  le 
cas  du  maximum  de  diai^e  de  la  machine. 

io56.  l'équation  (2)  de  l'art.  io53  peut,  d'aprè?  ce  qui  précède, 
se  réduire  à  la  suivante, 

dv    __  gR*{m' — m") 

sans    perdre    sensiblement  de   son   exactitude.  Ainsi    la  force   accé- 
lératrice —r-  est  constante  et  I0  mouvement  uniformément  ïiccéléré'; 
de 

mais  les  phénomènes' dé  ce  mouvemëht  nb  dépendent  plusjuniquémeht, 
comme  on  t'avait  supposé  à  la  fîn  de  la  première  section ,  du  rapfior^ 

— j f-77 ,  parce  que  le  terme  2  (p*  dm  ) ,  dâ  à  la  masse  de  la  poulie', 


d*^ 


entre  dans  l'expression  de  •^  ;  [j'ajouterai  qu'à  la  rigueur  il  faudrait 

aussi  avoir  égard  aux  masses  des  roiilettes  de- friction,  qui-  se  meuvent 
en  même  temps  que  li  poulie;  mais  je  ferai' bientôt  voir  qu'on  peut  né^ 
gliger  les  termes  qui  en  résultent,  et  je  vais,  d'abord,  donner  le  moyen 
d'exprimeren.nombreJa  valeur:^  2^  (p^<^'n)b  \    ■  -  -w- 

I  Ijes  /nassQs  .ml  et  M'V  étant,  représentées  cUtas  le  calôil,  par'  Icini 
pokkj  Fànt^grale  définie  ^■(f>'*'^A>)  aéra, équivalente  A- un.produit 
ATA? ,  ilf  étatit  égale  à  .£  (^/jn)  et  i  étant  une  quantité 'linéaire;  et, 
pour  déterminer,  par  l'expérience,  la  valeur  numérique,  de  Mh*  ^  on 
emploiera  le  procédé  suivant:  KFaiAe3'Q^>llerJa.|p0uliei'autour.d'ua 
«  axe  horizontal,  auquel  l'axe  proppfjdfi  ce$te  poulie|  awit  pajraVèletila 
vsuspensibn  étant  opérée  parle  otoyea  d'un  fïl  ^dnt  k  poids  ^puisse 
w  étm  regardé  commb  nul.  par  rapport  h  ««lui  de  la  ;  pn^uli^,  et  let 
M  amplitudes  .des  oscillations  étant 'tris-petites,  So.ient  q,  la  distance 
«  4e  Taxe  de  suspension  \  l'axe  dçil4  pouUe,  n  et  -Tf  respectivement, 
4e:te.  îlonibfï  -total  «t>le  temps  totftlideslosfliUatiqns,-^  lErrforce-accé- 
M  lératrice  de  ta  pesahttnjr,  ^  la  demi-circonférence  qui  a  l'unité  pour 
<*'ràyori, 'là 'valeur  Z  (p^dm)  oU  M^'  ^e  'calculera  par  hformule  , 
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formule  que  je  démontrerai  lot^sque  j'aurai  exposé  la  théorie  dej  "mo- 
ments d'inertie. 

loSy.  Les  mesures  qne  j'ai  prises  et  une  expérience  que  j'ai  failc  sur 
la  machine  doat  il  est  ques-  tion  à  l'article  iq55  ,  m'ont  donné 

a  =  G",  3695 

T  =  60" 

«=117 

M 15=  o^ii.  3706 
intpoduisaot  ces  quantités  dans  la  formul^  de  l'article  précédent  avec 
la  quantité  —=îO,99384,jlelogarilhme(leccnombi;eétant  1,9973160,, 

on  '  a ,  ' 

^  (^»  *//»)=;  0,4706  xo,3595x{(^)*xo,99384 — o,a595i^o,&ooi3 
or  en  faisant  comme  ci-dessus /»'  +  »»" ^0^*1.  ,'5,  R:=ç>^.,  o5,  on  a 
/î"(/n'  +  W)  =  0,0026x0,5  .=  0,00125;  d'où  ......,.,,... 

Iï'(m'  +  m")'  ...        V,  i  '     n         ■ 

; — î ^7T ^-r : — :-   =  TTî  =  H  a- peu -près.  On  voit  que 

Ji»{m'+m")+S((>'-dth).         l"  .  l'i*    ^       "      :      •    .,     ^    ■ 

l^expression  de  la  force  accélératrice  calculée  par  lesformules  de  la  |»«- 

mitre  section ,  est  plus  forte  d'effviron  -^  que  celle  qu'on  trouve  en 

ayant  égard  à  la  masse  de  l»pouIt«;  mais  cette circonstoncene change 

jien  à  la  vérité  de  tout-ce  que  j'ai  dit,'arf{cle  81 A  et  suivants,  sur  la 

conformité  des  principes  géiiéraur  de  la  l^namique  aux-ph^otnëp^ 

observés,  puisque  c'est  d'après  ces  mêmes  principes  que  le  mouvement 

de  la  poulie  a  été  introduit  dans  |es  nouvelles  formules  ;  cette  intro  - 

duction  rend  seulement  les  préparations  aux  expériencep;  et  le^  ca)- 

càls'  k  faire^  un  peu  moins  simples,     ;  '  , 

id58.  Quaot  àtl'influence  du  mouvépieift  des  roulettes  de  ft-ictio» 

sur  les  résultats  des  expériences,' (il  est  &cile  de  s'assure»  a  priori , 

qu'elle  doit  être  extrêmement  petite.  On  a  vu,  art.  io5a,  dans  l'énu- 

mération  des  quantités  de  mouyement  élémentaires  qui  ont  Heu  et  qifî 

entrent  dans  les  termes  ^ntuItipUé»  pap  dv  les  quantités  -de  la  foimi* 

1 — -.  dv  dm  y  due  à  la./Vjas^e  de  I4  ppulfe;  or.  ,les  quantités  analogues, 
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dues  aux  masses  des  roulettes  de  friction,  seraient  de  la  forme.;.. 

—  .  -^  dv  dm,f  en  désignant  par  p,  la  distance  de  la  molécule  m, 
d'une  roulette  de  friction  à  Taxe  de  cette  roulette;  et  vu  la  petitesse 
de  la  fraction  — elles  pourraient  être  négligées  vis-à-vis  des  premitrcs. 
Au  reste  les  élèves  feront  bien  de  s'exercer  à  déterminer  la  valeur 
générale  de  -— ,  art.  io53,  en  y  introduisant  le  terme  dû  aux  masses 
des  roulettes  de  friction. 

Mouvement  d'un  corps  sollicité  par  des  puissances  quelconques  et  assujéli  à  se 
mouvoir  aulour  d'un  axe  fixe, 

1069.  Les  exercices  des  chapitres  précédents  ont  commencé  \\ 
familiariser  les  élèves  avec  l'usage  du  principe  général  du  mouvement. 
Je  vais  maintenant  appliquer  ce  principe,  à  un  premier  problême  gé- 
néral et  fondamental  ,  sur  le  mouvement  de  rotation  d'un  corps  solide 
ou  d'un  système  de  forme  invariable. 

Soit  un  système  de  points  matériels  m' j  fn" ,  etc. ,  dont  les  distances 
respectives  sont  invariables ,  assujéti  à  tourner  autour  d'un  axe  fixe.  Ces 
points  matériels  peuvent  être  sollicités  par  des  puissances  d'intensités 
et  de  directions  quelconques ,  mais  comme  les  actions  de  ces  puissances, 
dans  le  sens  parallèle  à  l'axe  de  rotation ,  n'ont  aucune  influence  sur  le 
mouvement ,  nous  représenterons.,  par  //,  p" ,  etc.  leurs  actions  respec- 
tives sur  n^ ,  m",  etc. ,  dans  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe. 

Soient  r",  r" j  etc.  les  perpendiculaires  menées  de  l'axe  fixe  sur  les 
directions  respectives  de  p' ^  p" ,  etc.;  ç' ,  p",  etc.,  les  distances  de 
m'j  m."j  etC4  à  ce  même  axe,  et  ^  la  vitesse  angulaire  du  système 
au  bout  du  temps  t,  c'est-à-dire  la  vitesse  absolue  de  chacun  des  points 
placés  à  l'unité  de  distance  de  l'axe  de  rotation  ;  les  quantités  de 
mouvement  élémentaires,  imprimées  par  les  puissances,  au  bout  du 
temps  t,  seront 

p'  m'dtj  p"  m"  dtj  etc. 

Ce  sont  celles  qui  tendent  à  faire  varier  les  vitesses  absoIues^f>',^p",  etc. 
des  points  matériels  m'y  m'\  etc.,  ou  la  vitesse  angulaire  ^,  commune  à 
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tout  )e'Bysl6me  ;  mais  eu  égard  k  la  liaison  des  parties  de  ce  ajrstémP^ 
les  variât Ipns de  vitesse  ne  seront  pasp'dl  ,p"dij  etc. ,  mais  (>^,  (>"d^t  etc. 
et  si  on  imprimait,  en  sens  contraire  de  ces  dernières,  aux  points  ma- 
tt'riels  Pf',  m",  etc.  des  quantités  de  mouvements  élémentaires-rwn'j^'^, 
—  ffi"f)"(/y,  etc.  les  variations  de  mouvement  n'auraient  pas  lieu,  et, 
par  conséquent,  les  quantités- de  mouvement, élémentaires  imprimées 
jf'm'dt,  p"m"dti  etc.  resteraient  sans  effet;  U  vîtesse  angulaire  exis- 
tante ^  se  conserverait  sans  altération.  La  condition  de  l'équilibre 
a  donc  lieu,  art.  loSS,  entre  les  quantités  de  mouvement  élémentaires , 

p'm'dtj  p" m" dtj  etc. 
■!—m'f'd^j  ■ — m"(>"d<^,  etc. 

et,  pour  énoncer  cette  condition,  il  suffit  de  dire  que  la  somme  des 
pioments  de  ces  quantités  de  mouvement,  par  rapport  à  l'axe  de  ro- 
tation, esc ^ale  à  zéro,  ce  qui  dontie  l'équation 

o  =  {p' m' /+  p" m" /' -^ etc.)  dtT^(m'^'*     m" p"*-i-etc.)  d^ 
et  la. valeur  générale 

^     '"  dt  "^  ^{ntfi^) 
en  désignant,  par  S{pmr)  et  S(mp'),  respectivement,  la  somme 
des  termes  p' m' r^f  p"m"r"  ^  etc.  et  celle  des  termes  m'ç'*,  m"^"*j  etc. 
Si' on  examine  les  équations.  {j4)  et  (2)  des  art.  1047  et  ioô5,  on  verra 
qu'elles  ne  sont  que  des  cas  particuliers  de  celle-ci. 

1060.  Telle  est  l'f^xpression  de  la^Joree  accélératrice  angulaire j  son 
numérateur  est,  comme  on  voit,  la  somme  des  moments  des  puissances 
eullicltantcs,  par  rapport  k  l'axe  de  rotation;  son  dénominateur  est  la 
tomme  des  produits  des  molécules  de  tous  les  points  matériels  du 
«ystéme  par  les  carvés  de  leurs  distances  \^  ce  même  axe  de  rotation. 

Cette  somme  est  une  quantité  très-remarquable,  qui  revient ,  à  chaque, 
instant,  dans  l'analyse  des  problèmes  de  mécanique  sur  le  mouvement 
des  corps  ;  Euler  l'a  nommé  momeut  d'inertie ,  et  ce  nom  lui  c9t  posté  ; 
)'exposerai  bientôt  ses  propriétés  avec  tous  les  détails  nécessaires,, 
mais  je  vais,  en  démontrer  une,  sur-lç-champ',  qui  est  nécessaire  tour 
donner  une  forme  particulière  à  l'équation  {>rf)  de  l'art,  précédent.    . 

1061.  Rapportons  les  positions  des  points  matériels  m' ,  m";  etc. 
pux  trois  a]ies  fixes  des  x^jr  et  x  j  et  supposant,  1°.  que  t'axe  de  rota- 
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lioQ  est  parallèle  à  l'axe  dts  x,  a»,  que  ce  dernier  ase  |M$Ge  par  le 
centre  de  gravité  du  système.  Dt-signoos  par  A  et  c  les  dislances  res- 
pectives de  l'aie  de  rotation  aux  f^ans  des  xx  et  dm  œy. 
On  aura,  pour  uae  une  molécule  quelconque  m  , 
^»  =  (é_j-)a  +  (j— c)a,  d'où 

on  a,  par  la  propriété  du  centre  de  gravité,  £(n)j')  =  o,  X(«*)  =  o, 
et,  H  étant  la  masse  totale  du  corps,  Z(«)  =  lf,  d'où 

or  "S  \  'n(^*.4-4')  J  est  le  moment  d'inertie,  par  raj^rt  4  l'axe  dos  x, 
ou  à  Taxe  qui  passe  par  le  centre  de  gravité  du  système ,  et  A*-t-c* 
est  le  quarré  de  la  distance  de  cet  axe  des  x  à  celui  auquel  appartient 
le  moment  £(m^);  on  a  doac  le  théprtme  général. 

«  Connaissant  le  moment  d'inertie  d'un  corps  par  rapport  à  un  axe 
«  de  position  déterminée ,  et  passant  par  le  centre  de  gravité  de  ce 
«  corps,  on  en  déduira  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  un  second 
«  axe,  parallèle  au  premier,  et  dont  il  est  à  upe  distance  connue,  en 
«  ajoutant  au  moment  donné,  le  produit  de  la  masse  totale  du  corps 
«  par  le  carré  de  la  distance  entre  les  deux,  axes,  » 

1062.  On  conclut  d'abord,  de  ce  théorème,  que  l'axe  dirigé  par  le 
centre  de  gravité  du  corps ,  qui ,  parmi  tous  les  axes  passant  par  le  même 
centre,  a  le  plus  petit  moment  d'inertie,  jouit  de  cette  propriété  par 
rapport  à  tous  les  axes  menés  dans  l'espace. 

io63.  P  étant  une  force  accélératrice ,  et  R  une  quantité  linéaire, 
et  M  continuant  à  désigner  la  masse  totale  du  corps,  on  peut  poser 
l'équation  hypothétique 

On  peut  aussi,  h  étant  une  quantité  linéaire, représenter  par  Mk*, 
la  valeur  du  mommt  d'inertie  par  raf;port  à  un  axe  parallèle  à  l'axe 
de  rotation  et  passant  par  le  centre  de  gravité  du  corps  ou  du  système  ; 
eusorte  que,  X  étant  la  distance  entre  les  deux  axes,  on  aura,  d'après 
le  théorème  de  l'article  précédent,  Z{mç^')^M{k^-^X^')  et  la  valeur 

de   — ^,  donnée  à  l'art.'  loôo  deyiesclr^ 

d%    _       P  R 
dt  ft"+^» 

t  39 
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De*  momenti  d'inertie  considérés  par  rapport  aux  «xet  et  par  rapport  aux  plan». 

1064.  J'ai  donné,  art.  1060,  1061  et  106a,  la  définition  et  deux  des 
principales  propriétés  des  moments  d'inertie,  je  vais,  maintenant^  en- 
tretenir les  élèves  de  ce  qu'il  y  a  de  plus  important  à  savoir  sur  leur 
théorie. 

Je  continue  à  désigner,  par  m,  l'élément  de  masse,  et  je  rapporte 
les  positions  de  tous  les  points  du  corps  à  trois  coordonnées  a;  j_/ et  «> 
parallèles  k  des  axes  fixe».  On  aura,  art.  1060,  les  valeurs  suivante» 
du  moment  d'inertie  par  rapport  à  chacun  des  trois  axes,  valeurs  qui 
sont  toujours  positives,  savoir; 

{des  a: S\  m{jy*  +«"){ 
des^ ^}m(.xa  +  ««)  i 
des  a S\  m(x>  +^»)  j 

fosons  pour  abréger, 

S{ma^)  =  A;S{mj*)  =  Bs  2(mz')  =  C 
S{mj z)  =  DjS{mxi)==Ej  S{mxj)  =  F 

Les  valeurs  précédentes  des  moments  d'inertie  deviendront,  respec- 
tivement, B+C  ,  ^  +  C,  ^+B,  o\x  R—Aj  R—B,  R—C. 

io65.  Chaque  expression  d'un  des  moments,  mise  sous  la  forme 
R — A,  R — B ,  R — C,  se  compose  d'une  quantité  commune  R,  qui 
se  déduit,  uniquement,  de  la  position  de  l'origine  des  x,  y ,  s,  par 
rapport  au  corps,  et  qui  est  toutà-fait  indépendante  des  positiwis  des 

axes  et  des  plans  coordonnées,  et  d'une  des  quantités  —  A, B  C 

laquelle  est  la  somme  des  produits  des  molécules  du  corps  par  les  quarrés 
de  leurs  distances  à  l'un  des  plans  coordonnés  ;  on  pourrrit  donner  à 
ces  quantités,  A,  B,C,  respectivement ,  les  noms  de  moments  d'inertie 
par  rapport  au  plan  j'z,  au  plan  xt,  au  pian  xjj  et  j'emploierai, 
dorénavant,  cette  manière  de  les  désigner. 

1066.  Je  mène  par  l'origine  des  x,j,  z,  une  ligae  ou  axe  faisant 
un  angle  0  avec  le  plan  des  xjr,  et  dont  la  projection  orthdgonale, 
sur  ce  plan,  fait  un  angle  ïj  avec  l'axe  des  x.  Je  rapporte  ensuite  les 
positionsde  tous  les  points  du  corps  à  de  nouvelles  coordonnées^,  ,Y,,z  , 
ayant  la  même  origine  que  x,jr,  sj  je  suppose  de  plus,  que  les  .'r, 
sont  compté»  sur  ce  nouvel  axe  (celui  dont  la  direction,  à  partir  de 
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l'origine,  est  déterminée  par  les  angles  0etr>,)  icajy,  sur  une  perpen- 
diculaire à  la  direction  de  x, ,  menée  dans  le  plan  xj-j  les  s,  sur  un  plan 
pendiculaire  au  plan  Xf/y,. 

On  aura  par.  les  formules  de  la  géométrie  analytique ,  tes  relations 
suivantes  entre  x ^j ^z,  ^t>J^i>  ^li 

t  a?,  t=  (aï  COS.  ri  +j'  sin.  ri  )  cos.  ^  +  «  sîn.  0 

(l) \yi-=:ij  COS.  J7  —  a;  gin.  )? 

f  a,  =«cos.  0  —  (a;  cos.  »;  +_y  sîn.  i?)  sin.  0 
'équations  desquelles  on  déduit  les  suivantes 
__  _£t^ 
~         d0 


(^)- 


I         dx,    I         de,f 

COS.  0'    (Aï  sin.  0'  dri 


_    dx, 
~    dû 

1067.  Ces  formules. vont  nous  fournir  les  moyens  d.e  résoudre  un 
.premier  problême  trèsrimportant,  celui  de  détermioer  la  positipD  de 
la  ligne  droite  passant  par  rorigine.  par  rapport  h.  laquelle  le  moment 
d'inertie  est  un  maximum  ou  un  minimum  ;  on  peut  supposer  que  cette 
ligne  droite  est  l'axe  des  z,,  et,  puisque  le  moment  d'inertie,  par  rap- 
port à  cet  axe ,  a  pour  valeur,  art.-  1064,  M—S(mCf^)i  on  n'a  à  faire 
varier,  dans  l'analyse  du  prohléme^que  le  seul  terme  2  (ma,'). 

On  déduit  de  la  troisième  équation  (  i  )  de  l'article  précédent,  en  dési- 
gnant, pour  abréger,  S(mz,^)  par  Zi ,  et  en  faisant  attention  que  les  angles 
0  €t  ïi  doivent  être  considérés  comme  constants  relativement  aux  in- 
tégrales par  Z,  qi;i  donnent  les  quantités  Aj  3j  C,  etc. 

f  A  cos.»)îsin.«tf+fisin.a)7sin.>^+Ccos.»^ 
—  ai? sin.  T^  sin.  0 cos.  0 

■r-iE  cos.  7}  sin.  0  COS.  0 

+  iF  sin.  n  COS.  >;  sin.^  0 
Cette  quantité  £j  qui,  art.  io65,  est  le  mo^nent  d'inertie  par  rapport 
au  plan  x,^,  dépend  de  la  position  de  ce  plan  cPfjy,  par  rapport  au 
corps,  et  par  conséquent  de  la  position  de  l'axe  des  s,,  laquelle  est 
déterminée  par  les  angles  ^etï;.  Le  moment  Lj  ou  S(mz,'),  varie 
donc  avec  ^  et  17  et  ses  différences  partielles  par  rapport  à  ces  deux 
indéterminées  sont,  en  diiTérentiant  sous  le  signe 
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qui  se  changent,  par  tes  équations  (&)  de  l'art,  précédent  en 

— %dêZ\mSfX,\,et  — a.d7i.sin.0 S  \ntt,_f,\ 
la  condition  du  maximum  ou  du  -minimuin  de  L  doit  donc  s'exprimer 
par  les  équations 

S  (mSfJ!,)  =  o  ,  2  (mi,jr^)^o' 
H  est  facile  de  voir  que  deux  équations  de  même  forme  auraient  en- 
core lieu ,  en  prenant ,  avec  le  même  axe  des  2, ,  dans  le  plan  des  x,^, , 
deux  autres  axes  rectangulaires  quelconques,  qu'on  appellerait  axes  des 
■T„  et  iiesj-„;  en  effet ,  en  désignant  par  *  ,  l'angle  que  formerait  l'axe 
des  x;,  avec  celui  des  x,  on  aurait 

Xff^x,  COS.  t+jr^  sin.  * 
^„=j^',cos.  * — •XfSm.i 
et  par  conséquent 

2(mz,x„)  =cos.  i  S(^mz,Xf)+9in.iS(mj-fZ,) 
2  (mtfj-ff)  sscm.  i2!(fns,y,) — ^n.t  S{mi,Xf) 
quantités  'qui  sont  nulles,  puisque  2!{mt,x,)=so  et  Z  i''"/J^i)  =  o. 
1068.  Il  reste  maintenant,  pour  avoir  la  position  de  l'a»  qui  satis- 
fait aux  équations  Z{m«,a;,)s=o,Z(ffïS,_y,)=o,  ou  — ^=0,-T~=0, 

à  déKrmÎDer,  par  ces  «quabons ,  les  râleurs  des  an^es  ffetT^.  Faisons 

tung.  0=i=fj  taag.  ÏI55S  A 
l'équation  de  l'art,  précédent  qui  donne  la  valeur  de  £o«  de  £(irs,>)  de- 
viendra, en  faisant  attention  que  siD.>^= — 2: ^,cos.*i?=: 


~i-|-tang.*i^*      '         i+tajig.*^ 
et  qu'on  a  des  expressions  semblables  poaTsîn.*>î  etcos.*  n- 

DiffërentiaDt  cette  équation  en  ne  faisant  varier  que^^  on  aura  un 
résultat  qui  remplacera  complètement  l'équation  — -=o,  et  qui  sera 

f  ^/+  Bfh' 

<») /(i +*»)£=  J-(AO  +  £)K."+5^ 

(  + 1  f/A 
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prenon»  la  valeur  àsf,  que  détermine  cetiç  équation,  et  subetituona-Ia 
dans  la  précédente,  nous  auroni,  aprèa  avoir  divisé  par  le  facteur  i  +  A', 

\{B~L)h»+%Fh  +  J~L\{C~L)—{Dh-^Ey^o 
équation  qui  peut  se  mettre  sous  ]a  forme 

(3) \(B~L){C~L)-^D*\h*-\-%\{C—L)F-^2>E\h\_ 

+  (C-Z)(v^-i)-£»J-°- 
Si  actuellement  on  diflëreotie  cette  équation  par  rapport  à  h,  saa» 

faire  varier  L^  le  résultat,  qui  remplacera  Téquation  -r~  =0,  sera 

(4) j  (5— Z)  ( C—L)~D»  i  A  +  (  C—L)  F—DE=o. 

Substituant  la  valeur  de  h  déduite  de  -cette  équation,  daps  l'é^a- 
lion  (3)  on  aura 

(5) ((s-z)(c-i)-i?Mxî(^^-t)(^-Z)-£M  1 

Cette  équatioB  est  divisible  par  C — Z> , -eflèctuant  la  division,  on  a 
l'équation  du  troisième  degré- 

[■\~s.DEF 
Cette  équation  a,  nécessairement,  une  racine  réelle;  si  on  prend  cette 
racine  pour  valeur  de  L,  et  qu'on  lasubstïtue  soit  dans  l'équation  (3),  soit 
dans  l'équation  (4) ,  on  aura  la  valeur  de  hj  sur  quoi  ii  faut  observer  que 
les  deux  racines  de  P«quatiiHi  (3) ,  du  2?.  degré  far  rapport  &  h,  doivent 
être  éga)ee,.car  si  on  représente  par  ()  la  somme  des  quantités  qui  composent 

son  premier  membre,  les  deux  conditions  (ï^oet  -j^  =3,  doivent, 

par  l'état  de  la  question,  avoir  lieu  ensemble;  lorsque  h  sera  ainsi  dé- 
terminée, on  substituera  sa  valeur  avec  celle  deX,  dans  l'équation  (t), 
ou  dans  l'équation  {s.),  afin  d'avoir  l'autre  inconnue y^  par  rapport  U. 
laquelle(i)est  du  deuxième  degré.  J'ajouterai  que  les  deux  racines iie  (1) 
sont  encore  égales^  car  si  on  représente  par  Ç*  la  somme  des  quantités 
qui  composent  son  premier  membre,  les  deux  conditions  O'^o  et 

-,,  V-aso  doivent  tevoir  lieu  ensemble,  tt  c'est  d'après  «es  conditions 


etlesprfoédeiit«^=o,  -jj-^d  que  la  quantité  L  est  déterrainée. 
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1069.  J'ai  dit  que  l'équation  (d)  de  l'art,  précédent  avait,  nécessaU 
rcment,  une  racine  réelle,  ce  qui  se  déduit,  tout  simplement,  de  la 
théorie  des  équations,  mais  on  peut  s'assurer^  pair  des  cunsidérationa 
particulières  à  la  question  dont  il  s'agit,  que  les  trois  racines  sont 
réelles;  et,  d'abord,  on  peut  dire,  d'après  la  défînition  de  l'art.  1060, 
que  tous  les  moments  d'inertie  par  rapport  aux  axes  qui  ont  leur 
intersection  commune  à  l'origine,  étant  des  quantités  positives  et  finies, 
il  y  en  a  nécessairement  un  qui  est  le  plus  grand  et  un  autre  qui  est 
le  plus  petit  ;  voilà  donc  l'existence  constatée  de  deux  racines  réelles  de 
l'équaticn  (6) ,  d'où  l'on  conclut  qu'elles  sont  toutes  trois  réelles. 

Voici  une  autre  manière  d'arriver  à  ce  résultat,  qui  fourait,  en  même 
temps,  des  détails  instructifs  sur  les  questions  que  nous  traitons.  Le  plan 
des  w,y,  ayant  été  déterminé  dans  l'article  précédent,  par  les  angles  0 
et  n,  ou  par  les  valeurs  dey  et  h,  et  par  la  condition  de  rendre  la 
moment  d'inertie  par  rapport  à  l'axe  des  z,  un  minimum  ou  un  maxi- 
mum, prenons  dans  ce  plan,  deux  axes  désignés,  respectivement,  par 
les  noms  d'axe  des  .r„  et  d'axe  des^„;  l'axe  des  arrêtant  supposé  faire 
uo  angle  i  avec  l'axe  des  x,,  on  aura  comme  à  l'art.  1967 

(Xf,=x,  COS.  *  +jy,  sin.  * 
jr„  ^=j  C03.  / — x,  sin*  p 

iJ'où  on  déduira 

(a).,.,.  S{mx„*)=s^co/&'^tS{mx,*)  +  ^\n.*  iS  {my,*) 

+  a  sin.  i  COS.  i  ^  (mx,^,) 

idStmx,,'^)  t  „/"  dx,,\  ,     ,        .       ,  , 

on  a  < i— —ii-i-f  =  a  Si   mx„—^  l,et,parleséquatipns(i), 


-^—  ^jr„  dou  I — 1=  a  S  {m  x„j, 


La  condition  d'après  laquelle  le  plan  3^, y,  est  déterminé  rend ,  art.  1 067, 
la  somme  S  (^in  x„  z,)  nulle,  et  si  on  déduit  des  équations  (i)  la 
valeur  de  2(mx„j'„),  en  supposant  cette  valeur  égale  à  zéro,  on  aura 
la  valeur  de  t  qui  convient  à  cette  hypothèse.  Attribuons  cette  valeur 
à  t,  les  équations  S  {mx„z,)^o  et  ^  (m  Xf,y„)=^o  seront, 
prt.  Î067,  celleç  qui  rendent^(mx„»)  égal  k  un  minimâm  ou  à  un 
flfaximum  y  et  pi  nous  faisons  S{mXf,^)  =  L,,  ^  {mx*)  ^J,^ 
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Z(mjr*)^B,,S(ma:fj-,)^F,,tajag.t:=^ij  on  aura  ,  d'après 
réquatioQ  (2)  ci-dessus» 
(3) {i-f/a)4  =  -^,+5,i«  +  a//', 


mais  on  a, 


,  de  plus,  ï  "-j  /■   J  =  0,  ce  qui  est  une  conséquence  de 

S (nicCf,')^ maximum  ou  minimum^  donc  iL,s=B,i-^Ff,  et  ' 
p 

<4) '^âjirt- 

Cette  valeur  de  *_,  substituée  dans  l'équation  (3)  donne 


tion  du  deuxiéi 
>reuons,  inaint< 


.  f  Faîiant  Jg(ffy„»)=Z^, 
)  on   aura  j    eu  X,,,  la 
"■      '     J  même  équation  donnée 
^  ci  à  cMé  en  L, 

l'équation  du  deuxième  degré  en  L,  a  ses  deux  racines  réelles. 
Reprenons,  maintenant,  l'équation  (6)  de  l'article  précédent 
L){B^L){C—L) 

7EF 

et  faisant  attention  que  les  valeurs  déterminées  de  Lj  fournies  par 
cette  équation/ sont  indépendantes  des  positions  absolues,  des  plans, 
passant  par  l'origine ,  auxquels  se  rapportent  les  moments  d'inertie  ^j 
BjC,  etÈ. ,  Supposons  que  ces  mçments  sotit  relatifs  aux  plans  des 
se, y, 3  x,z,iy,  3,,  deux  desquels  donnent,  par  leur  intersection, t'axe 
des  z,,  ci  -  dessus  déterminé;  désignons  par  A,,  B,,  C,,D,j  E,,  F,, 
les  quantités  qui  se  rapportent  à  ces  pkds,  et  qui  sont  analogues  à  Aj 
Bj  C,  etc.  de  l'art.  1064;  observons  que,  puisque  X{m%,^)  est'un 
maximum  ou  un  minimum,  on  a  Z7,  =»  0  ,  J£,  *=  o ,  ce  qui  réduit  l'équa- 
tion précédente  à 

(6) {A,~-L){B,~L)(C,—L)— F  ■>{€,— L)^o 

et  cette  équation  divisée  parle  facteur  C,  —  Z,,  qui  fépond  à  ta  racine  C, 
qu'elle  doit  nécessairement  avoir,  devient  identique  avec  l'équation  (ô) 
ci-dessus,  laquelle  détermine  deux  autres  moments  d'inertie,  ayant  leurs 
difitTentiellesOulles,  dont  l'un  2  (wj:„»)  se  rapporte  ail  plan  des  r,^3,, 
l'autre ,  qui  est  le  moment  X  {'"Jn')  >  se  rapportant  au  plan  des  z,  x„\  ce 
dernier  est  celui  po»rlequetona^(j»jï'„5,)=o,  et^(m^,,aî„)=o. 
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On  voit,  ainsi,  i^-que  In  trois  racines  de  l'équation  (6)  de  ï'artide  pré- 
cédent sont  réelles,  a*", Que  les  axes  auxquels  se  rapportent  ces  trois 
racines,  sont  les  lignes  d'intersection  de  trois  plans  dont  l'un  quelconque 
est  perpendiculaire  sur  les  deux  autres. 

1070.  Je  désignerai ,  par  le  nom  de  plan  principal  j  le  plan  par 
rapport  auquel  le  moment  d'inertie  est  un  maximum,  ou  un  minimum, 
ou],  en  d'autres  termes,  celui  par  rapport  auquel  ladifférence  du  moment 
d'inertie  est  égale  à  zéro.  Les  équations  données  à  l'art.  1068  assignent 
les  valeurs  de^et  //  qui  rendent  le  plan  Xfjr,  plan  principal^  or  l'équa- 
tion générale  de  ce  plan  x,  y,,  abstraction  Faite  de  toute  propriété 
particuUère>  se  trouve  en  fais&nt  c,  =  o  dans  b  3'.  équation  (1)  de  l'art. 
1066  ce  qui  donne 

o=s  cos.i? — (.J'eus.  ï-f-^-jKsin.  )!)8În.tf  d'ot  a:s=(a:cos.  7î4-^sin.ïî)tang.  0 
et  en  employant  y  et  h^  avec  les  valeurs  assignées  art.  iq68. 

(i) r^  -^Â=^  (»+*J')- 

Four  introduire,  dans  cette  équation ,  les  conditions  qui  rendent  le 
plan  X f y ,  plan  principal ^  on  a,  d'abord,  l'équation  (a)  de  l'art.  to68. 
qui  donne 

on  a  déduit  l'équation  (3),  article  1068,  le  dénominateur 

(B— L)A«+îF;,+^— Z=<5|±S-,  et  l'équMion  prtcédenw 

devient ,  «n  y  subftituant  ceue  râleur, 

/        _       C~-L 
KÎ+»*    ~    Dh+B  ■  ■ 
Mais  on  a  par  l'équalioD  (4)  de  l'art.  1068. 

(C—L)F  —  DE 
{B—L){C—t)—D' 
d'où  on  déduit, 

^  (B—I.)iC—L)—D' 

éliminant,  au  moyen  de  ces  decnières   équations,  les  quantités... 
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f 
'-^à=^  et  h  dans  l'équation  (i),  on  aura  l'équation  du  plan  principal 

{^y,x\{B~^L){C~L)—Ti^\~y\{C—L)r—BE\—z\{B—L)E—FB\=o. 
Si  on  multiplie  le  coefficient  [B — L)  (C-^L) — L*  par  la  quanlîic 
{A  —  L)D~EF,  on  a  le  produit 

D\{J~L)  (B—L)  (C—L)—D*{J—L)  \ 
—(B-~L)(C—L)EF^£f'EF 
et  si  de  ce  produit  on  retranche  l'équation  (6)  de  l'article  1068  mul^ 
tipliée  par  V,  le  résultat  sera 

-~(.B~L){C~L)EF 
-\-E»D(B—L)^F*D(C—L)—D>EF 
pouvant  se  mettre  sous  la  forme 

—l(B—L)  E—DF][{C—L)  F~DE] 
quantité  qui  est  égale  à[(B—i)(C—i)—Z?a][(^—Z)i?  —  £F] 
moins  la  somme  des  termes  formant  l'équation  (6)  de  l'art.  ioô8> 
c'est-à-dire  moins  une  quantité  nulle,  on  a  donc 

et  cette  valeur,  substituée  dans  ré<]uation  (  a  ) ,  donne  l'équation  suivante 
du  plan  principal,  plus  i^gulièie  que  (ï) 

+jr:\iB-L)E-FD\ 
+  z:\(,C-L)F-DE\ 
1071.  Le  plan  dont  on  vient  de  donner  l'équation  change  avec  le 
moment  principal  L  qui  s'y  rapporte,  et,  comme  l'équation  (6)  de 
l'art,  1068  donne  trois  valeurs  pour  ce  moment  Z,  on  a,  ainsi,  les 
équations  particulières  de  trois  plans  principaux,  dont  chacun ,  d'après 
l'article  1069,  est  à  angles  droits  sur  les  deux  autres. 

Les  intersections  de  ces  trois  plans  sont  trois  axes  rectangulaires  qui 
se  rencontrent  àroriginecofnmune  des -r^jj-j  «_,  a*,jjy/j«/j  ^//jJ^nJ 
de  plus  il  est  manifeste,  d'après  les  valeurs  données  art.  io65, 1068  et  1 069, 
que  la  différentielle  du  moment  d'inertie  par  rapport  à  chacun  de  ces  axes 
est  nulle ,  puisque  la  dilTérentielle  du  moment  d'inertie  par  rapport  au 
I  49 
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plan  ,  passant  par  l'origine ,  qui  lui  est  perpendiculaire ,  est  égale  k 

zéro. 

1070.  La  valeur  générale  de  S  (mV)  trouvée  art.  1067  pour  un 
moment  d'Inertie  relatif  à  un  plan  quelconque  des  x,,y,j  déterminé 
par  deux  angles  ^  et  ï;  était 

^co8.*ïî8in.*<9-^58in>îîsin.*^-|-Ccos.*  9 
— s.Diia.n  v.n.$ca&,0 — a£cos.»7s!n.^cos.^-^-ai^sin.ï!C08.)7sin.»^ 
et  on  a»  art.  1070,  pour  l'équation  de  ce  plan 

«cos.^ — (a7C08.ï7-f-^sin.ïî)sin.<?=o. 
Les  cosinus  des  angles  formés  par  le  même  plan  et  par  ceux  des^  t, 
x  a,  et  xj' j  sont  respectivement 

— C08.)î  sin.  0\  —  sin.  n  sîn.  0\  cos.  0 
dont  les  quarrés  sont  les  coefficients  de  A,  B,  C  dans  la  valeur  précé< 
dente  de  S  {mi,'). 

Ces  résultats  ont  lieu  quels  que  soient  les  axes  des  coordonnées  pri- 
mitives, mais,  si  ces  axes  sont  ffrtncipaujn ^  on  aura,  art.  1067  et  1069 
jÏ?=P,  £=o,  F=ù,  et  l'expression  du  moment  d'inertie  relatif  k 
un  plan  de  position  quelcMique  sera 

A  css.a  n  COS.»  0-\-  Bsm.*  n  sin.»  ^-f  Ccos."  0 
en  sorte  que  désignant  par  a,  ff  et  y  les  angles  respectifs  que  le  plan 
quelconque  dont  il  s'agit  forme  avec  les  plans  j^k^  j:  3  et  xjr,  lorsque 
les  axes  des  sc^j^  et  £  sont  principattx ,  l'expression  du  même  moment 
deviendra, 

^cos."  tt-l-Scos."  tf+Ccos.*y. 

1073.  Transportons  l'ori^ne  des  coordonnées  à  un  point  qui  ait,  lui- 
même,  ajbetc  pour  coordonnées  respectivement  parallèles  aux  a!,jr 
etJij  il  faudra,  pour  rapporter  aux  axes  passant  par  ce  point  et  parallèles 
aux  x^j-  et  Zjies  diverses  valeurs  données  ci -dessus,  remplacer,  dans 
ces  valeurs,  Xj^  et  s  par  x — a^jr — è^  z — c.  Ainsi  2^  {otx'),ou^^ 
deviendra  i?t»i(x—tf)»l  ou  S(,mx^)-~s,a  S  (mx)'\-a'^  S  (m). 
Désignant  par  ^'j  cette  dernière  quantité,  par  3f  la  masse  totale  ^(m) 
et  par  ^,v  et  ^\e8  coordonnées  du  centre  de  gravitétoa  aura,  d'après 
les  propriétés  de  ce  centre,  art.  a77,  ,    - 
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et  on  trouvera  de  la  même  manière,  en  désignant  par  B',  C ^  & ^  etc. 
les  quantités  analogues  à  B,  C,  D,  etc.  art.  1064, 

E'  =  E—lcS+''i:)'>'+'"''>f 
P  =  F—(ar  +  i  g)ai-\-ai  M 

mais ,  pour  simplifier  les  calculs  suivants,  supposons  que  l'origine  des 
coordonnées  primitives  soit  ati. centre  de  gravité,  et  que  les  axes  pri- 
mitifs des  coordonnées  qui  se  croisent  à  ce  centre,  soient  principaux j 
on  aura,  par  cette  double  condition, 

f=o,  »=o,i'=o,  Z)=o,  £=o,/'=o. 
et  par  conséquent, 

A'=A+a'  M;  B'  —  B-\-b'  M;  e=C-\-c'  M 
O^bcMiB^acMsP^alM. 
Désîgtwi»  encore  par  L  le  moment  d'inertie  principal  qui  se  rapporte 
à  l'origine  dont  la  position  est  détermina  par  les  coordonnées  a,  b,  c> 
on  aura  la  valeur  de  ce  moment,  en  substituant  dans  l'équation  (6) 
de  l'art.  1068  aux  quantités  Aj  B  y  C  ^  etc.  leurs  correspondantes 
j^ 3  B',  C f  etc.  ou  les  valeurs  de  ces  correspondantes,  ce  qui  donner? 

(^-f  o'Af— i)  («+i«Af-rZ)  (C-J-c"  U—L) 

-{A-\-a'lll—L)b'c^llI' 

-lB+fM—L)a'c'M' 
I  — (C+c'Jlf— £)a"4"M' 
+ia'b'c'W 

^uation  qui  peut,  visiblement,  se  mettre  sous  la  forme 
I  (,A—L)(B—L)(C^L) 

(£) o  =  j   +a'(,B-Z)(C-L)M 


.  i  +a'(,B-L)(C 
I  +b'(C-L){A 
l  +c'{A-L)(B 


{A—L)U 
-L)(B—L)tl 

1074.  La  quantité  L  se  détermine  par.  cette  équation  loisque  «^  & 
a  sont  connues  ;  mats  si  L  est  donné,  et  que  fOD  considère  a^  b  et  û 
comme  les  coordonnées  d'une  surface  courbe,  à  chaqne  point  de  cette 
suiface,  la  valeur  d'un  des  moments  d'inertie  principaux  sera  la  valeur 
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donnée  de  Lj  cette  surface  est  du  second  ordre,  et  on  peut  mettre  son 

équation  sous  la  forme 

On  a  l'équation  suivante  du  plan  principal  relativement  auquel  le 
moment  d'inertie  a  la  valeur  donnée  Lj  équation  rapportée  aux  axes 
principaux  du  centre  de  gravité, 

X — a  y^  y — b  j_ z  —  c 

°  "  {A'—L)D'—EF  "*■  {B'—L)E'—FW  "•"  iC'—L)F'~-D'E' 
ou  en  substituant,  pour  A',  B',  etc.  leurs  valeurs, 

{Â—L)bcM    "•"    {B~L)acM   "**    {C—L)abM   ~° 
équation  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 

^(■-g— ^)    ■    ^ir—^)    t.  c(z— c)  _ 

L~A      ^      L—B      '^       L~C 
et  qui  est  celle  d'ua  plan  tangent  à  la  surface  dont  j'ai  donné  l'équa- 
tion (5)  ci-dessus,  au  point  de  cette  surface  qui  &  a,  b  et  c  pour 
coordonnées. 

1075.  La  surface  dont  je  viens  de  parler  a,  pour  plans  diamétraux, 
tes  plans  même  des  cpordonnées,  qui  sont  les  plans  principaux  du 
corps  ,  passant  par  son  centr-e  de  gravité,  et  en  supposant  entre  A,  B 
et  C,  l'ordre  de  grandeur  A<;_B<iCj  cette  surface  sera  un  ellipsoïde 

pour  toutes  les  valeurs  de /'>C 

un  hyperboloïde  a  une  nappe  lorsqu'on  aura. C>£>.5 

un  hyperboloïde  a  deux  nappes  lorsqu'on  aura :B>C>^ 

Enfin  elle  serait  imaginaire  si  on  avait  Z<^  j  ce  qui  conduit  à  la 
conclusion  déjà  tirée  du  théorème  de  l'art.  1061 ,  savoir,  que  le  plus 
petit  de  tous  les  moments  d'inertie  qui  répondent  au  centre  de  gravité 
est,  en  même  temps,  le  plus  petit  de  tous  les  moments  d'inertie  du 
corps. 

,  .1076..  Supposons  fjue  L  preniw  tflute*  les  vâleu»  qu'il  peut  re- 
cevoir .depuis;.,^  jusqu'à  l'iofini ,  et  concevons  toutes  les  surfaces  d'hy- 
.pe^bolqïdes  à  deux  nappes ,.  d'hyperboloïdes  k  une  nai^e  et  di'elii- 
^'ùiesicorrespond^ntefr  à  ces  valf  urs;  ces  trois  »de6  de  surfaces  auront 
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les  mêmes  foyers,  pour  leurs  sections  principales,  puisque  les  quarrés 
des  excentricités  de  ces  sections  seront 

C— g  C—J  B—A 
M  '  M  '  M 
il  résnlte  de  là  que  l'une  de  ces  surfaces  étart  donnée,  aucune  de 
celles  de  son  espèce  ne  peut  la  rencontrer;  mais  qu'elle  est  coupée 
par  foutes  celles  d'espèces  différentes;  d'où  l'on  peut  tirer,  comme  con- 
séquences, que,  des  trois  moments  d'Inertie  des  plans  principaux,  qui 
répondent  à  un  point  quelconque  de  l'espace  pris  pour  origine,  il  y  en 
a  nécessairement  un  dont  la  valeur  est  comprise  entre  A  eX.  B ,  un 
autre  dont  la  valeur  est  entre  B  et  C,  et  que  le  troisième  surpasse  Cj 
et,  comme  les  plans  principaux,  relatif  à  ces  moments,  sont  à  angles 
droits  les  uns  sur  les  autres,  et  qu'ils  touchent  respectivement  les  surfaces 
d'ellipsoïde  et  celles  d'hyperboloïdes  à  une  ou  deux  nappes,  il  s'ensuit 
que  ces  surfaces  se  coupent  à  angle  droit,  ce  qui  résulte,  d'ailleurs,  de 
l'observation  faite  ci-dessus ,  qu'elles  ont  même  foyer  pour  leurs  sections 
principales.  On  peut  même  aisément  reconnaitre  qu'elles  se  pénètrent 
réciproquement  selon  leurs  lignes  de  courbure,  de  telle  manière,  par 
exemple ,  que  le  système  de  tous  les  hyperboloïdes,  &  une  nappe,  ren- 
contre l'un  quelconque  des  ellipsoïdes  selon  les  lignes  d'une  de  ses  cour- 
bures, et  le  système  des  hyperboloïdes  à  deux  nappes  coupe  le  même 
ellipsoïde  selon  le  second  système  de  ses  lignes  de  com-bure  ;  et  les  tan- 
gentes k  ces  lignes  de  courbure  sont  précisément  les  axes  principaux  des 
■corps  qui  répondent  au  point  de  l'espace  où  elles  se  croisent. 

Telle  est  la  distribution  des  axes  principaux  d'un  corps  autour  de 
ceux  qui  répondent  à  son  centre  de  gravité;  en  un  point  quelconque 
de  l'espace,  ces  axes  remarquables  ne' sont  que  des  cas  particuliers  de 
certains  systèmes  d'axes  obliques  que  l'on  a  nommés  conjugués,  et  qui 
les  comprennent  d'une  manière  analogue  &  celle  dont  les  axes  prin- 
cipaux rectangulaires  des  lignes  et  surfaces  du  deuxième  degré  sont 
compris  parmi  leurs  diamètres  conjugués.  Les  élèves  qui  voudront 
faire  une  étude  plus  approfondie-  de  ces  intéressantes  théories  les  trou- 
veront exposées ,  avec  plusieurs  des  propriétés  générales  que  nous 
venons  d'exposer,  dans  un  excellent  mémoire  de  M.  Jacques  Binet, 
inséré  au  tome  IX  du  Journal  de  l'École  Polytechnique. 
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Conaidvraiionsparliculièrei  lur  les  moment)  d'iaerlieprU  par  rapport  aux  axet. 

1077.  La  théorie  du  mouvement  des  corps  emploie  particulièrement 
les  moments  d'inertie,  pris  par  rapport  aux  axes,  et  je  vab,  en  con- 
péquence,  présenter  aux  élèves  des  considérations  particulières  h  cette 
espèce  de  moments. 

Les  positions  des  difTérents  points  matériels  m,  du  corps,  ou  du 
■ystême  étant  déterminées  par  les  coordonnées  x^jr  et  a  et  faisant, 
comme  à  l'article  1064, 

Z{mx»)=^j  S{m^*)=B j  X {mz')==C 
S\mj-z)-=l)j  E  {xi)=Ej  S{mxj-)=Fj 
si  on  mène  par  l'origine ,  un  nouvel  axe  de  coordonnées,  cfu'on  suppose 
être  celui  des  x,j  faisant  un  angle  ff  avec  le  plan  xjr,  et  dont  la  prO' 
jection  orthogonale ,  sur  ce  plan  xy,  fasse  un  angle  17  avec  l'axe  des  a?; 
si,  de  plus,  on  prend  pour  axe  des^,  la  perpendiculaire  à  l'axe  des  x^ 
menée  dans  le  plan  xj  et  pour  axe  des  s,  la  perpendiculaire  au  plan 
Xf^,  menée  par  l'origine  des  x,y  et  z  }  il  résultera  de  cette  construc- 
tion que  les  plans  des  œy  et  x,y,  formeront  entre  eux  un  angle  égal 
à  ê,  et  que  leur  ligne  d'intersection  formera  avec  l'axe  des  x  un  anglç 
complémept  de  n>  et  on  aura,  comme  à  l'art.  1066, 

x,=.{<$cm.  n-\-y  stn.  ï^)  cos.^-{-3sin.^ 
y,^  j'cos.  îî — X  sin.  II 
i,-^  %ZQ/&.0 — (aîcos.ïi+j'sin- >î)3În-^ 
M  on  dédufira  de  ces  équations  la  valeur  suivante  du  moment  d'inertie, 
£  \m(x,*-\-y^')\i  par  rapport  à  l'axe  des  <„  ou, en  général,  par 
rapport  à  une  droite,  menée  par  l'origine,  et  perpendiculaire  &  un  plan 
ayant  une  position  déterminée,  par  les  angles  ^  et  )?,  de  la  manière 
ci -dessus, 

f^(8in.*ïî+co8.*)!Cos.»^+5(çoç.«^+sin.")îC(**^+Ûin.'tf 

\    i      IV  /  -rjiii.     J+5£cos.ïisin^co8.tf 

L — si^cos>i7SÎn.)isin.'^ 
si  on  ajoute  cette  valeur  à  celle  de  ^(/nz,')  ou  L,  dpnnée  art.  1067, 
on  trouvera  ^  {«(ar,*  -H^,*  -f  »,')}=: 2? J»»(x'  -H^'  -Ha*)  j  ainsi 
que  cela  doit  être,  puisque  les  deux  expressions  x^  +jy,^  +  %t*  et 
ip*+j'*  +i*  sont,  l'une  et  l'autre,  le  qqarré  çleU  distance  de  la  mo» 
fécule  m  à  l'ori^ne  cominupe. 
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1078.  En  égalant  séparëment  à  zéro  les  différmtielles  de  l'éç^ua- 
tîon  (M)  de  l'article  précédent,  prises,  respectivement,  par  rapport 
k  é*  et  à  )7 ,  on  a  les  valeurs  de  ces  angles  ûet  ïi  qui  donnent  la  po* 
sition  du  plan  cc^j-f  perpendiculaire  à  Paie  des  s,  par  rapport  auquel 
la  difTérentielle  du  moment  d'inertie  est  égale  à  zéro.  Le  même  calcul 
conduirait  à  ce  résultat  auquel  on  est  parvenu  fort  simplement,  ar- 
ticle 1067,  savoir^  que  la  condition  ^  S  \  m{Xf* +jr»)  \  :=o|(qui 
équivaut  à  la  condition  ^^  (m  z,>)  =  o,  ainsi  qu'on  l'a  vu  à  Tart.  cité) 
est  satisfaite  lorsque  chacune  des  sommes  ^(flis,x,),et  S{mz,y,) 
est  égale  4  zéro. 

Opérant  ensuite  sur  l'équation  (Jf)  de  l'article  précédent,  comme 
on  a  fait  sur  celle  qui  donne  la  valeur  de  Lj  art.  1067,  ou  sur  son 
équivalente  (i),  art.  1068,  on  arriverait  à  une  équation  qui  ne  ren- 
fermerait plus  que  X  |ffï{a;,»+j>',*)  Jet  les  quantités^j5,Cj,i?j  E^i?, 
Mais  cette  équation  peut  se  déduire  immédiatement,  et  avec  facilité, 
de  l'équation  analogue  (6)  de  Part.  1068, 

(      {A~L)iB-L){C-L) 

[      +»DEF 
faisant  pour  abréger  S  \  m  (x,*  +J'/*)  i  =Mj  on  aura 

d'où  L=  A  +  B  -i-  C- — Mj  et  l'équation  précédente  devient,  lorsqu'on 
y  substitue  cette  valeur, 

£  (Af  — ï+c)  (Jlf-:îqhc)  iM~^A+B) 

(  +  2DEF 
le  moment  d'inertie  M,  par  rapport  à  ra:iie  des  Zj  est  donné  par  les 
moments  d'inertie \A  +Bj  A  +  C,  B  +  C  ipr'K  par  rapport  aux  axes 
des  Sjjf  et  X. 

On  trouverait,  pour  l'équation  précédente,  trois  racines  réelles  comme 
on  les  a  trouvées  pour  l'équation  (6)  de  l'art.  ic68;  et  l'existence  de 
ces  .racines  réelles,  de  (ft),  peut  se  déduire ,  immédiatement ,  de  ce 
^ui  a  été  dit,  art.  1069;  on  a  vu,  dans  cet  article,  que  la  condition 
d  2(m  Zf')  qui  équivaut  à  dL=!Q,  en  comportait  deux  autres,  sa- 
voir, tiS(mjr*„)=o  et  dS (ma!*„)=.o,  les  axes  des  3r„  et  des^^, 
étant  renfermés  dans  le  plan  x,j;,  perpendiculaires  l'un  sur  l'aut,re,  et 
•e  rencontrant  à  l'origine  commune^  or  ces  trois  équations  donnent» 


Digitizeaby  Google 


^2»  DïNAMlQUE    ÉLKMENTAlIbE. 

par  leurs  combinaisons,*^^;)  m{x„*  +jy„')  { =o,  4ÎS\m{x„*  +a/)  |  =o, 
dS\  m{y„^  +2„')|:=o,  résultat  qu'on  obtiendrait  aussi,  art.  io65 
et  1067,  «1  considérant  l«  i*".  membres  de  ces  dernières  équations, 
comme  les  différentielles  respectives  de  ^—^(ctz»,),  /t— ^^(/ïy^,)^ 
R  —  Z(/n-r»,,)  j-  donc  lorsque  la  différentielle  du  moment  d'inertie. . . 
Z)  m{x,f*  +j>'„*),  pris  par  rapport  à  l'axe  des  s,,  est  nulle,  il  existe 
deux  autres  axes,  passants  par  l'origine,  perpendiculaires  entre  eux  et  k 
l'axe  des  Sj  qui  jouissent  de  la  même  propriété. 

1079.  ^'''*  désigné,  art.  1070,  par  le  nom  àc  plans  principaux , 
les  trois  plans  par  rapport  auxquels  les  différentielles  des  moments 
d'inerlie  sont  nulles;  les  axes  qui  sont  les  lignes  d'intersections  de  ces 
plans,  et  qui  jouissent  de  la  même  propriété  relativement  aux  moments 
d'inertie  qui  les  concernent,  ont  été  appelés  axes  principaux.  Ainsi, 
pour  un  point  quelconque  de  l'espace,  il  y  a  en  général  trois  droites 
passant  par  ce  point ,  dont  l'une  quelconque  est  perpendiculaire  au 
plan  renfermant  les  deux  autres,  et  qui  ont,  par  rapport  à  un  corps  de 
position  fixe,  les  propriétés  qui  constitu«it  des  axes  principaux;  on 
verra  bientôt  que  dans  les  cas  particuliers  où  le  nombre  de  ces  droites, 
excède  trois  il  est  infini. 

1080.  Pour  déduire  les  positions  inconnues  des  axes  principaux,  des 
positions  connues  de  trois  axes  coordonnés  il  est,  en  général,  indis- 
pensable de  résoudre  une  équation  du  troisième  degré  ;  mais  les  calculs 
deviennent  beaucoup  plus  faciles  lorsqu'un  de  ces  axes  principaux  est 
donné ,  et  qu'on  a ,  seulement ,  à  déterminer  les  positions  des  deux 
autres. 

Tous  les  points  du  corps  étant  étant  rapportés  aux  trois  axes  des  x, 
r  et  ij  soit  l'axe  principal  donné  celui  des  &,  ayant  par  rapport  à  ceux 
des  x_,^,  z  la  position  déterminée,  art.  1066,  et  traçons  sur  le  plan, 
passant  par  Torigine ,  qui  lui  est  perpendiculaire,  les  axes  des  x,  et 
desjy,  satisfaisant  aux  équations  (i)  de  l'article  cité.  D'après  ce  qui 
a  été  démontré  précédemment,  les  deux  autres  axes  principaux,  quî  ' 
se  coupent  aussi  à  l'origine,  doivent  se  trouver  dans  le  plan  s^tj,»  à 
angle  droit  l'un  sur  l'autre;  je  désigne  ces  derniers  axes  par  les  noihs 
d'axes  des  x,,  et  d'axe  des^„j  les  propriétés  caractéristiques  qui  ies 
distinguent ,  et  d'après  lesquelles  on  détermine  leurs  positions ,  sont 
pxprirpées  par  les  équations  dS  {mx„*)=~o  etdS(mjy*„)  =0;  or 

désignant 
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dt-signant  par  *  l'angle  formé  par  l'un  de  ces  axes  et  par  l'axe  des  a^,, 
par  i  la  tangente  de  cet  angle,  donnant,  d'ailleurs,  à  j4,,  B,,  F,j  la 
même  signification  qu'à  l'art.  1069  ,  on  aura  par  réiimination  de  L, 
entre  le»  équations  (3)  et  (4)  de  l'article  cité,  les  deux  valeurs  de  i 
qui  résolvent  la  questiop;  cette  élimination  donne 
I  .      ,       ^f—B, 

—-  — i==cot.t — taog.  *=acût. a*,donc 

(^) '^i-"^^^ 

Une  même  tangente  appartient  toujours  k  deux  angles  différants, 
entre  eux,  d'une  demi -circonférence ,  et  dont,  par  conséquent,  les 
pioitiés  difftrent,  entre  elles,  d'un  quart  de  circonférence;  et  on  voit, 
par  là,  que  l'équation  précédente,  en  donnant  la  position  de  celui 
des  deux  axes  principaux  cherchés,  qui  doit  faire  l'angle  i  avec  Taxe 
des  x,f  indique  en  même  temps  l'existence  d'un  autre  axe  principal, 
coupant  le  premier  à  angle  droit. 

ip8|.  Oi)  peut  faire  snbir  à  l'équation  (5)  de  l*art.  1069, 
iJ,~L,){B,^L,)—F,*=Q 
une  transformation  analogue  à  celle  qu'a  éprouvée  l'équation  (6),  de 
l'art.  1068,  pour  devenir  l'équation  (/*)  de  l'art.  1078;  par  cette  trans- 
formation l'équation  (5),  art.  1069,  au  lieu  de  donner  la  valeur  du 
moment  d'inertie  i,,  ou  S{mas„*),  pris  par  rapport  au  planj'^s,, 
perpendiculaire  à  l'axe  des  x„ ,  donnera  le  moment  d'inertie..,., 
^  1  '"{jtt*  +2/')  1  pris  par  rapport  à  cet  axe  des  x^,. 

Faisant  S\mij„'^  ■\-z,'^)\=M,j  on  aura  Jlf, +Z,  =  ^,  +  fl,+  C,, 
équation  qui  dérive  de  a?,' +^,* +z,*  =  aî„' +^,/ +3,%  d'où 

et  sulKtituant  cette  valeur  dans  l'équation  (5)  de  l'art.  1069,  apr6s 
avoir  fait, 

A,  +  C,=ft,  ;  B,  +  C,=fi„ 
cette  équation  se  chongera  en 

(  (M,~-fi„)  {M,^ft,)  —F,»  = 
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ft,  ft„  sont,  mpectivement,  l«s  moments  d'inertie  par  rapport  k  l'aie 
des  Xf  et  de8_^,^-  et  on  peut  à  ft„ — (a,  substituer  la  différence  équi- 
valente Bf — j4f. 

On  serait  parvenu  à  la  même  équation,  si  au  lieu  de  chercher  la 
valeur  deZj  'n{j-„*-^i,*)\  on  eût  cherché  celle  de  X{ffï(.T,,'+a,')|, 
c'est-«Vdire,  le  moment  d'inertie  par  rapport  h.  l'axe  àe  j;,j  les  deux 
moments  sont  donnés  par  les  racines  réelles  de  l'équation  (fi')  qui  a, 
avec  i'équation  (/*)  de  i'arl.  1078,^3  mêmes  relations  qui  lient  l'équa- 
tion fS)  de  l'art.  1069  avec  l'équation  (6)  de  l'art.  1068. 

Quant  k  la  tangente  i  de  l'angle  *  sa  valeur  et  la  forme  de  son  ex- 
pression  restent  les  mêmes  qu'à  l'article  précédent. 

1083.  l'hypothèse  de  Tégalité  des  deux  racines  de  l'équation  (^)de 
l'article  précédent ,  ou  de  l'égalité  des  moments  d'inertie  pris  par 
rapport  aux  axes  des  x„  et  des  jr,^^  donne 

et  les  deux  quarrés  qui  se  trouvent  sous  le  radical  étant  essentiellement 
positifs,  cette  équation  ne  peut  être  satisfaite  que  par  les  valeurs  Ff^^o 
et  ^^=^„  celte  dernière  égalité  étant  équivalente  à  ^,=3,.  Ces  va- 
leurs substituées  dans  l'équation  (fé')  de  l'article  précédent  et  dans  les 
équations  (5)  et  (4)  de  l'art.  1069,  donnent 

r       r-i       rn         I  f  I  ^ 

D'o{i  on  conclut  que  lorsque  deux  axes  principaux,  qui  se  coupent  en 
un  point  désigné  par  a,  ou  deux  plans  principaux  dont  la  ligne  f  in- 
tersection est  désignée  par  À,  ont  leurs  moments  d'inertie  égaux,  les 
momefits  d'inertie  par  rapport  k  tous  les  axes  renfermés  dans  le  plan 
de  ceux  dont  on  vient  de  parler ,  et  passant  par  le  point  a ,  ont  une 
valeur  commune  ;  et  que  la  même  égalité  a  Ueu  pour  les  moments 
d'inertie,  pris  par  rapport  k  tous  les  plans  qui  se  coupent  sur  la  ligne  À. 
On  pourrait  aisément  déduire  de  ce  théorème  son  analogue  appli- 
cable au  cas  de  trois  moments  d'inertie  égaux,  appartenants  à  trois  axes 
ou  k  trois  plans  principaux  ;  mais  ce  dernier  théorème  est  la  consé- 
quence naturelle  et  immédiate  de  celui  qui  a  été  démontré, art.  1073, 
sur  les  moments  d'inertie  des  plans  principaux,  et  que  je  vais  appliquer 
aux  moments  d'inertie  des  axes. 
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io83.  On  a  va,  à  Tarticle  cité,  qu'en  euppocant  que  les  plaoe  spjr, 

^^ly^f  étaientprincipaux,  et  en  désignant,  par  X^  le  moment  d'inertie 

pris  relativement  à  un  plan  quelconque,  faisant  avec  les  plans  desj'Sj 

des  ^2  et  des  xjj  les  angles  respectif  t,  S,yt  oa  avait  l*équatiaiE>< 

K=s>^cos.'  a  +  iïcos.*  tf+  Ccos.'  y. 

j4,BtX.  C représentant  les  quantités  ^(m.T*),  X(my^),  Z{mz*), 
c'est-à-dire  les  moments  d'inertie  par  rapport  aux  plans  principaux. 

Si  on  relranche  le  premier  membre  de  A-{-B-{-C  et  le  deuxième 
de  Qy4-\-B-\-C)  (cos.*iz  +  cos.»^+cos.»y),  ce  qui  ne  change  pas 
l'égalité  des"  deux  membres,  vu  que  (cos.*  a-j-cos.^iT-^-cos.*/):^  i  ; 
on  aura,  en  faisant  ^-\-B-\-C — ii.  =  lV 

(4^),...lV  =  (B+C)co$.»a  +  (J  +  €}  cm-*S+{^  +  B)coi.>y. 

JV  est  la  valeur  ivt  moment  d'inertie  par  rapport  à  un  axe  per^ndi- 
eulaire  au  plan  qui  forme  les  angles  a.  If,  y  avec  les  [^an»  prinerpaux 
desjj's,  3;a  et  scj'j  et  cet  axe  forme,  par  conséquent,  les  mêmes 
angles  avec  les  axes  des  of,  èesjf  et  des  n,  respectivement  perpendi- 
culaires aux  plans^a,  aiz  et  xjt.  De  plus  B-\-Cj  A-^^Cj  et  A-\-B 
sont  les  moments  d'inertie  respectifs,  pris  par  rapport  aux  axes  des  a^, 
desjj'  et  des  z)  donc  le  moment  d'inertie,  par  rapport  à  une  droite 
quelconque  passant  par  l'oFigine ,  se  compose  des  produits  des  moments 
d'inertie  pris  par  rapport  à  chacun  des  axes  coordomiés  (lorsque  ces 
axes  sont  principaux)  par  les  quarrés  des  cosinus  des  angles  respectifs 
que  chacun  de  ces  axes  fait  avec  la  droite  passant  par  l'origine. 

1084.  Les  axes  coordonnés  continuant  à  être  des  axes  principaux, 
si  les  trois  moments  d'inertie  par  rappott  à  ciM  axes  sont  égaux  entre 
eux ,  on  aura 

A-\'B=.A-^C=^B-\.C 

ce  qui  suppose  A^B-^Çj  et  la  valeur  de  N ,  déduite  d'après  cette 

hypothèse,  de  l'équation  f&  de  l'article  précédent  sera 

iV=:a^(co8.*a  +  cos.*if-^-cos.'j')  =  a^  puisque  cos.*  a +  cos.'^-H 
cos.')'=  I  ;  d'o6  on  conclut  que  lorsque  les  moments  d'inertie,  pris  par 
rapport  aux  trois  axes  principaux  rectai^ulaires,  sont  égaux  entre  eux  , 
la  valeur  commune  de  ces  moments  est  celle  du  moment  d'inertie  pris 
par  rapport  à  toute  droite  qui  pas3e  par  le  point  unique  oii  les  trots 
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aies  principaux  sont  censés  se  couper;  tout  axe  mené  per  ce  poiht,  est 

un  axe  principal. 

La  même  propriété  a  lieu  pour  les  plans  principaux,  on  a, art.  1071, 
par  la  condition  dç  A=B=Cf  X=.^  (cos.»a  +  cos.»if+cos.»)')=;^. 
Le  moment  d'inertie,  par  rapport  à  tout  plan  passant  par  l'origine,  a 
une  valeur  constante. 

io85.  Je  terminerai  ce  chapitre  par  l'analyse  d'un  problème  très- 
curieux,  sur  les  moments  d'inertie,  dont  MM.  Poisson  et  Jacques  Binet 
ont  trouvé,  en  même  temps,  la  solution.  Il  s'agit  de  déterminer  les 
points  d'un  corps,  si  toutes  fois  il  en  existe,  par  rapport  auxquels  les 
trois  moments  d'inertie  principaux,  et,  par  conséquent,  tous  les  mo- 
ments d'inertie  soient  égaux. 

Soit  m  l'élément  de  masse,  et  supposons  que  les  axes  des  coordonnées 
x^jr  et  Zf  qui  déterminent  sa  position,  soient  des  axes  principaux,  dont 
l'intersection  commune  se  trouve  au  centre  de  gravité;  on  a,  d'après 
ces  deux  conditions,    . 

Z(irw)^o;^(ym)  =  o;^(5in)  =  o 
.£(.r^ffï)  =  o;  2  (x^»ï)  =  o;  2(jrim)  =  o. 
Représentons  les  moments  d'inertie  respectifs ,  pris  relativement  aux 
axes  des  Xj  y  et  z,  par 

a=-L\  mCr'  +  ^)  1  ;  ^  =  2  1  »i(x«-l-«»)  1  ;  c.==X\m{x^-\^y»-)  \ 
désignons  par  ^,)î  et  ^,  les  coordonnées  incoimueS|d'un  des  points  de- 
mandés, rapportées  aux  axes  des  x ,jr  et  z^  de  manière  qu'on  ait,  pour 
ce  point  demandé. 

Transportons  l'origine  à  ce  même  point ,  sans  changer  la  direction  des 
axes,  les  coordonnées  d'un  élément  de  masse  quelconque  m  deviendront 

a:— f;j'— >î;s— (Î: 
la  condition  de  l'égalité  des  moments  d'inertie  par  rapport  ji  toutes  les 
droites  qui  passent  par  la  nouvelle  origine,  suppose  que  toutes  ces 
droites  sont  des  axes  principaux,  et  par  conséquent  les  axes  des  coor- 
données X — ^,j — n,  s — ^sont,«ux-mêmes,  de  pareils  axes,  ce  qui 
donne, 
21  {^  -f )  {y—f()m  \  =S(xjrm)  —^S(jym)  —  n  X{xm)  +^  n  2(/«)  =  0 
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et,  en  vertu  des  propriété  du  centre  de  gravité  et  des  axes  principaux, 
ces  équations  se  réduisent  k 

SnM=o;  ff^=o;  ïî^M=o, 
en  désignant  par  M  la  masse  entière  dû  corps. 

Or,  pour  satisfaire  à  ces  trois  dernières  équations,  il  est  né(!;essaire 
que  deux  des  trois  quantités  ^,  ti  et  ^soient  nulles;  si  donc  le  point 
demandé  existe,  il  ne  peut  se  trouver  que  sur  l'un  des  axes  des  coor- 
données Xjjj  z.  Je  fais  ïi^q  et  ^^o  et  je  laisse  ^  indéterminé,  ce 
qui  revient  à  supposer  le  point  demandé  sur  l'axe  des  x,  k  une  distaace 
17  de  l'origine  ou  du  centre  de  gravité.  Alors  les  moments  d'inertie  du 
corps,  relatifs  à  ce  point,  seront  a,  par  rapport  à  l'axe  des  m,  et, 
art.  1061,  à.  +  M^*  et  c  +  JH_^^  par  rappo^  aux  axes  parallèles  4  ceux 
des^  et  des  s.  On  aura  donc,  d'après  le^  conditions  du,  problème,    ,, 

mais,  pour  que  ces  équations  soient  possibles ,  il  faut  qu'on  ait  è=^Cj 
et  l'égalité  de  ces  deux  quantités  donné        ■    -■  ■ 


f»  =1. 


M     ' 

II  faudra  donc  encore  que  a^c  afin  que  la  quantité  f  soit  réelle;  cela 
étant ,  on  aura  ;  pour  ^ ,  deux  valeurs  réelles  égales  et  de  signes  con- 
traires, savoir;  ' 

;-  f-^^'^— [/^'   :;■  ■ 

Par  conséquent  ilexistera  deux  points  qui  auront  la  propriété  demandée, 
et  qui, seront  situés  sur  l'axe  dçs  tr^' à  égales  distances  de  part  çt  d'autre 
du  centre  de  gravité.  ■...'',;■ 

1086.  On.  déduit  dç  cette  analyse  .les  conséquences  suivantes; 

lO.Qyaqd  les, trpis.mometits  d'inertie  Uj  bj,Cj  relatifs  aux. axes  prin- 
cipaux qui  se  coupent  au  centre.de  gravité  d'un  corps,  sont  inégaux, 
il  n'existe  aucmii.  point  par  rapport  auquel.  les  itioments  d'inertie  de  ce 
corps  soient  tous  égaux, 

s,".  Si  deux  des  trois  moments  a,  b ,.c  sont  égaux,- et  que  le  mo< 
ment  inégal  soit  le  plus  grand  des  trots-,  il  existe  deux  points  par 
rapport  auxquels  tous  les  moments  d'inertie  sont  égaux,  ces  point»  sont 
situés  sur  l'axe  principal  qui  se  rapporte  au  plus  grand  des  trois  moments 


Digitizeaby  Google 


3«$  Dynamique  ^LiMCNTAiRE. 

a,  b,  c  et  sont  placés  symétriquemeat  de  part  et  d'autre  du  oeatre  de 

gravité. 

3".  Lorsque  les  trois  momeots  a,  h,  c  sont  égaux ,  il  n'y  a  pas 
d'autre  point  que  le  centre  de  gravité  fax  rapport  auquel  tous  les 
mQmeots  d'inertie  soient  égaMz. 

ForQiulei  pour  le  olcut  des  moments  d'inertie  de  dîBerend  corpa. 

1067.  Les  solides  de  révolution  sont  ceux  qui  se  préfientenC  le  plus 
fréquemmfïit  dans  les  appitcations  qu'on  a  &  faire  des  formules  des 
moments  d'inertie;  et,  en  conséquence,  je  vais  les  donner  pour  exemple 
fie  ces  applications. 
''»•"••""•'*"•  SohZïXJÇ.n*'.  i,!a  courbe  généiatnce  d'un  solide  homogtne  de 
révolution,  la  droite  AP  l'axe  de  ce  solide;  et  ÇSSTj  n*.  a, 
sa  section  faite  par  un  plan  perpendiculaire  à  ^F  et  passant  par  je 
point  P.  Concevons  une  autre  section,  faite  parallèleneat  k  la  pre* 
mière,  à  une  distance  infiniment  petite  FP'j  ces  deux  sections  cons' 
prendront,  entre  elles,  une  tranche  élémentaire  du  solide,  dont  le 
cercle  ÇHST  sera  la  base,  et  PP'  l'épaisseur. 

Supposons  que  le  centre  de  gravité  de  la  partie  du  solide,  comprise 
entre  les  sections  perpendiculaires  k  AFj  faites  aux  points  A  et  B , 
soit  en  Ij  élevons  les  perpendiculaires  AD,  JK,  P R,  P' P! ,  et  BC 
sur  AB}  soient,  dans  1^  section,  n<>.  »,  les  diamètres  ()5et  771  per< 
pendiculaires  l'un  sur  l'autre;  nea^ns  Ics-rayons  PVet  F /ÏT' formant, 
entre  eux,  un  angle  infiniment  petit,  traçons  dins  cet  angle  les  deux 
arcs  Nn  et  î^ n' ,  concentriques  fa  VW,  et,  du  centre  du  trapfze 
élémentaire  JVn  n'  ff ,  abaissons  la  perpendiculaire  tjM  sur  le  dia< 
mètre  QSj  faisons^ 

La  densité ■  '■ '. ^^     i 

L'élément  de  rnasse  ou  de  volume. .....' ==   m 

Le  volume  de  la  partie  du  solidle  comprise  entre  les  sections, 

perpendtculaires  &  A  F,  faîtes  pui  poiov  Aet  B kb  itf 

AI==fj  AP=S;  PB=n  > 
JP=xj  PM=jy;  Mif=i 
Pn^^n  angle  H^PS^^ 
0(1  aur» 

Vr=^d^\nn:=^dri  angle  WPV^df^, 
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1088.  D'aprts  l'état  d«  choses  q*i*on  vient  dVïpoaer,  le  frapèse 
Nnn'  Pi'  est  ta  base  d'un  prisme  élémentaire,  dont  PP*  est  la  hauteur 
et  dont  \e  yo\amt^»dr.rd^.d^=m s  et  puisque  l'a  den3itê=  ï  ,  ce 
volume  représentera  ta  masse  do  prisme  élémentaire. 

Les  ttiéorémes  connus  sur  la  cubalure  des  solide»  de  révotirtlon  et 
sur  les  centres  de  gravité»  fournissent  les  équations, 

d'où  oB  cmclut 

/{n^dÇ)  et/{ri*  ^dS)  sont  les  intégrales  définies  prises  dans  l'étendue 
entière  de  M. 

La  génération  du  solide  donne  y  (/nj'*)  =/"{/»«")  et,  faisant, 
comme  à  l'article  1064,  j4=s:J'(^mx^),oiiauraB=J'(mjr'=f(mi'). 

Cherchant  d'abord  la  valeur  de  ^^  on  aj'(ma^)^ 

L'intégrale  prise,  d'abord,  par  rapporta^,  depuis  ^^o  jusqu'à  ^=2^, 
(on  désigne,  par  ;r,  la  demi-circonférence  dont  le  rayon=  i  )  a  pour 

valeur a  irjf\  {^—fY  rdrdS  \ 

«Ile  se  rapporte  à  un  anneau  circulaire  dont  le  rayon  x=  r^  la  largeur 
daos  le  sens  du.  rayon^^r^  et  l*é(ni»eur  dans  le  sens  de  t'aie=(/^. 

Intégrant,  ensuite,  par  raj^tort  à  r,  on  a,  pour  la  valeur  indé/înie 
de  cette  deuxième  intégrale,  ^J^\  iS—y)*f^di^\  et,  pour  sa  valeur 
définie  depuis  r=o,  jusqu'à  rz^n irj'\  (S^/)'^*^S  î 

Cette  intégrale  s*ap|Jîque  à  une  tranche  élémentaire  du  solide  com- 
prise entre  deux  plans  perpendiculaires  à  Taxe ,  et  coupant  cet  axe  en 
deux  points  infiniment  près  l'un  de  l'autre;  on  a  don£ 

équation  qui,  combinée  avec  les  équations  (i),  devient 

<■'> -=«|^fê^-^0 

Cherchant  ensuite  la  valeur  de  B,  on  a .-.; 

fi=By(»ïj^a)=5;y^(rfi?r</frf#.>»cos.*.^). pour  intégrer  par  rapport 
k  ^,  on  observera  que/W^  cos.*  #  ^fd^  (t+fcos*  2i&)=7#+'isin.  2# 
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et  cette  întt-grale,  prise,  depuis  ^=o  jusqu'à  ^=ajr,  se  réduit  û  sr, 
k  cause  de  sin.  {4  «■)  =  o,  on  a  donc  B=^3cfJ\i^drd^')  \  intégrant 
par  rapport  à  r,  et  prenant  l'intégrale  depuis  /■=o  jusqu'à  r=  17,  on  a 
B=^^/{ri*d^),  ou  en  multipliant  par  Af  et  divisant  par  la  valeur 
frfTi*dÇ,Ae  Mj 

<^> ^^""-^iww- 

Toutes  les  expressions  qui  ne  renferment  plus  que  rtt  S  ^td^  sont 
intégrables,  ou  immédiatement,  ou  par  les  quadratures,  parce  que  J 
et  17  étant  les  coordonnées  de  la  courbe  génératrice,  ri  est  une  fonction 
de  f  donnée  par  l'équation  de  cette  courbe. 

1089.  D'après  ces  valeurs  on  a  l'expression  du  moment  d'inertie 
par  riapport  à  l'axe  des  Xj  ou  à  l'axe  de  révolution. 

Et  l'expression  du  moment  d'ineriie,  par  rapport  à  une  des  droites/JS 
perpendiculaires  à  l'axe  de  révolution,  et  passant  par  le  centre  de  grar 

Le  moment  d'ipertie  par  rapport  à  l'axe  lO  perpendiculaire  à  l'axe 
de  rotation,  et  passant  par  l'origine  ji^  se  trouve,  art.  io6i,en  ajou- 
tant au  moment  d'inertie  pris  par  rapport  à  IKj  c'est-à-dire  à  j4-{-B, 
le  produit  MJ"'  de  U  masse  M  par  le  quarré  de  la  distance  entre  les 
fleux  axes.  On  a  donc 

moment:  d'inertie  par  rapport  à  AD=.  ■■       ^^Z.      ^    — —  ■  ^* 

1090.  Soit  un  cylindre  homogène  dont  la  longueur  =  a  «^  et  le 
rayon=3Cj  on  a  7^  ==^c j  f=  aj /d£=»a  j  Jli'=voIume  du  cylindre; 
^+C:=i Mcc=:moipentd'ipertiepar  rapport  à  l'axeducylindre;^-{-5=i 

l'intégrale  depuis  ^=0  jusqu'à  f  s=sa,  ^+5;=Af(|a»-)-q:c»)  = 
moment  d'inertie  par  rapport  au  diamètre  qui  coupe  l'axe  en  deux 
parties  égales. 
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Cette  quantité  augmentée  |de  Jt!ta*  tdonne  ,  ai*!,  so6ï  ^  \e  Qioment 
d'inertie  par  r|apport  à  un  diamètre  quelconque  d'une  des  bases  du  cy- 
lindre, moment  qui,  par  conséquent,  a  pour  valeur  ilf(-J«"+ ic") 

La  masse  ifif  du  cylindre,  proportionnelle  à  son  volume,  peut  être, 

dant  l'usage ,  représentée  ou  par  ce  volume,  ou  par  le  poids  du  corps. 

En  faisant,  dans  ces  formules,  c  =3  o ,  on  a  le  moment  d'inertie 

d'une  ligne  droite  matérielle,  ou  d'un  filj^tiligôe  homogène,  dont  la 

longueur  =  ia  ,  par  rapport  k  un  axe  qui  lui  serait  perpendiculaire , 

moment  égal  à ^ ^  ou  à  j3fa*  suivant  que  l'axé  coupe  la  ligne 

au  milieu  ou  à  une  des  extrémités  de  sa  longueur. 

M  repréKntc  la  masse  du  iil  »  [u-oportioianeUe  b  aa  longueur,  qui 
dans  l'usage  peut  être  représentée,  ou -par  cettç  longueur,  -pu  par  le 
poids  du  corps. 

Pour  avoir  le  moment  d'inertie  d'un  disque  très>mince,  ou  d'un  plan 
matériel  circulaire  et  homogène  ,  dont  la  masse  Mj  proportionnelle  k 
la  surface,  peut  être  représentée-dans  l'usage,  ou  par  cette  surface, 
ou  par  le  poids  du  corps,  il  fauit  f^ire  «  =  0  dans  les  valeurs  précé  ' 
dentés ,  et  on  a  ' 

Moment  d'inertie  par  rapport  k  un  axe  perpendiculaire  au  plan  du 
cercle  et  passant  par  son  centre=7Afcc. 

Moment  d'inertie  par  rapport  &  un  diamètre^jAfcc. 

1091.  Soit  un  cûne  droit  à  l>ase  circulaire;  prenons  Torigine  de  f 
au  sommet,  <3  étant  la  hauteur  du  cûne,  l'origine  des  ^sera.'art.  3&I 
et  32a,  à  une  distance=-|a  de  l'origine  des  ^.  On  aura,  en  désignant 
le  rayon  de  la  base  par  c, 

et  par  les  fomjules  générales  des  art.  1088  et  J089,  on  a  d'abord  le 
mDinen|:d'ifieitie,  par  rapport  à  l'axe  du  cône. 


-^    /  ?*'^(f  i     L'intégrale  f 

— •  ^  ji-  Me'  <  P'i"  depui»  f 


)  éladt 
S-i-C=^B  =  ^M-   S—JC =  ji- ilf c»  ^ P'i"  depui.f  =  0 


0t  pour  avoir  ensuite  le  moment  d'inertie  par  rapport  au  diamètre  de 
I  4â 
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■la  section,  (>araHèle  à  la  base;  faite  parle  centre  de  gravité,  on  corn- 

meocera. par  calculer  A  =  M  \  — —  ..— V •«*  >  =^ ^ Ma* 

1^  int^gralM  étant  pri»e3  depwïa^ssîo  jusqu'à  ^^i=a.j  et  on  aura  te  mo- 
ment J'inerti»  chçrcîiéBSv^ +^=^^Jtf  («^+ 4c") 
,  Le  moment  d'inertie  par  rapporta  un.  diamètre  de  la  base,  se  trouve 
par  le  théorème  de  l'art.  1061 ,  en  ajoutant  ~  M.  a^  aw  résultat  qu'on 
vient  de  trouver. 

ioc>2.  Enfih  sdît  utie  sphère  ^ont  te  rayonssA^  on  aura 

prenant  les  intégrales  depuis  f  =0  juiqu'à  f  =  2«j  on  trouve 

Le  moment  d*înertie  par  rapport  ^  un  diamètre  quelconque  étant 
double  de  la  valçur  de  B,  a,  par  conséquent,  pour  valeur  jitf'»*.  ' 

1093.  La  détermination  du  moment  d'iherlie  d'une  portion  de  <{ône 
droit  dont  les  deux  bases  sont  perpendiculaires  sur  Taxe,  d*un  secteur 
ou  d'un  segment  sphérique ,,  etc.  s'ob(îent.  par  l'emploi  convenable 
des  valeurs  qui  appartîennèni  aux  limites  des  intégrales,  fait  de  ma- 
nière à  obtenir  exac^emient  jés  expressions  définies  dé  ces  intégrales  , 
depuis  une  cettairie  valeur  déterminée  dé  ^  jusqu'S  une  autre  valeur 
déterminée  de  la  même  variable.  II  n'y  a  rien  d'ailleurs  à  changer  aux 
intégrales  génért^ea  qui  -se  rapportent  à.^  çt  r,  et  qui  donnent  les  va- 
leurs de  Af  B  et  C  en  fonctions  de  Ç. 

"i'094.  Les  niasses  dés  corps  étant',  art.  970,  propbrtîbtmelîesâ  leurs 
poids,  les  applications  pratiqués  des  formiiles' relatives  aux  "momwits 
d'ioertie,  se  feront  conformément. à  ce  ^ui  a  déjà  été  dit,  art.  1090  , 
en  introduisant,,  ^ns  ces,  formules,  les  peids  des  corpuscules  ou 
dés  cerps^m.ou  M'j  pour  rf'préséiiter  leurs  masses;  et  dans  le  cas;  par- 
ticulier, otf  tous  Icsîcorps  élémentaires  finiraient  la  même  densité, 
les  masses  pourront'  être  représentées  par  les  volumes. 
Du  pendule  composé  et  da  centre  il 'oscillât  ion. 

109S.  J'appelle  pendule  composé  un  corps  solide  et  pesant,  de 
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forme  qucloo&goe,  aoiujecti  à^ourAer  jtutour  à'\m,  H^  -f}fie  hoBizopisi , 
t{ufi  je  désigne. piu-  le  nom  â'tUPfi  tllç  ■ffu^eft.sian.  Les  phénomènes  ^^i 
mouvement  de  ce  pendule  offrent  un  sujet  de  recherches  important  et 
curieux,  et  un  premier  exemple,  fort  institictrf,  de  l'application  -^s 
formules  du  mouvement  de  rotation  d'un  coqs,  en  ayant  égajcd  à 
Vétendue  et  \a,Jigure. 

1096.  Je  mtne,  par  le  centre  de  gravité  du  cprps,  une  droite  per- 
pendiculaire &  l'axe  de  suspension ,  droite  que  j'appelle  Ugiîe  des 
centres  y  et  je  désigne,  par  ^,  l'angle  quç  cette  ligije  àe%  ceûtrps.fait 
au  bout  du  temps /j  avec  le  plan  vertical  passant  par  l'axe  de  suspension, 
angle  qui  peut  représenter  l'inclinaisan -générale  du  corps. 

Soient,  de  plus,  a  la  distance  du-oeotFe  de  gravité  "du  corps  h  Taxe 
de  suspension ,  ou  le  rayon.du  xrercle  que  décrit  ce  centre  pendajit-son 
mouvement,  iHf  la  masse  du  corps,  et  M.k^  le  moment  d'inertie  de  ce 
corps  par  rapport  à  un  axe  parallèle  à  l'axe  de  suspcnsLon,  et  passant 
par  le  centre  de  gravité,  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  l'axe  de 
suspension  sera,  art.  1061  ,fgal  à  iW^(a*  +  A"). 

Il  faut  encore,  pour  avoir  l'expression  de  la  force  accélératrice  angu- 
"ïaiiT,'  au  bout  dutemps  t,  trouver  la  somme  des  monjents,  par  rapport 
à  l'axe  de  suspension,  de  toutes  les  puissances  qui  agissent  snr  Mj  or  la 
pesanteur,  qui, sei/le, -agît  sur  ce  corps, .imprimeàchaquemoléculemj 
une  force  motrice  gm  (en  désignant  par  yla  force  .accélératrice  due 
à  la  pesanteur)  dont  le  momient  par  rapport  à  l'axe  de  suspension  .'est, 
au  bout  du  temps  tj  égal  au  -produit  gm^  par  la  distance  horiiontale 
de  m  au  plan  vertical  passant  par  Taxe  de  suspension.  Cette  distance 
étant  représentfîe  par  ^,  on  "a,  art.  2yS,S{^m)  =  Masiu.û,  en  faisant 
attention  que  a  sïn.  ^est,  au  bout  du  tem]!^  r,  la  distance  du  centre 
deçravitéde  M  au  -plan  vertical  passant  par  l'axe  de  suspensfon.    . 

'Ces  déterminatrons  fournissent ,  art.  loSç,  l'équation 

^    ' d£  o»  +  A^ 

^  étant  la  vitesse  angulaire,  ou  la  vitesse  d'un  des  points  placés  k 
l'unité  de  distance  de  l'axe  de  suspension.  , 

Multipliant  le  premier  membre  de  cette  équation-par'Çetledeoxiètiie 

membKpyla  valeur  -^—  tle  f;,^0aAt!attcntioti'queW^'eti^^/^iveiit 
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avoir  des  signes  contraires  ,  parceque  0  diminue  pendant  que  /  aug- 
mente ,  et  intégrant ,  après  avoir  multiplié ,  de  part  et  d'aujre ,  par  dt, 

on  a  f  0»  =  — ^ — î 1.  C. 

Pour  déterminer  la  con&tante ,  il  faut  d*abord  faire  une  hypothèse 
sur  la  vitesse  initiale ,  et  je  la  supposerai  nulle  ;  désignant,  ensuite, 
par^  la  valeur  initiale  de  0^  on  aura,  au  premier  instant  du  mouvement, 

/=o,  8=o,eltf=/^  d'oii  C=  — -^4^^,  et 

(^) i!=-^^(co».tf-^./) 

Désignant  par  i;  la  hauteur  verticale  dont  le  centre  de  gravité  est 

descendu,  lorsque  la  ligne  des  centres  a  décrit  l'angle-^,  on  a 

};^iz(co8.  0 — Ços^/*)  cï  réquation  précédente  devient 

Si  on  fait  dans  l'équation  (a),  A^o,  on  retrouve  l'éqnation  (a)  de 
l'art.  901  donnant  la  vitesse  angulaire  du  pendule  simple.  La  raisoo 
de  cette  identité  est  que  l'hypothèse  de  il  =  o,  réduit  la  masse)  Jf, 
qui  n'est  pas  supposée  nulle,  4  n'être-  qu'un  point  matériel. 

1097.  Pour  peu  qu'on  ait  présente  &  la  méoioire  la  théorie  du  pen- 
dule  simple,  dont  je  viens  de  parler,  on  conçoit  aisément  que  les 
difl^rents  points  matériels  du  corps  M^  qui,  en  vertu  de  leurs  liaisons 
réciproques,  ont  une  vitesse  angulaire  commune,  tendent,  à  raison  de 
leurs  différentes  distances  à  l'axe  de  suspension,  à  prendre  des  vitesses 
angulaires  difTérentes.  Ainsi  le  point  placé  au  centre  de  gravité,  a, par 
l'effet  de  sa  liaison  au  corps,  une  vitesse  angulaire 


-(cos.lS' — cwf) ,  plus  petite  que  la  vitesse  angulaire 


V' 


-{co&.0 — cos.y^  qu'il  aurait,  s'il  se  mouvait  seul  et  dans  les 

mêmes  circonstances,  à  la  manière  du  pendule  simple;  mais  si  on 
considère  le  point  placé  sur  la  ligne  des  centres,  à  la  distance  a  m 
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île  Taxe  de  suspension,  n  pourra  être  tel  qu'on  ait 

, —  >  — —,  ou ;—  >i,  et,  au  bout  du  temps /,  la  vitesse 

«»+A»    "^    na  fl*  +  A*    -^    »      »  i~    ' 

angulaire  de  ilf  surpassera  celle  qu'aurait  ce  dernier  point,  dans  le  cas 
où ,  séparé  de  Jif^  et  assujetti  aux  mêmes  conditions  initiales,  il  se  mou- 
verait,  comme  pendule  simple.  Ainsi  en  considérant  toujours,  sur  la 
ligne  des  centres ,  afin  de  fixer  les  idées ,  la  suite  des  points  matériela 
qui  s'y  trouvent,  on  voit  que  ces  points  sont  en  partie  retardés,  et  en 
partie  accélérés,  dans  leurs  mouvements;  la  série  de  ceux  qui  sont  re- 
tardî-8,  étant  du  côté  de  l'axe  de  suspension  par  rapport  à  la  série  de 
ceux  qui  sont  accélérés  ;  ce  sont  des  compensations  de  mouvements 
perdus  et  gagnés,  opérées  dans  le  système,  par  la  liaison  des  points 
matériels  qui  le  composent ,  et  il  est  naturel  de  penser  que  sur  une 
droite  quelconque,  priant  de  l'axe  de  susprasion  ,  il  y  a,  à  la  sépa- 
ration des  deux  séries  de  points  retardés  et  de  points  accélérée,  un 
point  qui  se  meut  comme  s'il  était  séparé  de  tous  les  autres  et  assujetti 
à  tourner  seul  autour  de  l'axe  de  suspension  en  conservant  sa  distance 
à  cet  axe. 

1098.  Cherchons  sur  la  ligne  des  centres  la  position  du  point  jouis- 
sant de  la  propriété  dont  nous  venons  de  parler,  c*e8t-à-dire,-cherchons 
la  position  du  point  de  cette  ligne  des  centres  qui  se  meut  autour  de 
l'axe  de  suspension,  comme  s'il  ne  tenait  pas  aux  autres  points  du  corps, 
et  qu'il  hit  simplement  lié  à  l'axe;  en  désignant,  par  À  ,  la  dis- 
tance de  ce  point  à  l'axe  de  suspension ,  on  aura ,  art.  96 1  ,  d'après 

la  condition  que  nous  venons  d'énoncer,  la  valeur  I/^{cos.^—cMj/) 

de  la  vitesse  angulaire  de  ce  point,  au  bout  du  temps  tj  mais  puisque 
le  même  point  fait  partie  du  corps  M,  il  a  la  vitesse  angulaire 


%/ . y —  (cos.^ — cos.y^  ,  commune  à  tous  les  points  du  corps, 

ce  qui  fournit  l'équation 

de  laquelle  cm  conclut 
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(A) A  =  a-+    iî- 

a 

1099.  Le  point  de  la  ligne  des  centres  -qwe  nous  venons  de  déwr- 
miner,  et  qui  se  trouve  à  une  distance  a  +  ~~ — -dé  l'axe  de  suspension, 

s'appelle  cea/rc  d'oscillation  i  il  est  j^iis  abaissé  de  la  quantité , 

que  le  centre  de  gravité,  et  on  voit  q«e  kmgaem-  «h est  celle 

du  pendule  simple  qui  aérait  synchrone  au  penduJe  con^osé  ,  en 
supposaitt  l'uB  et  l'autre  pendule  assujetti  aux  niâmes  conditions 
initiales, 

Frojrriftét  et  usages  du  pendule  composé  }  appareil  nourean  pour  mesorer  U 
longueur  du  pendule  «impie  qui  bat  les  «eooodes. 

iioo.  J'ai  dit,  art.  ^097,  qu'il  se  faisait,  dans  le  mouvement  du 
pendule  composé ,  une  compensation  de  mouvements  ga^és  et  de 
mouvements  perdus  ;  ainsi  »  lorsque  le  .pendule  a  décrit  un  certain 
angle,  une  molécule  quelconque  m^  descendue  delà  hauteur  h^  et,  qui, 
«ans  son  état  de  liaison  avec  le  corps^  gagnerait,  par  cette  descente, 
une  quantité  de  mouvement  tn  V^.a^h  y  en  aura  une  efTective  plus 
grande  ou  plus  petite  qat  m  i/'agh,  suivant  la  position  de  mj  mais  la 
compensation  ne  sera  pas  telle  que  la  somme  -des  quantités  de  mou- 
-t«men^  gagnées -dan^  l'étendue  entière  du  corps,  soit  égale  à  la  somme 
des  quantités  de  motnrement  perdues.  En  effet ,  lorsque  ia  'ligne  des 
centres  a  décrit  l'angle  y — 0,  la  somme  des  quantités  de  mouvement 

eÛTectivescat.art.  1096,  équation  (8),  Z(»ïp'y)=l  ~^-\i  ]  ^k^)^ 

et  b  étant  la  descente  verticale  -d'une  molécule  .quelconque  m,  Ha 
somme  des  quantités  de  mouvement  que  chaque  molécule  gagnerait 
en  descendant  librement  de  celte  hauteur,  serait  S  {ntV^h),-f^va- 
tité  qui  ne  peut  être  égale  ^  la  précédente,  que  dans  le  cas  où  J'on  a 

Pour  vérifier  ce  résultat  général  par  un  exemple  'facile,  «ott,  le  jsén- 
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dule  composé,  nne  ligné  droite  màlërieltr,  et  homogène,  perfoïdi- 
cuFaîre  k  Taxe  de  suspension ,  les'  longuetirs  cIm  différentes  parties  de 
cette  ligne  poutTont  r^préenter  leurs  masses,  et  ^  étant'  la  distance  de 
l'élément  de  masse  df,  à  l'àxe  de  suspension ,  on  aura,  en  désignant  Ix 

longueur  totale  du  pendule  pat  r,  o'  +  A'  =  ■■■■  "■-  -^-  =?  j  /',  l'inté- 
grale étant  prise  dans  l'étendue  entière  de  rj  rintégrale^(»i^),  prise 
dans  la  même  étendue,  est  y/**,  et  la  somme  des  quantités  de  mou- 
vement efiectives,  lorsque  le  ceatpe  d«  gravité  est  descendu  de  la  hau- 
teur ri,  est  I  — ~-  Y ou  ra/  —«■)?:  d'un  autre  côté,  on  a 

A=.-e.,etx(.K^.)=zj^,p^£:j  =..y5^ 

(l'intégrale  étant  prise  dans  l'étendue  entière  du  corps)  valeur  qui  se 

réduit  ■irK'^,  vu  que^=|/-.  Lt  rap^rt  ■5—-,;^^- se  réduit  à 

\]/\=^V^j'  quantité  plus  petÏM  que  Tuiiité ,  aiii»i  1»  somme  dn 
^uAnJites  4U  mouvemtut  simples  ,  perdue&,  excède  la  somme  des 
quantités  de  mouvement  gagnées  ^  la  compensai  ion  ,  k  cet  égard,  n'e&t 
pas  complète. 

■  1  ICI .  Il  n'en  aéra  pas  de  même  si  oti  ;  aubstitMe  &  \^.  sontne .  d<|s 
^uaniilisde  mCHwBotent  simples  £  (^m}/"^)  qjue  les  molécules  ai 
gagneraient,  en  descendant  librement  des  iiauteurs  Â„  la  somme  de* 
forces  vives j  X^^gTih)  qui  seraient  engendt^s  par  tes  mêmes  des* 
centes  libres;  cette  dernière  somme  est  égale  h  la  somme  Aesjbrces 
vives  effectives,  en  Kwte  qu'à  cet  ^gard  la  compensation  de»  pertei  ' 
et  des  gains  est  exacte  dans  tout  le  système.  En  effet,  on  a,  par  la 
propriété  du  centre  de  gravité,  2  {s.gmh)  ou  s.g2{^mh)=^3.gM7i\ 
et,  d'une  autre  part,  la  somme  des  forces  vives  effectives  a,  pour  valeur, 

2(<g'mç^)-= — i^i,^    ■ï('nf'),  quantité  qui  se  réduit  à  a.M'gn, 

enambstÂtuant  k  £{rM(i*)  $&  valeur  Af.(a-?H-  ^*')*  eti^ai'eM  identiqw 
eVec  la  première. 


Digitizeaby  Google 


^^6  DrWAMIQVS    ÉLÉMENTAIRE. 

iiOA.  Une  autre  propriété  du  pendule  composé  est  ]&  réciproci/é  de 
Vaxe  de  de  suspension  et  d'un  axe  qui  lui  serait  parallèle,  et  <)ui  pas- 
serait par  le  centre  d'oscillation,  c'est-à-dire,  l'égalité  des  longueurs 
des  pendules  synchrones,  lorsqu'on  emploie  Taxe  de  suspension  dans  la 
position  qui  lui  a  été  assignée  ci-des8us,ou  lorsqu'on  lui  substitue 
un  axe  passant  par  le  centre  d'oscillation ,  les  deux  axes  étant  supposés 
parallèles  et  compris  dans  le  plan  qui  renferme  le  premier  axe  et  le 
centre  de  gravité;  pour  démontrer  cette  réciprociié ,  il  faut  adapter 

l'expression  a  -f  de  la  longueur  du  pendule  synchrone ,  qui  a 

lieu  lorsque  l'axe  de  suspension  est  à  la  distance  a  du  centre  de  gra- 
vité, au  cas  où  cette  distance  serait  celle  du  centre  de  gravité  au  centre 
d'oscillation  et  deviendrait,  par  conséquent , 

a  + a,  ou  - —  ;  substituant  donc  — ■-  à  Uj  dans  a  -h , 

a  a  a  a 

le*  ait*  h* 

cette  expression  devient 1 ; —  == 1-  ai  ainsi  une  même 

*^  a       '        k^  a  . 

longueur  X,  de  pendule  synchrone,  convient  et  à  l'axe  place  à  une 
distance  a  du  centre  de  gravité ,  et  k  une  autre  axe  placé  à  une  dis* 
tance  X  —  a  de  ce  centre,  parallèle  au  premier,  et  situé  avec  lui  dans 
un  plan  passant  par  le  centre  de  gravité. 

iio3.  Un  axe  situé  dans  le  même  plan  que  les  axes  réciproques 
dont'je  viens  de  parler,  qui  leur  serait  parallèle,  et  qui  traverserait  le 
corps,  du  c6té-  opposé  à  celui  de  l'axe  primitif  de  suspension,  par 
rapport  au  centre  de  gravité,  &  la  distance  a  de  ce  centre,  serait  évi- 
demment synchrone  aux  deux  axes  réciproques,  puisque  la  position  de 

•on centre  d'oscillation  se  déterminerait  par  la  même  formule  ^s±$(z4- — ; 

cet  axe  aurait  aussi  son  réciproque,  ainsi  voilà,  dans  le  plan  qui  ren- 
ferme l'axe  de  suspension  primitif  et  le  centre  de  gravité,  quatre  axes 
^nclironet;  mais  on  s'assurera  aisément  qu'il  y  a  une  infinité  d'autres 
axes,  dans  diff^rens  plans,  qui  donnent  tous  une  même  valeur  de  la 
longueur  du  pendule  synchrone-  En  effet,  A^  se  rapportant  à  une  ligne 
^  position  déterminée  par  rapport  au  corps  et  passant  par  son  centre 

dQ 
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de  gravité,  prenons  celte  ligne  pour  aie  de  deux  ^rfaces  cylindriques, 

k  bases  circulaires,  dont  l'une  aurait  a,  et  l'autre  ■  ■    ■  pour  rayons, 

chacune  des  génératrices  dé  ces  deux  surfaces,  employée  comme  axe 
de  suspension,  répoijdra,  d'après  ce  qui  précède,  à  une  même  longueur 

a  + du  pendule  syndirone, 

1 104.  Voici  des  propriétés  encore  plus  générales.  Soient  a,  S  et  y 
les  angles  formés  p^r  la  droite ,  parallèle  k  l'axe  de  suspension  qui 
passe  par  le  centre  de  gravité*  et  par  les  axes  principaux  du  corps ,  rap- 
portés au  même  centre ,  et  soient  de  plus  <»' ,  u"  et  m"  lés  moment 
d'inerùe  respectifs  par  rapport  à  chacun  de  ces  axes,  on  aura,  art,  1072 , 

AfA"^fl»'c0»,a +fiï"ç08.(r+fi»"'p08.)'     ■ 

ce  qui  change  l'équation  À=^a  + ,  en 

,  ,,                   1           ,     «'co8*«  +  »"cos.if +<»"'cos.y 
(/)...,.. ..^  =  <.+  ■ -^ —!^., 

les  quantités  c/,  a/',  «'"  et  Jlf  ont  des  valeurs  dépendantes  uniquement 
delà  constitution  du  corps,  et  les  quantités  >),  a,  a,  if  et  y  sontseuleâ 
susceptibles  de  changement;  on  a,  entre  les  trois  dernières,  la  relation 
co3.*a  +  COS.*  i?+ COS.*  j'=  I.  Or,quelle  que  soit  la  position,  par  rapport  au 
corps,  de  la  ligne  passant  par  le  centre  de  gravité  et  parallèle  à  t'axe  de  sus^ 
pension ,  si  cette  position  est  donnée ,  on  aura  une  longueur  X  du  pendule 
synchrone,  pareillement,  dofinée,  eu  déterminant  a  par  l'équation 
(«ï'cbs.  a+ o"co8.iî  +  o"'cos.3')  !  Jtf — a^+a»=o.  Il  y  a  donc 
une  infmité  de  surfaces  cylindrique,  de  différents  rayons,  dont  tous 
Les  axes  se  coupent  au  centre  de  gravité,  et  dont  toutes  les  génératrices 
peuvent  être  des  axe^  de  suspension  coiTespondants  à  une  même  lon- 
gueur de  pendule  synchrone^  (^«ye»^  sur  cette  matière,  un  Mémoire 
de  M.  Biot,  publié  dans  le  XUI"  cahier  du  Journal  de  l'École  Poly- 
technique.) 

iio5.  On  peut  se  demander  sous  qiielles  conditions  la  longueur  du 
pendule  synchrone  sera  un  minimum,  en  supposant ,  pour  fixer  les 
}à6eat  que  les  oscillatioqs  de  ce  pçndiile  sont  trïs  -petites,  ou  que  leurs 
f  43 
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duréesoed^DdentpasdeJeursamplitudes,  4^<E,^et)'étant  consîdéréos 
comme  les  variables  ;  t'eiistence  du  minimunt,  par  rapport  à  a,  est  mani- 
feste puisque  ^^  ao,soitqu'on  fasse  <3=o,  soit  qu'onfassea:=  »>;eii$uite 

soit  e>'  la  plus  pelïte  des  quantités  cjf ,  a"  et  a'",  le  minimum  du  a™", 
membre  de  l'équation  (/)  de  l'article  précédent,  considéré  par  rapport 
aux  variables  a ,  ilTet  y,  et  dans  l'hypothtse  de  a  constant,  sera  immédiate- 
ment obtenu  en  faisant  a^=rO,  S=^jr,  ■y  =  ^jr ,  et  ce  fl"*.  membre 

deviendra,  par  la  substitution  de  ces  valeurs,  a  H rr  î  '1  "^  restera 

•^  «Aï 

donc  plus  qu'à  égaler  à  zéro  la  différentielle  de  cette  expression,  prisé 

,                  .   ,                         ea'  M  I  /  ea' 

par  rapport  a  a^  ce  qui  donnera  i t-l —  ^  o  et  «  =^  1/  -rj  • 

Ainsi  l'axe  de  suspension,  qui  jouit  de  la  propriété  cherchée,  est  pa- 
rallèle à  celui  des  axes  principaux,  passant  par  le  centre  de  gravité, 
auquel  se  rapporte  le  plus  petit  moment  d'inertie,  et  la  dislance  entre 

ces  deux  axes  est  égale  &  1/——. 

iio6.  Je  vais,  maintenaot,  démontrer  ta  formule  que  j'aî  donnée, 
art.  io56,  pour  déterminer  le  moment  d'inertie  rapporté  k  un  axe 
passant  par  le  centre  de  gravité,  lorsqu'on  connaît,  par  l'observation, 
le  nombre  d'oscillations,  très-petites ,  que  fait  le  corps,  dans  un  temps 
donné,  autour  d'im  axe  faoritontal  parallèle  &  celui  dont  je  viens  de 
parler,  et  qu'on  a  mesuré  la  distance  a  eutre  les  deux  axes.  Soit  n  le 
nombre  (foscillationa  pesdant  le  temps  r,  la  durée  d'une  oscillatioQ 

sera ,  et,  on  aura,  art.  966,  la  longueur  X  du  pendule  synchroott 

|>ar  Véquation  —   ==  ""I/  »  ^  laquelle  on  tire>lss  — ^ •-♦ 


iant 


par  suite  -2 =  «  H ,  et  *■=  a  I  ^ a    |  ;  muUipli 

chaque  membre  par  Mj  et  faisant  attention  que  Mh*  est,  ici,  l'équi- 
valent de  S{(i*din)  k  l'article  dté/  on  retrouve  l'équation  de  cet  article. 
1107.  Lorsqu'on  comnqença ,  vers  l'année   1790,  à  s'occuper  de  la, 
fixation  des  bases  du  qquveai^  «ysttme  métrique  décinaal,  la  niesure 
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de  la  longueur  du  pendule  simple,  qui  bat  le»  seconde! ,  (  les  86400** 
ou  les  iooooo«  du  jour  moyen)  fut  un  des  objets  de  détermination 
qu'au  eut  partitutiërement  en  vue;  je  conçus,  h  cette  époque,  ndce 
de  substituer,  au  petit  corps,  suspendu  k  un  lîl,  dont  on  se  servait  pour  tï>s 
expériences  relatives  à  cette  détermination,  un  corps  Solide  de  grandeur 
et  de  figure  arbitraires,  c'est-à-dire,  d'employer  le  pendule  compose' 
au  lieu  du  pendule  simple.  Cette  préférence  avait,  |)our  motifs  princi- 
paux, la  solidité  de  rappareil,  la  possibilité  Je  le  transporter,  au  loin,  sans 
qu'il  subisse  la  moindre  altération,  de  l'employer,  par  conséquent,  à  ré- 
péter les  expériences  b  différentes  latitudes,  et,  sur-tout,  endn>  l'excès 
^très-considérable  de  la  durée  du  mouvement  d'un  grand  corps  solide, 
mis  en  oscillation,  sur  la  durée  du  mouvement  oscillatoire  d'une  petite 
apbère  attachée  à  un  fil.  J'ai  éprouvé  qu'un  pendule  composé  ^  du 
poids  de  dix  &  douze  kilogrammes  »  et  d'environ  un  mètre  de  longueur , 
pouvait ,  la  suspension  étant  faite  avec  beaucoup  de  soin ,  osciller 
pendant  le  temps  qui  s'écoule  entre  deux  passages  consécutifs  d'un 
astre  par  le  même  méridien,  ou  pendant  un  jour  sydéral,  ce  qui  est 
une  propriété  fort  importante  dans  ce  genre  de  recherches. 

Four  arriver  au  degrd  de  précision  que  je  voulais  obtenir,  il  était 
nécessaire  de  rendre  tes  mesures  et  les  calculs  indépeudants  de  ta  connais- 
sance, ^  /rrton'^  tant  de  la  position  du  centre  de  gravité,  que  de  la  valeur  du 
moment  d'inertie  et  de  celle  de  la  force  accélératrice  due  &  la  pesanteur, 
de  manière  que  toutes  les  données  nécessaires  pour  arriver  au  résultat, 
pussent  être  obtenues  par  des  mesures  de  distances  entre!  'iH  points  du 
corps,  extérieurs  et  apparents,  par  les  observations  des  amplitudes  des 
,  oscillations  et  de  leurs  nombres  pendant  des  temps  donnés  ;  j'y  suis 
parvenu  en  adaptant,  au  corps,  trois  axes  de  suspension  parallèles  entre 
eux,  et  placés  de, manière  que,  lorsque  ce  Qorps  était,  dans  l'état  d'é- 
quilibre ,  retenu  par  l'un  des  axes ,  ils  fussent  tous  trois  datis  le  même 
plan  vertical. 

1108.  Supposons,  pour  fixer  les  idées  «  que  la  même  extrémité  du. 
corps  soit  constamment  l'extrémité  inférieure  lorsque  le  corps  est  sus- 
pendu k  l'un  quelconque  de  ses  axes ,  nommons  ^^et  Ç,,^  respectivement, 
les  distances  de  l'axe  supérieur  à  l'aze  moyen  et  à  l'axe  inférieur,  dis- 
tances qui  peuvent  se  mesurer  avec  la  plus  pàrfaite'exâctitude,  s  la 
distance  inconnue  de  l'axe  supérieur  au  centre  de  gravité,/!  le  moment 
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d'inertie  par  rapport  &  la  droite  horizontale. menée,  par  ce  centre,  parallèle' 
ment  aux  axes ,  et  ^la  force  accélératrice  dueà  la  pesanteur,  laquelle  force 
est  censée  une  des  inconnues  du  problème  ;  déterminant ,  par  observation , 
les  temps  correspondants  à  des  nombres  donné»  d'oscillations  sur  chaque 
axe,  on  connaitra  pour  les  axes  supérieur^  moyen  et  inférieur,  respective' 
ment,  les  quantités  n,*,  n„*  et  n,,,*,  dont  chacune  représente  unequanti té  n 

de  la  forme — —  dans  laquelle  T  est  le  temps  employé  à  faire  un 

nombre  iV^- d'oscillations  (on  suppose  que,  par  les  méthodes  connues» 
on  a  déduit,  des  observations  des  oscillations  d'amplitudes  finies,  Ip» 
quantités  relatives  aux  oscillations  infiniment  petites)  et  ^la  demi- 
circonférence  dont  le  rayons  t.  Le  produit,  par/'^  de  chacune  de  ces 
quantités,  représente,  art.  964,  la  longueur  d'un  des  pendules  simples 
synchrones  aux  trois  pendules  composés  ainsi  formés  avec  le  même 
corps,  et  on  a. 


(i). 


gn*,  =  X  +  -J—  ,  pour  l'axe  supérieur 

gn*,fS^  z  —  ^,  +  — £—  ,  pour  l'axe  moyen 

z  —  f/ 

gn^f„=:i  —  f^,  +  — k-_,  pour  l'axe  mfôrieur 


équations  desquelles  on  déduit  la  suivante^ 
-«U,»»/-f//*V/+a6f//»//i    }  =0 t*) 

+  ^/ ^// (6  «m'-f //«//')  ^    J 

en  faisant,  pour  abréger, 

»,„*—»,*=>-,;  «„,»—«„»  =  >„  î  «„»  — M,«  =  y,„. 
Cetteéquation  donne  en  quantités,  toutes  connues,  la  distance  s  du  centre 
de  gravité  à  l'axe  supérieur.  Au  moyen  de  celte  distance,  et  après  avoii* 
calculé  la  quantité  gj  par  l'équation 

on  déterminera  la  quantité  fi  par  l'^uation 
(4)  ■■••■■  ••. •  /*=  »(*»,'—») 
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et  on  aura  1*.  toutes  les  donoées  nécessaires  pour  détermioerles  longueurs 
*-\-'Y-t* — Sf-\-- — *— 7"  '  **  * — $//'\ ^-^despcndulessimplea 

tyochrones  aux  trois  pendules  composés  dont  un  même  corps  tient  lieu ,  en 
oscillant  sur  chacun  de  ses  trois  axes  ;  £<■.  La  valeur  de  la  force  accélératrice 
g  de  la  pesanteur,  ce  qui  peut  fournir  une  vérification  curieuse  et  im> 
portante  des  anciens  résultats  connus  sur  cette  valeur;  il  est  hors  de 
doute  qu'avec  un  pendule  dont  le  mouvement  peut  durer  24  heures, 
au  moins,  ces  diverses  déterminations  doivent  être  très- précises. 

Guinaissant,  par  l'observation,  la  durée  Jfn,,  ^n„,  ou  Jf/t,,,  d'une 
oscillation  d'un  des  trois  pendules  simples  synchrones  dont  on  vient  de 
déterminer)eslongueurs,enfractionoudejoursydéral  ou  de  jour  moyen,  . 
on  en  conclura  aisément,  art.  964,  la  longueur  du  pendule  simple  syn- 
chrone qui  bat  les  looooo**  ou  les  864oû«»  d'un  jour  moyen. 

1109.  J*ai  supposé  que  les  trois  axes  de  suspension  étaient  d'un 
même  côté  par  rapport  au  centre  de  gravité,  mais  il  peut  être  avan- 
tageux d'avoir  deux  de  ces  axes  respectivement  placés  prés  de  chacune 
des  extrémités  du  corps,  et  qui  deviendraient,  alternativement,  axe 

'supérieur  et  axe  inférieur.  Désignant,  par  ^„ ,  la  distance  entre  ces  axes 
extrêmes,  par  f, ,  la  distance  de  l'axe  moyen  à  l'axe  extrême  qui  est 
du  même  côté  que  lui,  par  rapport  au  centre  de  gravité;  par  gn*f 
g»ft*  *'  ê^//f^  Iw  longueurs  respectives  des  pendules  synchrones  cor- 
respondants à  l'axe  extrême,  qui  est  du  même  côté  que  l'axe  moyen 
par  rapport  au  centre  de  gravité  >  à  l'axe  moyen ,  et  k  l'autre  axe 
extrême;  faisant 

«///•+«/'=**»/ î  «///'+ «//*=»//;  »«'—«/*=»'/// 

on  a  l'équation  suivante  Correspondante  à  l'équation  (2)  de  l'art.  1107, 

l  +  CC/CCw/Z+C/,»»') 

11 10.  Il  est  facile,  en  plaçant  un  axe  de  suspension  près  de  chaque 
extrémité  du  corps,  de  sWranger  de  manière  que  le  centre  de  gravité 
se  trouve  exactement  au  milieu  de  ces  deux  axes;cetle  disposition  est 
très  -avantageuse,  abrège  et  simplidc  codsidérablement  les  observatior.»  ; 

m 
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X  est  alors  une  quantité  donnée^  et.  les  seules  inconnues  du  problème 
«ont  g  et  fi  qui  se  déterminent  par  les  rquatioos 

^    ^ *'    C'^„-~ZV,„  ^y,-C„n„,* 

(3) fi=i{gn,*~i) 

Après  quoi  on  calcule  aisément  les  longueurs  des  pendules  synt^rones 
correspondants  à  l'un  des  axes  extrêmes  et  à  Taxe  moyen,  lesquelles  Ion* 

gueurs  ont,  pour  valeurs  respectives,  z  +  -^  et  s — j^,-^ '■■;'- . 

J'ai  indiqué  les  moyens  de  concilier,  avec  la  condition  à  laquelle 
se  rapportent  ces  formules,  celle  de  rendre  l'axe  moyen  le  réciproque 
de  l'un  des  axes  extrêmes  ;  j'emploie,  pour  les  ajustements  qu'exigent 
ces  diverses  conditions,  un  poids  curseur  dont  j'ai  exposé  les  propriétés 
dans  un  mémoire  publié  avec  la  Connaissance  des  Temps  de  1817. 
et  dont  je  parlerai  en  traitant  du-  mouvement  det  systèmes  de  formes 
variables. 

J'ai  lu,  pour  la  première  fots ,  à  l'Académie  des  Sciences  de  Paris, 
au  mois  de  mars  1792,  le  Mémoire  contenant  la  théorie, les  propriétés 
et  l'usage  du  pendule  à  triple  suspension  dont  il  vient  d'être  question; 
la  description  et  les  dessins  des  appareils  étaient  joinH  à  ce  mémoire 
que  je  destine  à  l'impression. 

Saite  de  ce  qui  a  été  dît,  dans  U  première  >ectîoa  de  cette  aecoode  partie  du 
Cours  ,  lur  la  conformité  det  prlDCÎpea  générnx  de  U  DyBunii^ue  aux 
phénomcnea  obterrii. 

II II.  Les  expériences  qu'on  fait,  avec  la  machine  d'Atwood,  ont  déjà 
fourni  des  preuves  également  curieuses  et  importantes  de  la  conformité 
des  principes  généraux  de  la  Dynamique  avec  les  phénomènes  ob- 
servés, et  ce  sont  les  premières  que  j'ai  fait  connaître  aux  élèves,  parce 
qu'elles  é(aient  liées  aux  problèmes  de  la  communication  du  mouvement, 
traités  dans  la  première  section;  mais  j'ai  dit,  art.  8i3,  que  le  mou* 
vement  des  corps  célestes,  et  la  théorie  du  pendule  compoië,  fournissaient 
d'autres  vérifications  des  mêmes  principes ,  extrêmement  précises  et 
concluantes ,  dont  il  est  temps  de  parler. 

Les  lois  de  Kepler,  exposées  art.  885 ,  ne  sont  autre  chose  que  des 
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données  de  fait,  constatées  par  des  observations  auxquelles  oo  ne 
pourrait  opposer  aucune  objection  raisonnable.  La  première  et  la 
deuxième  de  ces  lois  supposent,  diaprés  la  théorie ,  art.  840  et  641, 
l'action  d'une  force  unique  émanant  du  centre  du  soleil  ;  on  est  parti  de 
cette  inductioq  théorique  ,  tirée  deajaits  ,  pour  chercher  le  mode  d'ac- 
tion de  la  force  centrale  &  laquelle  sont  dus  les  phénomènes  observés, 
soumis  aux  deux  premières  lois,  en  combinant  ces  lois  avec  d'autres 
principes  de  dynamique,  aussi  purement  rationnels,  principes  qui  ont 
fourni  l'équation  (2)  de  l'art.  887,  laquelle  est  déduite  de  l'expression 
générale  de  ta  vitesse»  art.  823,  qui  est  elle-même  une  conséquence 
immédiate  des  formules  générales  du  mouvement,  et  des  règles  établies 
sur  sa  décomposition.  On  a  conclu ,  de  ces  rapprochements ,  que  la 
force  centrale  était  réciproque  au  quarré  de  la  distance,  et  voilà  un 
nouveau  fait,  upe  nouvelle  loi  dont  celles.de  Kepler,  séparées  des 
considérations  théoriques,  ne  nous  auraient  point  appris  l'existence;  et 
Comme  tous  les  faits  célestes  connus,  depuis  l'antiquité  là  plus  reculée 
jusqu'à  nos  jours,  s'accordent  pour  prouver  que  cette  loi  est  vraiment 
observée  daiu  la  nature,  on  ne  saurait  douter  que  les  principes  qui 
l'ont  fait  découvrir  ne  soient  aussi  des  lois  de  la  nature  ;  la  troisième  loi  de 
.Kepler  donne  une  confirmation  de  cette  vérité,  liée  à^des  points  de 
théorie  et  de  faits  connus  des  élèves;  ils  ont  vu,  art.  890.  qu'en  com- 
binant la  loi  dont  il  s'agit  avec  des  valeurs  purement  théoriques ,  dé- 
duites d'une  double  expression  de  la  force  centrale,  on  arrivait  à  cette 
conséquence  remarquable  que  la  force  accélératrice  résultante  de  l'action 
d'une  planètesuruncorps  DU  point  matériel, était  indépendante  de  la  masse 
de  ce  coq»,  et  relative  seulement  à  la  distance,  et  les  expériences  du 
pendule  simple  ont  prouvé,  art.  969  et  970,  que  la  terre  agissait  de  cette 
manière  sur  les  corps  soumis -à  son  attraction. 

Galilée  a  découvert  les  lois  du  mouvement  des  graves,  près  de  la 
surface  de  la  terre,  par  des  considérations  de  dynamique  absolument 
spéculatives;  or  ce  grand  philosophe,  d'une  part,  n'avait  que  des  notions 
très-incomplettes  sur  les  valeurs  absolues  des  quantités  qui  devaient 
donner  les  preuves  if  fait  de  sa  théorie,  et,  de  l'autre,  il  ignorait  que 
la  même  cause  motrice  qui  détermine  la  chute  des  graves,  à  la  surface  de 
la  terre,  retient  ta  tune  dans  son  orbite;  les  preuves  défait  ont  été  ac- 
quises, et  le  mouvement  delà  lune  a  fourni  à  Newton,  art.  984  et  ^25, 
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sa  première  vérification  du  principe  de  la  pesanteur  universelle;  une 
théorie  qui  devine  ainsi  la  nature,  a  uécessai renient  ses  bases  dans  1^ 
nature. 

1 1 1 2.  Le  contenu  de  l'article  précédent  se  rapporte  %  l'action  isolée 
d'une  force  unique  sur  un  corps;  mais  uœ  paitie  des  phénomènes  du 
système  du  monde  n'a  pu  s'expliquer  que  par  la  cônsidéracîon  des  actions 
simultanées  de  deux,  ou  un  plus  grand  nombre  de  forces,  sur  un  même 
çoi^s,  et,  parmi  les  grands  problêmes  qui  exigent  cette  considéràtionf 
je  citerai  celui  des  marées  dues  aux  actions  combinées  du  soleil  et  de 
la  tune  ;  les  solutions  de  ces  problêmes  comportent  nécessairement 
l'application  des  principes  posés,  art.  718  et  suivants,  sur  la  compa- 
raison des  forces  entre  elles,  et  la  conformité  des  résultats  théoriques, 
Auxquels  on  parvient ,  avec  les  phénomènes  observés,  est  une  garantie 
assurée  de  la  vérité  des  principes  d'où  on  est  parti  pour  obtenir  ces 
résultats. 

1 1 13.  J^  lois  de  l'équilibre  et  de  la  communication  du  mouvement 
entre  les  corps  qui  agissent  les  uns  sur  les  autres,  pa.r  chocs  ou  preS' 
sionsj  ont  aussi  été  déduites,  art.  "^bS  et  suivants,  des  principes  posés 
sur  les  ra[^orts  et  sur  la  mesure  des  forces.  La  machine  d'Atwood  a  déjà 
fourpi  une  première  vérification  importante  de  ces  lois ,  et  par  consé^ 
quent,  des  principes  qui  leur  servent  de  base,  particulièrement  appli- 
cable aux  cas  de  deux  corps  qui  ont  des  mouvements  rectilignes;  mais 
le  pendule  composé  offre  une  autre  vérification  très-remarquable,  ap* 
plicabte  au  cas  d'une  inlinité  de  corps  ou  points  matériels  qui  ont  des 
mouvements  circulaires  ;  les  phénomènes  qu'offre  ce  pendule  sont  les 
résultats  des  actions  réciproques  de  tous  ces  points  matériels  dont, 
(sauf  les  exceptions  trouvées,  art.  1097  et  1098)  chacun  prend  un 
mouvement  différent  de  celui  qu'il  jurait  s'il  n'éti^it  pas  lié  aux  autres; 
les  formules  par  lesquelles  on  calcule  ces  phénomènes  sont,  art.  lOçS 
et  suivants,  fondées  sur  tes  lois  de  la  cornmunication  du  mouvement 
cpmbinées  avec  l{i  théorie  du  levier  ,  et  tout  le  monde  connaît 
l'aptord' rigoureux  de  ces  formules  avec  les  faits  observés.  On  a  vu, 
article  1106  et  suivants,  comment,  par  une  disposition  particulière 
du  pendule  composé ,  les  observations  faites  sur  un  même  corps  oscîllaat, 
de  grandeur  et  de  fig[ire  quelconques ,  pouvaient  donner,  avec  beaucotqi 
de  précision!  la  y&Uv^t  absolue  de  la  force  ^çcélératnce  <{iie  &  1^  pesan? 

teur; 
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teur;  cette  valeur  est  déterminée  par  !e  pendule  simple,  c'est-à-dire, 
par  le  mouvement  d'un  petit  corps ,  qu'on  peiit  regarder  comme  un 
point  matériel,  assujetti  k  parcourir  un  arc  oe  cercle  et  soumis  à  l'at- 
traction  de  la  terre;  c'est  le  cas  d'une  force  unique  agissant  sur  un  point, 
matériel  isolé;  en  déduisant  cette  même  valeur  du  pendule  à  triple  sus- 

.  pension,  dont  j'ai  parlé,  art.  1107  et  suivants,  on  a,  dans  cette  manière 
de  l'obtenir,  les  considérations  combinées  du  mouvement  circulaire,  de 
l'attraction  de  la  terre  et  des  actions  réciproques  d'une  infinité  de 
points  matériels  liés  les  uns  aux  autres. 

Ces  divers  rapprochements,  sur  lesquels  je  n'ai  pas  besoin  d'entrer 
dans  de  grands  détails,  vu  l'avancement  actuel  du  cours,  réunis  à  ceux 

-  que  j'ai  déjà  présentés  aux  élèves,  art.  81a  et  suivants,  établissent  la 
vérité  des  principes  généraux  de  la  dynamique  et  de  ta  mécanique  , 
en  général,  sur  un  ensemble  de  preuves,  tirées  de  l'observation,  qu'on 
peut  regarder  comme  équivalant  à  une  démonstration  ;  et  cependant 
je  n'ai  pu  indiquer  qu'une  bien  petite  partie  des  faits  qui  appuieraient 
cette  démonstration  ;  plus  on  observera  la  nature,  et  plus  on  y  recon- 
naîtra que  la  conformité  constante  ^es  phénomènes  aux  lois  reconnues^ 
sur  les  actions  des  forces  et  sur  la  communication  du  mouvement  entre 
les  corps ,  n'a  aucune  exception. 

Pu  mouvement  du  centre  de  gravité  d'un  syttëme  de  corps,  ou  de  points  maté' 
rtels,  de  forme  varitAIe  ou  invariable.  Coniervstiou  du  mouvement  de  ce 
centre  et  de  la  somme  des  moments,  lors^ie  le  système  n'est  f»f  sollicité 
par  des  forces  extérieure^, 

1 1 14.  J'ai  déniontré,  art.  7(55  et  766 ,  une  propriété  du  choc,  tant  des 
corps  durs  que  des  corps  jouîsant  d'un  degré  quelconque  d'élasticité, 
jqui  est  liée  à  un  des  grands  principes  de  la  mécanique,  connu  sous  le 
nom  de  conservation  du  mouvement  du  centre  de  gravité _,  principe 
qui  me  serî»  bientôt  nécessaire  quand  je  traiterai  du  double  mouvement 
de  translation  et  de  rotation  d'un  corps  solide.  En  conséquence,  je  vais 
le  démontrer  en  suivant  une  marche  de  raisopnement  et  d'analyse,  qui 
me  permettra  d'étendre,  avec  facilité ,  ma  démonstration  à  un  système , 
poit  invariable ,  soit  variable ,  et  soumis  à  des  conditions  quelconques , 
;iu  moyen  de  quoi  je  n'aurai  p^  besoin  d'y  revenir,  dans  la  quatrième 
l  44 
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section  de  cette  deuxième  partie  du  Cours,  à  laquelle  la  déiïionstration, 

dont  je  parle,  appartient  naturellement. 

Les  recherches,  qui  vont  suivre ,  comportent  l'application  du  prin- 
cipe géuéral  du  mouvement  à  un  système  de  forme  variable  sous  des 
conditions  quelconques;  et  comme  l'emploi  de  ce  principe  consiste  à 
ramener  les  solutions  des  problème»  de  mouvement  k  des  expressions 
de  conditions  d'équilibre,  je  dois  rappeler  aux  élèves  une  remarque 
qui  se  trouve  à  l'art.  385 ,  o{i  j'ai  fait  voir  que  dans  tous  les  cas  oti  des 
forces  sont  en  équilibre  sur  un  système  de  forme  variable,  elles  doivent 
satisfaire  aux  conditions  qui  s'appliquent  à  l'équilibre  d'un  système  de 
forme  invariable  égal  et  semblable  à  celui  dont  il  s'agit,  dans  l'état  oii 
l'ont  mis  les  actions  des  puissances  qui  se  font  équilibre  ;  ces  forces 
doivent  donc,  dans  le  cas  où  le  système  est  libre ,  satisfaire  aux  six 
équations  de  l'art.  346.  Mais  l'inverse  de  cette  proposition  n'a  pas 
lieu ,  c'est-à-dire  que  les  combinaisons  de  forces  desquelles  résulterait 
l'équilibre  dans  le  cas  de  l'invariabilité  de  forme  du  système ,  ne  sont 
pas  toutes  propresà  l'établir,  si  cette  invariabilité  n'existe  pas. 

Dans  tes  cas  les  plus  ordinaires,  les  condi  tions  d'équilibre  sont,  en  vertu 
du  principe  général  du  mouvement,  établies  entre  les  forces  motrices 
imprimées  et  celles  qui  ont  Heu ,  sans  faire  entrer  les  vitesses  actuelles 
dans  tes  équations  qui  expriment  ces  conditions;  cette  manière  d'em- 
ployer le  prmcipe  général ,  ne  change  rien  aux  conséquences  à  tirer  de 
la  remarque  de  l'art.  385,  parce  qu'en  supposant  l'équilibre  existant 
entre  les  forces  qui  font  varier  les  vitesses,  c'est  dire  que  ces  forces 
ont,  entre  elles,  des  relations  telles  que  les  vitesses  n'éprouveront  aucun 
changement,  par  leurs  actions,  ce  qiîî  revient  à  dire  que  si  ces  vitesses 
n'existaient  pas,  les  forces  motrices  se  contrebalanceraient  de  manière 
que  le  système  resterait  dans  l'état  de  repos;  ainsi  ces  forces  motrices 
doivent  satisfaire  aux  six  équations  de  l'art.  846,  comme  si  elles  pre- 
iiaient  le  système  dans  l'état  de  repos. 

iii5.  Ces  préliminaires  posés,  je  rapporte,  au  bout  du  temps  i^  la 
position  d'une  molécule  quelconque  m  d'un  système  en  mouvement, 
de  forme  variable  ou  invariable,  à  trois  coordonnées  rectangulaires  -r, 
jy  et  z,  jïarallèles  à  des  axes  fixes ,  et  désignant  par  a,  ^  et  c  les  coor- 
données du  centre  de  gravité,  respectivement  parallèles  aux  Xj  iUJjr 
et  aux  Cp  et  par  M,  la  masse  totale,  j'ai,  art.  £77, 
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2Çr_m)_   ^_X(,rm) S(zui) 

M       '  M      '  M 

difftrentiant  chacune  de  ces  équations ,  par  rapport  au  temps,  et  dîvi- 
.  tant  ses  deux  membres  par  dt,  il  vient 

iA\   ^"^  ~  ^  ^^  j  àb  _  \  ^t  )  de    y  ^f  j 

{^)...-—  ^         '  dt~  M        '  dt~  M 

les  premiers  membres  de  ces  équations  sont  les  composantes  de  la  vitesse 
du  centre  de  gravité,  prises,  au  bout  du  temps  t,  parallèlement  k  chaque 
axe ,  et  les  seconds  membres  sont  les  sommes  des  composantes  des  quan- 
tités de  mouvemrat  de  tout  le  système ,  prises  parallèlement  aux 
mêmes  axes.  Nous  arrivons  ici ,  pour  un  système  quelconque,  au  même 
résultat  obtenu,  art.  765,  pour  deux  points  matériels  se  mouvant  sur 
une  même  ligne. 

1 1 16.  Soit  m  une  des  molécules  du  coips  ou  du  système ,  u  sa  vitesse 
actuelle  dans  l'e^ce,  <z ,  jf  et  ^  les  angles  respectifs  que  la  direction  de 
cette  vitesse  forme  avec  les  axes  des  x^  des-^  et  des  Sj  désignant  la 
fiasse  totale  par  M,  et  faisant 

Mda  ^  ^  ,    Mdb  ^g  .    Mdc  ^  ^ 
de  ^     dt  '     dt 

au  moyen  de  quoi  les  cosinus  des  angles  formés  par  la  direction  du 
mouvement  du  centre  de  gravité  et  par  les  axes  des  x,  des  j' et  des  z, 
auront  pour  expressions  respectives 

A  B  C 

les  équations  suivantes  donneront  les  sommes  des  composantes  de! 
quantités  actuelles  de  mouvement  prises  parallèlement  aux  axes, 
(ï).. .  Z{mucos.a):ssAj  2!(mu  cos.S)  =  Bj  S(mucoB.y)  =  C 
et  en  représentant  par  Pj  Ç  et  R  les  sommes  respectives  des  mo- 
ments par  rapport  aux  axes  des  Xj  des  ^  et  des  z,  on  aura 

{^{  OT«(acos.^— ^cos-y)  [=F 
S]  mu  (xcos.y — »co8.a)  \  =  Ç 
£\  «/«(jf-cos-a— xcos.iT)'}  =^ 
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Concevons  maintenant  que  les  vitesses  u,  des  molécules  m^  viennent 
&  changer  instantanément  par  des  impulsions  ou  de?  chocs  médiate  ou 
ïmmédialSi  que  les  corps  du  système  exercent  les  uns  sur  les  autres,  et 
que  ces  vitesses  prennent  de  nouvelles  valeurs  u,j  faisant  avec  les  axes 
des  X,  j-  cl  z  les  angles  respectifs,  a,,  S,,  y,;  en  vertu  du  principe 
gênerai  du  mouvement ,  appliqué  conformément  à  la  remarque  de 
l'art.  384,  on  aura  six  équations  d'équilibre  entre  les  quantités  de  mou- 
vement mu  et  les  quantités  de  mouvement  mu,  dont  les  trois  pre- 
mières seront 

S  (mu  COS.  a)  =  S  (mUfCOS-af) 
S  {mu  COS.  S)  =  Z  (mu,co9.ifj) 
S  (m  u  COS.  y)  ^  S  (mu*  COS.  y,) 
oa  voit  par  ces  équations  que  les  quantités  ji,  B  tx.  C  conservent  !c» 
mêmes  valeurs  après  les  changements  survenus  dans  le  système  par  les 
impulsions  ou  chocs  exercés  par  les  corps  les  uns  sur  les  autres,  et 
qu'ainsi  la  vitesse  du  centre  de  gravité  et  la  direction  du  mouvement 
de  ce  centre,  dans  l'espace,  n'éprouvent  aucune  variation. 

1 117.  Les  trois  autres  équations  d'équilibre  énonceraient  les  égalités 
entre  les  sommes  actuelles  des  moments  des  quantités  de  mouvement  wn^ 
et  les  sommes  des  moments  des  quantités  de  mouvement  u,m^}  ce» 
dernières  sommes  reproduiraient  donc  encore  les  quantités  P,  Ç  et  R 
sans  altération;  ainsi  la  somme  des  moments  est  aussi  conservée  après 
les  actions  réciproques  des  corps. 

Ces  diverses  conservations,  qui  ont  lieu  lorsque  les  vitesses  h  se 
changent  brusquement  en  u,j  auront  encore  lieu,  par  les  mêmes  raisons, 
si  les  vîtesses  1/,  se  changent  de  la  même  manière  en  Uffj  par  le  seul 
effet  des  impulsions  ou  chocs  exercés  par  les  corps,  les  uns  sur  les 
autres,  et  ainsi  de  suite. 

Les  théorèmes  de  cet  article  et  du  précédent  sont  les  généralisations 
de  ceux,  qui  ont  été  démontrés,  art.  766  et  769,  pour  le  cas  du  choc 
de  deux  corps. 

1118.  Les  changements  des  vîtesses  u  en  vîtesses  u,,  dont  il  est 
question  dans  les  deux  articles  précédents,  se  rapportent  particuliè- 
rement aux  impulsions  et  aux  chocs  que  les  corps  du  système  peuvent 
exercer  les  uns  sur  les  autres,  et  qui  ne  sont  pas,  dans  leurs  effete, 
soumis  à  la  condition  de  ta  continuité,  la  conservation  du  mouvement 
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du  centre  de  gravité  n'ayant  pas  besoin  de  cette  condition;  mais  on 
peut  supposer  que-Ces  corps,  ou  une  ,partle  d'entre  eux,  ont, une  autre 
manière  d'agir,  les  uns  sur  les  autres,  en  vertu  de  forces  attractives, 
ou  répulsives,  dont  les  effets  sont  soumis  à  la  Ici  de  continuité.  T)e 
pareilles  forces  seront  de  l'espèce  de  celles  qui  ont  lieu  d'astre  à  astre, 
dans  le  système  du  monde,  et  on  a  vu ,  art.  916,  que  quels  que  soient 
les  rapports  des  masses  de  deux  corps,  qui  agissent  ainsi.llun  sur  l'autre, 
les  forces  motrices  résultantes  de  cette  action,  pour' chacun  d'eux, 
étaient  égales  et  de  signes  contraires;  ce  qui  revient  k  l'énoncé  du 
principe  de  l'égalité  entre  l'action  et  la  réaction.  Il  résulte  de  là  que 
les  quantités  de  mouvement  tant  naissantes  que  finies,  engendrées  par 
deux  corps  ou  points  matériels  quelcqtiques  du  système,  doués  de  ces 
forces  internes  et  les  exerçant  l'un  sur  l'autre,  ne  doivent  point  paraître, 
ou  se  détruisent  (vu  leur  égalité  et  la  diiïerence  de  leurs  signes)  dans  les 
expressions  ^(mucos.a),  S  {^mu  cos.  jf),  S  {fnucoi.y);  elles  n'ont 
donc  aucune  influence  sur  le  mouvement  du  centre  de  gravité;  leur 
influence  sur  la  valeur  de  ta  somme  des  moments  est  pareillement 
nulle,  puisque  chaque  couple  de  ces  fdrces  motrices  égales,  de  signes 
contraires ,  et  ayant  leurs  directions  sur  une  même  ligne  droite ,  donne 
un  moment  égal  à  zéro. 

1119.  Les  théorèmes  et  les  formules  dès  articles  précédents  s'appli- 
queot ,  visiblement,  au  cas  oîi  les  changements  produits  dans  les  vîtessès, 
par  des  causes  internes,  sont,  ou  ne  sont  pas,  soumis  à  la  loi  de  conti- 
nuité; mais  comme  an  a,  dans  tous  les  cas,  k  un  instant  quelconque, 
pour  l'une,  en  général,  des  molécules  m  du  système;' 


tien  *      -^f  '     ^  •      di'  • 

— --—  ,  u  cos.  o  =  — i— ,  u  cos.  y  = . 

ai  dt         '  .  dt 

les  équations  dç  l'article  1 1 16  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 


2  i  m(idy~yd7.)  |  ^^ 


W- 


m(xdz~^tda::) 
dt 


=  <? 


2:  \  ml^ydw  —  xAV)  |.  _  ^ 


posant  les  valeun  suiraotes, 
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In  équations  (i)  deviennent,  la  masse  totale  continuant  &  être  repré- 
KDlée  par  M,  ' 


(3). 


+  -£ 


Udi, 
dt 


soient,  Xfj^/ et  z,,  les  coordonnées  du  centre  de  gravité,  ce  qui  donne 
S{md^)^=0,S{mdy)=o,  S(mdi^)=o,  en  faisant  attention  que, 
dans'toute  l'étendue  du  système,  les  d^,  dt}  et  d^,  k  un  instant  déter- 
miné, se  rapportent  à  une  même  valeur  de  dtj  on  aura 

dT,    _  _>£_      dj,    __  _B^.     dt,    _  _C_ 
dt    ~    itf  '     dt     ~   Jlf  '  ~Tt  M 


valeurs  identiques  avec  celles  de—;—,  — r-t 
^  dt        dt 


à  l'artrcle  cité. 


1 1 20.  Supposons  maintenant  que  des  forces  extérieures,  soumises  & 
la  loi  de  continuité,  agissent  sur  le  système,  et  qu'en  vertu  de  ces 
forces,  une  molécule  quelconque  m  acquerrerait,  si  elle  était  libre, 
des  quantités  de  mouvement  élémentaires  mf/dtj  mfffdt,  mf„,dt, 
daps  des  sens  respectivement  parallèles  aux  x^  auz^  et  aux  s,  on  aura, 
(dans  l'hypothèse  de  dt  constant  )  par  le  principe  général  du  mouve- 
ment, et  d'après  la  remarque  de  l'art.  884,  les  équations 

4[<f-/„)-(^--^)]}=" 

les  équations  (  1  )  comparées  avec  les  équations  (  i  )  de  l'article  précé- 


(=") 
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dcDt,  dans  lesquelles  ^4,  B  tt  C  sont  devenue  des  quantités  variables, 
donnent 

(3)...  Z(„/)  =  ^;Z(./„)=^;  :.(„/„)  =^ 

t«  eipressiom  ^^"P  dt,  li^^J,,  Ei^^uHdt,  sont  les  va- 
Ai  M  Ja 

riatîom  élémentaires  des  composantes  de  la  vitesse  du  centre  de  gravita 

prises  parallèlement  aux  axes  coordonnés. 

Qu*on  fasse  dans  les  équations  (i)  et  (a),_/J  =  o,^'^o,^„^o, 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  qu'on  suppose  que  le  système  se  meut 

en  vertu  d'impulsions  initiales  sans  être  sollicité  par  aucune  force  exté- 

rieiircf  et  qu'ensuite  on  intègre  par  rapport  au  temps,  on  retrouvera 

les  sommes  constantes  de  l'art.  1 119,  et  on  pourra  remarquer  que  les 

équations  (2)  de  cet  article  expriment  également,  et  que  les  sommes 

des  moments  sont  constantes,  et  que  les  aires  déqrites  pendant  un  temps 

quelconque,  sont  proportionnelles  à  ce  temps,  ce  qui  redonne,  dans  le 

cas  le  plus  général ,  l'analogie  entre  les  moments  et  les  aires  que  j'ai  déjà 

fait  remarquer,  art.  200  et  £38.  - 


ApplieatioD  delà  tbéorî*  précédente  au  mourement  d'un  corps  solide  de 
forme  iovariable. 


1 131.  Je  su|^)o8e  qu'un  corps  solide  de  forme  invanable  reçoive  à 
différents  points  de  sa  masse,  et  dans  difTérentes-directions,  des  impul- 
sions dont  chacune,  si  ta  masse  entière  du  corps  était  concentrée  daoe 
son  point  d'application,  lui  communiquerait  une  quantité  de  mouve- 
ment que  je  représente  par  le  signe  générique  K,  en  désignant,  par  «_, 
h  et  Cj  les  angles  respectifs  que  forme  sa  direction  avec  les  axes  des 
^f  y  ^'  ^3  '^^  corps  n'étant  sollicité  par  aucune  puissance  extérieure^ 
on  aura  immédiatement,  par  les  formules  des  art.  itçet  ri  20,  tes 
composantes  de  la  vitesse  uniforme  du  mouvement  rectîligne  dû  centre 
de  gravité,  prises  parallèlemeoG  aux  axes,  qui  auront  pour  valeurs ,  en 
faisant,  pour  abréger,  ^S  (  K  COS.  a  )  =  ^^'  2' (  K  cos.  A)  =  S  ^■ 
X  (  X  CO8.  c  )  =  C  • 
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Parallèlement  à  l'axe 


A 

M. 

A  B 

'"■^ -M 

^^''= • 4 

et  en  représentant,  par  H'  la  somme  des  quarrés  des  numérateurs  de 
ces  fractions,  on  aura  les  valeurs  suivantes  des  cosinus  des  angles  res- 
pectif formés  par 'la  direction  du  mouvement  du  centre  de  gravité  et 
par  les  directions  des  Xjy  et  9 

'^'    R   '  ~^ 

Ces  déterminations  sont  absolument  les  mêmes  que  s'il  s'agissait 
d'un  point  matériel  dont  la  masse  serait  égale  à  M,  recevant  immédia- 
tement toutes  les  impulsions  K,  dans  ^es  directions  parallèles  à  cellei 
que  ces  impulsions  ont  dans  l'espace. 

1 1  £2.  Rien  n'est  donc  plus  aisé  que  de  connaître  le  mouvement  du 
sentre  de  gravité,  lorsque  les  causes  motrices  qui  déterminent  ce  mou- 
vement sont  données,  tant  dans  le  cas  où  ces  causes  motrices  sont  des 
impulsions  initiales  communiquées  une  fois  pour  toutes ,  que  dans  celui 
oii  le  corps  est  sollicité  par  des  forces  à  actions  continues.  On  a  vu, 
art.  1120,  comment*  dans  le  second  cqs,  on  déterminait  I9  variation 
du  mouvement  de  ce  centre  due  aux  actions  de«  puissances. 

En  me  bornant  à  la  considération  du  mouvement  résultant  unique- 
ment des  impulsions  initiales,  je  remarque  que  ces  formules  qui  rendeqt 
si  faciles  les  calculs  relatifs  au  centre  de  gravité  n'apprennent  rien ,  en 
général,  sur  le  mouvement  des  autres  points  du  corps,  excepté  dans 
me  seule  circonstance  sur  laquelle  il  faut  d'abord  fùter  l'attention  des 
élèves.  Supposons  que  toutes  te»  impulsions  K  aient  une  résultante 
unique,  que  je  désigne  par.Tïj  (on  a  vuj  art.  Sâa,  l'équation  qui  doit 
itre satisfaite  pour  que  cette  condition  ait  lieu)  et  que  cete  résultante 
unique  passe  par  le  centre  c|e  gravité ,  je  <Jis  que,  dans  ce  cas,  l'im- 
pulsion il  qui  imprimera  une  vltewe  —^^ ,  au  centre  de  gravité,  parallè- 
lement &  une  li^e  de  position  déterminée  dans  l'espace,  imprimera  I4 
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même  vitesse,  parallèlement  à  la  même  ligne,  k  chacune  des  molécules 
du  corps.  Pour  démontrer  cette  proposition ,  je  remarque  qu'on  obtiendra 
le  même  effet  en  donnant  au  corps  une  impulsion  B  par  son  centre  de 
gravité»  ou  en  donnant,  k  chacune  de  ses  molécules  m^  une  impulsion 

■—rr^n  dans  une  direction  parallèle  à  celle  dç  R,  car,  i"  la  résultante 

Àe  toutes  les  puissances  parallèles  —— /s,sera--5-^(flï),  ou—j.  M=Rj 

A°.  cette  résultante  sera  dirigée  par  le  centre  de  gravité ,  car,  en  faisant 
passer,  par  ce  centre,  un  plan,  de  position  quelconque,  dont  la  distance, 

à  la  molécule  »i,  serait  f,  le  moment  Z|  -jjj-'nf  )'°^~ïf  ^('^n) 
serait  égal  à  zéro.  Or  l'effet  des  impulsions  -^  m  est  de  donner  à  toutes^ 

les  molécules  m  une  même  vitesse -jj  ,  qui  est  aussi  la  vitesse  imprimée 

au  centre  de  gravité  par  leur  résultante;  chacune  d'elles  prendra  donc 
cette  vitesse  commune,  sans  être  gênée  par  sa  liaison  avec  les  autres 
molécules,  ou  de  la  même  manière  que  si  elle  était  libre,  tous  les 
points  du  corps  s6  mouvant  daps  des  directions  parallèles  avec  la 
vitesse  commune. 

II33.  Lorsque  les  impulsions,  données  au  corps,  ne  pourront  pas  se 
composer  en  une  résultante  unique,  ou  lorsque  ta  résultante  unique, 
s'il  y  en  a  une,  ne  passera  pas  le  centre  de  gravité,  les  autres  points 
du  corps  auront  f  en  général,  des  mouvements  susceptibles  d'une  ipHnité 
de  modifications  indépejidantes  du  mouvement  du  centre  de  gravité, 
ou  n'ayant  aucune  influence  sur  ce  mouvement.  Cest  une  proposition 
très-importante,  et  fondamentale  en  mécanique,  qu'il  est  convenable 
{de  démontrer  par  des  raisonnement  élémentaires. 

Je  reprends  les  valeurs  des  moments  de  l'art.  1119, 


-T. ]- 


t  (.vdf  — 


AS 


y  Google 


3^4     '  DïNAMIQUEÉLÉhlENTAIRE. 

désignant,  comme  à  l'art,  cité,  par  x,,y^,,  s,j  les  coordonnées  du 

centre  de  gravité,  et  posant  les  valeurs, 

les  expressions  de  Pj  Ç  et  ff  deviennent,  en  faisant  attention  que  let 
f ,  *î  et  (Tont  leur  origine  au  centre  de  gravité,  ce  qui  donne 

S{mdi:)  =  Q 

"  M{z,dy,~jr,àz,)    .  2:\m{Cdn~-7idO\    _„ 

dt                "^  dt 

I    M{x,dz,~^,dx,)  •Z\m{^di:-!:d^)\   _ 

^  ' »                  dt  dt                        ^ 

M{y,dx,—x,dy;)  S\m{-nd^~^dn)\      ^^ 

dt  .        .    dt 


Je  piùs;  maintenant ,  sans  nuire  à  la  généralité  des  résultats ,  supposer 
que  IcM^que  les  impulsions  K,  ou  leurs  équivalentes  A,  B,  C,  ont  été 
données  au  corps,  l'origine  commune  des  x,yf  ij  J!,jy,,  x,  était  placée 
.au  centre  àe  gravité  ;  d'après.,  cette  Jiypobh^  les  a«cs  des  ^ ,  î7  et  4"  ont 
dû,  dans  leurs  positions  initiales,  se  confondre  avec  ceuf  des  o^jj'  et  s^ 
au  même  instant  où  on  avait  a!,=o,  j^,=o,  ^=o,  et  la  ligne 
droite  que  décrit  le  centre  de  gravité  passe  par  l'origipe  commune  de 
ses  coordonnées  se^^jr^^  z^  ce  qui  donne, 

éy, jr,       di,  s,      dx,  ar, 

dZf         Zf    *  dx,     -   X,  '   dy,       y, 

et  réduit  à  zéro  les  premiers  termes  des  premiers  membres  des  équa- 
rions  (  i  )  ci  -  dessus. 

On  a,  ainsi,  tant  pour  le  mouvement  du  centre  de  gravité  que  pour 
celui  des  autres  points  du  système,  les  six  équations 

I  dt  dt  .  dt 


U)- 


.=  c 
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(3). 


S\m{^dn-ndO\' 


dû 

dt 

les  trots  premièf»  se  rapportetic  exclusivement  au  tnouvemmt  parti- 
culier du  centre  'de  gravité ,  ou  au  mouvemeot  it  ttanslation  générale 
du  corps;  les  trois  dernières,  qui  aerenfermeoc auciuie quantité retative 
à  des  points ,  lignes  ou  plans  /îxes,  pris  dan  l'espace  ^  ne  peuvent  être 
applicables  qu'aux  distances  initantaoées ■  des  molécules  m,  à  trois 
plans  passant  par  le  centre  de  gravita,  mobiks  avec  lui  etparalïèie»aux 
plans  fixes  des  x^j  Xi  etj-tj  elles  se  rap|xirteBt  donc,  exclusivement, 
9UX  mouvements  de  ces  molécules  m  autour  du  centre  de  gravité. 

Ainsi  j4,  B,  C,  peuvent  avoir  des  valeurs  entièrement  arbitraires,  P,  Q 
et  R  ayant  des  valeurs  déteiminées,  et  réciproquement.  On  conçoit, 
en  eflTet,  d'après  ce  qui  a  été  démontré  précédemment,  que  si,  pair 
exemple,  on  donne  au  corps  une  impulsion  dirigée  sur  son  centre  de 
gravité,  il  en  résultera  une  certaine  ritessedé  ce  centre,  dont' ta  valeur 
est  déterrainable  à  volonté,  et  qqi ,  art.  iiaa,  laissera  f ,  17  et  ^dans 
leur  état  initial,  de  manière  que,  si  le  corps  ne  recevait  que  cette  im- 
pulsion, on  aurait  d^=iO,  dri^o,  i/^^o;  nruns  on  peut,  en  même 
temps,  donner  au  corps,  d'autres  impulsions,  par  couples,  telles  que 
+  K,,  — Kfi  -i-K,,,  — X„;etc  Les  directrons  des  deux  impulsions  de 
chaque  couple  étant  parallèles,  et  à  une  distance  finie  l'une  de  l'autre, 
ce  qui  introduira  dans  P,  Q  et  R  des  quantités  arbitraires  qui  ne  se 
trouveront  pas  dans  Aj  B  et  C. 

1124.  L'indépendance  du  mouvement  de  translation  du  centre  de 
gravité  et  du  mouvement  gyraloire  du  corps  autour  de  ce  centre  se 
trouvent  ainsi  très -rigoureusement  démontrés;  mais  comme  on  ne 
saurait  jeter  trop  de  jour  sur  une  matière  aussi  importante,  je  vais 
donner  encore  une  marche  de  raisonnement,  fort  simple,  pour  ramener 
ces  impulsions  initiales  à  des  impulsions  équivalentes,  qui  roident  par- 
faitement sensible  et  évidente  l'indépeadanoe  établie  dans  l'article 
précédent. 
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Soit  K  l'une  quelconque  des  impulsiçm  K,  j  K„ ,  etc.  donnée 
au  corps  à  une  distance  le  du  centre  de  gravité  ;  je  mène  ,  par 
ce  centre,  une  perpendiculaire  sur  la  direction  de  K,  que  je  prolonge, 
de  l'autre  côté  du  même  centre  par  rapport  au  point  d'application 
de  K,  d'une  quantité  =  A^*  .j'applique,  à  l'eMrémité  de  ce  prolonge- 
ment, deux  forces  opposées,  parallèles  à  K,  égales  entre  elleset  ji-f  A; 
je  compose,  ensuite,  celle  des  forces  qui  agit  dans  le  même  sens  que  K^ 
et  la  moitié  de  K^  en  une  impulsion  K,  passant  par  le  centre  de  gravité , 
et  je  ramène,  ainsi,  l'impulsion  K,  donnée  à  un  point  quelconque  du 
corps,  à  trois  forces  dont  l'une,  dirigée  sur  te  centre  de  gravité,  fournit 
des  termes  à  j4j  B,  C,  sans  rien  fournir  k  P,  Q,  R  (ce  centre,  dans 
S(i  position  initiale,  est  à  l'origine  commune  des  x,jr^  «^  x,,^,,  z^) 
les  deux  autres  formant  une  couple  de  forces  dont  les  composante^ 
entrent,dan8  Pj  Ç  et  R  et  n'entrent  pas  dans  j4,  B;  C.  Chacune  des 
impulsions  K/^  K„  etc.  est  susceptible  d'une  décomposition  pareille, 
et  si ,  &  l'instant  oti  le  corps  reçoit  ces  impulsions,  son  centre  de  gravité 
se  trouve  retenu  par  un  obstacle  fixe,  la  résistance  de  cet  obstacle  re* 
présentera  upe  de  ces  forces  dont  yi,  B,  C  peuvent  se  composer  ex- 
clusivement sans  que  le  mouvement  gyratoire ,  dû  à  Pj  Qj  Ry  en  soit 
:ittiré  ;  si  «  au  contrttirei  laissant  le  centre  de  gravité  libre,  on  traverse 
le  corps  |>ar  deux  lignes  matérielles,  ou  axes  fixes,  parallèles  à  la  ligne 
que  le  centre  de  gravité  doit  suivre ,  et  le  long  desquels  ce  corps  soit 
assujetti  à  glisser,  la  résistance  par  laquelle  les  axes  fixes  empêcheront  le 
.mouvemeiit  gyratoire  du  corps  autour  de  son  centre  de  gravité  d'avoir 
lieu,  pourra 'être  assimilée  à  l'action  d'une  couple  de  forces  qui  pro- 
duirait le  même  effet  que  cette  résistance,  mais  sans  rien  changer  au 
mouvement  exprimé  par  les  équations 

Mdx,  ^        Mdj,  ^^_  Mai,  _„ 
dt     ~     ^     dt     ~     ^      dt    ~    ' 

Ces  raisonnements  se  lient  à  la  théorie  des  couples  dont  j'ai  démontré 
les  principales  vt'rîlés  dans  la  première  partie  du  cours;  cettte  théorie 
est  due  à  M.  Poinsot,  membre  de  l'Institut,  mais,  long-temps  avant  ta 
publication  de  l'ouvrage  de  ce  savant,  j'avais  employé  la  considération 
de  cesmêmes  c(\uples  ■pour  expliquer  et  démontrer  l'indépendance  des 
mouvements  de  translation  et  de  rotation  des  corps  solides. 
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ti£Ô.  Le  résultat  de  ce  qui  a  été  dit  depuis  l'art,  iiai,  peut  être 
ainsi  ^noacë. 

«t  Si  UD  corps,  d'une  masse  itfj  so]ide,  libre,  et  qui  n'est  sollicité  par 
«  aucune  puissance  extérieure,  reçoit,  k  différents  points,  des  impuL- 
«  sions  finies,  en  nombre,  intensités  et  directions  quelconques,  son 
«  centre  de  gravité'  prendra  un  mouvement  de  translation  identique 
«  avec  celui  dont  se  trouverait  animé  un  point  matériel,  d'une  masse 
«  :=,M,  auquel  ces  diverses  impulsions  seraient  données  dans  des  direc- 
«  directions  parallèles  à  celles  qu'elles  ont  k  .leurs  pointe  efTectifs  d'ap- 
1  plicatioti,  et  les  différents  points  du  corps  se  mouvront  autour  du 
«  centre  de  gravité,  comme  ils  l'auraient  fait  si,  k  l'instant  où  les  im- 
•>  pulsions  ont  été  données ,  ce  centre  eut  été  un  point  fixe.  » 

1 1*6  Le  mouvement  d'un  corps,  tel  que  je  viens  de  le  considérer, 
offre  troi^  quantités  constantes,  savoir,  la  vitesse  du  centre  de  gravité, 
la  somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement  des  molécules  et 
la  somme  des  aires  engendrées  pendant  un  élément  de  tempe  di,  les  dt 
successifs  étant  supposés  égaux  entre  eux,  et  on  peut  remarquer  que 
les  conditions  de  l'équilibre  sont  celles  qui  expriment  que  la  première 
de  ces  sommes  constantes  et  l'une  quelconque  des  deux  autres  sont 
égales  &  zéro. 

Détermination  dea  chocs  exercM,  contr«  un  axe  fixe,  en  vertu  des  împul- 
(iont  donnée!  à  un  corpi  asinjetti  à  tourner  autour  de  cet  axe.  Conditiona 
d'après  lesquelles  il  ne  résulte,  des  chooi  donnés  au  corps,  aucun  choc  sur 
l'axe.  Théorie  générale  du  centre  de  percussion. 

iMy.  Un  corps  solide,  de  forme  invariable,  étant  assujetti  k  tourner 
autour  d'un  axe  fixe,  et  les  positions  de  chacun  de  ses  points  étant  dé- 
terminées par  des  coordonnées  rectangulaires  Jî>^  et  «_,  je  prends  l'axe 
de  rotation  pour  axe  des  »j  ce  corps  dont  je  représrate  la  masse  par  M, 
est  supposé  recevoir  une  impulsion,  que  je  désigne  par  Pj  ainsi ,  d'après 
les  notions  précédemment  établies,  P  est  la  quantité  de  mouvement  que 
recevrait  la  masse  M^  si ,  réduite  à  un  point  matériel ,  la  cause  motrice, 
Ji  laquelle  P  est  due,  agissait  immédiatement  sur  elle.  Je  mène,  par  la 
direction  de  Pj  un  plan  parallèle  à  l'axe  de  rotation ,  ou  k  l'axe  des  z, 
et  je  prends,  pour  plan  des  «Xj  le  plan,  perpendiculaire  à  celui  dont  je 
viens  de  parler,  passant  par  l'axe  de  rotation;  le  plan  des  aiy,  perpen- 
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diculaicc  à  cet  axe,  est  cené  le  couper  en  un  point  donné  de  posittoD. 
Je  nomme  ^  et  i^,  respectivement ,  la  coordonnée ,  mesurée  sur  l'aze 
ôn'aSf  et  la  coardonnée,  parallèle  aux  Sj  du  point  où  la  direction  de  Ç 
rencontre  le  plan  .ts.,  et  )e  détermine  la  poiitîon  du  centre  de  gravité  dn 
corps»  par  tes  coordonnées  a,  It  H  c  respectivemem  parallèles  aux 

Les  râleurs  de  ce»  coordonnés  ^,  ^,  a^  h^  e  sont  prises  au  momeat 
où  rimpulstcHD  P  est  donnée. 

Il  s'agit  de  déterminer,  d'abord,  l'efiet  que  cette  impulsion  produit 
sur  l'axe;  pour  cela,  je  la  décompose  en  deux  forces,  appliquées  ao 
point  dont  f  et  (^ sont  les  coordonnées,  l'une  représentée  par  77,  dirigée 
dans  le  plan  xs-,  parallèlement  à  l'axe  de  rotation,  ou  axe  des  z,  et 
l'antre  rvpésentée  par  Q,  perpendiculaire  à  ce  plan  a:«.  La  première 
composante  n'entre  pour  rien  dans  le  mouvement  du  corps,  faxe  étant 
supposé  fixe,  mais  elle  exerce,  sur  cet  axe,  une  action  qui  se  détermine 
par  les  formules  données,  art.  38i.  Supposons  que  le  mouvement  de 
ce  même  axe,  soit  empêché  par  itvn  arrêts  plac^  &  ses  extrémités , 
l'un  à  l'origine  et  l'autre,  k  une  distance  h  de  l'origine  du  cûté  des  s 
positifs,  la  composante  II  parallèle  aux  z,  étant  censée  agir  dans  le 
sens  des  «  positifs,  il  résultera  de  son  action  un  choc  sur  chacun  des 
points  d'arrêt,  dirigé  perpendiculairement  à  l'axe  de  rotation,  dans  le 
plan  des  xz  (plan  qui  renferme  la  ligne  de  direction  de  U  et  l'axe  de 

rotation)  choc  qui  aura  pour  valeur  +  — r^'e  srgne-|- étant  applicable 

au  point  d'arrêt  qui  est  à  l'origine,  et  le  signe — au  point  d'arrêt  placé 
k  une  distance  h  de  l'origine. 

I  is8.  L'autre  composante  Ç  communiquera  au  corps,  art.  loSç ,  une 

vitesse  angtila  ire  que  je  désigne  par  ^,etqui  aura,  pourvaleur,U= -çtXz—. 

^  étant  la  distance  d'une  des  molécules  du  corps  k  l'axe  de  rotation  j 
ou  qui,  en  représentant  par  Mk*  {e  moment  d'inertie  du  corps  M  pap 
rapport  k  un  axe  passant  par  le  centre  de  cavité,  et  parallèle  k  l'a^Q 
de  rotation,  a  pour  valeur 


(■).., -8  = 
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aîosi  la  quantité  de  mouvemoU  d'une  moléade  4{uekionque  m^  dirige 
perpeDdkulairetneiit  au  rajon  vecteur  f,  ten^pmj  les  composantes 
de  cette  quantité  de  mouvement ,  recpectiremeiK  pardU4es  aux  an  et 
aux^^seront^met^xm,,  es  faisant  attention  que  la  per]»endtculâire, 

au  rayon  vecteur  p,  fait  avec  l'axe  desx  un  angle  dont  le  cosimuss^, 

et ,  avec  l'axe  des  jr,  un  angle  dont  le  cosinus  =  -I—  ,  et  les  sommes 

respectives  de  ces  composantes,. prises  dans  toute  l'étendue  du  corps, 
pourront  être  représentées  par  ^S(jrfTt)  et  ^2{xm). 

Ces  sommes  de  composaites  ^S(jrm)  ct^2(scin),  remplacent,  à 
lious  égards,  la  somme  des  quantités  de  mouvement  ^£(^«r);  or  l'axe 
ne  reçoit  aucun  choc  de  la  part  de  celles-ci ,  parce  que  ies  vitetses'fj^, 
des  molécules  m,  -étant  propcftionelles  k  leurs  «distances  respectives 
à  l'axe  de  rotation ,  et  ayant  lieu  normalement  sax  rayons  vecteors  p , 
dans  des  plans  perpendiculaires  k  l'axe  de  rotation,  ces  molécules  se 
meuvent  comme  si  elles  étaient  libres  ou  détachées  les  unes  des  autres, 
ce  qui  exclut  toute  transmission  de  forces  à  l'axe  de  rotation. 

D'une  autre  part,  l'impulsion  Ç,  parallèle  aux^^  peut,  elle-même, 
lètre  remplacée  par  les  quaittités  de  mouvement  qui  suivent ,  siwoir, 

„  1  'M     aux  31    \ 

Soiimi«s  s«i  ifBanti  -     M  I    qZ  (/ny) 

tel  de  mourement  M  >    ^ 

On  vient  de  voir  que  les  «ommes  des  composantes  ^S{mj)  et 
^2!(mx),  équivalentes  à  la-somme  ^S{mp),  ne  poavaîent  exercer 
aucuoe  percussion «ur  l'axe;  l'impulsion  Ç  ne  peut  donc  agir  sur  cet  axe, 
qu'en  vertu  des  composantes — ^2^(m_^)  et  Ç — §X{m.r;  maïs  ces 
composantes,  d'après  le  prindpe  -général  -du  mouvement,  sont  celles 
qui  sati^ont  aux  conditions  de  l^quiUbrc ,  et  on  a  vu,  art.  379,  que 
lorsque  des  forces,  dh-igées  dans  des  plans  perpendiculaires  à  un  axe 
fixe,  sont  en  équilibre  autour  de  cet  axe,  elles  agissent,  sur  lui,  de  la 
même  manière  que  si  chacune  d'elle  l«i  était  immédiatement  appliquée, 
parallèlement  à  sa  direction,  et  dans  le  plan  normal  qui  renferme  cette 
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direction.  QésigDant  donc  par  X  et  F",  respectivement,  les  chocs  que 
rrecoit  l'axe  de  rotation ,  ou  l'aze  des  s,  dans  le  sens  des  a;  et  dans  celi|i 
des  jyj  au  moment  où  l'impulsion  Ç  est  donnée ,  par  X^,  le  moment 
de  Xpar  rapport  à  l'aie  des  j'^  et  par  J^^T// 1^  moment  de  i'par  rapport 
à  l'axe  des  Xj  (Xétaot  dirigée  dans  le  plan  cczj  ses  moments,  par 
rapport  aux  axes'  des  3>  et  des  s,  sont  nuls,  et  il  en  est  de  même  des 
moments  de  K,  par  rapport  aiix  axes  des  j'  et  des  ^  )  on  aura  Ira 
équations 

(X=-<^2(jrm)  =  -^5M     (      o«.,p.rl.  propriété  du 
fa)        J  ^-(>-ÏJ-£(^«)  =  (»-8«^J  centre  de  gravité  ,      

|^<r.  =  -«^(«.r«)  ■        \S(x^)=aM,^t 

on  obtiendra  les  valeurs  de  ^et  1^>  en  quantités  connues,  parlasubsti* 
tution  dans  les  deux  premières  de  ces  équations,  de  la  valeur  de  Jj, 
déduite  de  l'équation  (  i);  substituant,  ensuite,  ces  valeurs  aitisi  dé- 
terminées, et  celle  de  ^  dans  la  troisième  et  la  quatrième, on  aura^^et^„. 

1129,  l'application,  la  plus  importante,  des  équations  de  l'article 
précédent ,  est  la  détermination  des  conditions  auxquelles  il  faut  satis- 
faire pour  que  l'axe  de  rotation  n'éprouve  aucun  choc ,  lorsque  le  corps 
reçoit  l'impulsionP.llest,  d'abord,  évident  que  la  composante  H  de  P, 
parallèle  à  t'axe  de  rotation,  doit  être  nulle;  ainsi  nous  pouvons  nous 
borner  à  considérer  les  conditions  relatives  k  la  composante  Ç,  per- 
pendiculaire à  l'axe  de  rotation,  et  ces  conditions  seront  exprimées 
en  égalant,  à  zéro,  les  sommes  des  forces  et  tes  sommes  des  moments, 
que  j'ai,  en  général ,  supposées  égales  à  -ïj  J^t  X^^,  et  i^ij"//-  ï'  sem- 
blerait, au  premier  coup  d'œll  que  l'égalité  k  zéro  de  la  somme  des 
forces  devrait  suflîre,  mais  on  fera  attention  qu'une  somme  de  fbfces 
nulles,  nesuppc^epas  que  la  somme  de  leurs  motnrats  soit  nulle  aussi, 
qu'ainsi  l'égalité  k  zéro  de  la  première  somme,  en  énonçant  que  le 
mouvement  général  de  translation  n'aura  pas-  lieu ,  ne  dit  rien  de  relatif 
ail  mouvement  gyratoire,  et  il  est  indispensable,  pour  çxprimer  tout 
ce  qui  est  relatifs.  l'é<}uilibre  absolu j  de  déduire,  des  équations  des 
moments,  les  conditions  de  ta  nullité  de  ce  dernier  mouvement. 

I^  première  équation  (3),  de  l'article  précédent,  donne,  pour  upe 
(les  conditions  ctierchées 

(3) *=;9 

ainsi 
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ainsi  le  centre  de  gravité  doit  se  trouver  dans.  le  plan  perpendicufaire 
à  la  direction  de  l'impulsion,. passant  par  l'axe  de  rotation.  La  seconde 

donne  Q — ««Jlf=o,  et,  en  substituant  pour  y  la  valeur  -v;— "-- ?  . 
*      "  r       o  z{m(t') 

(4)  . . . .  a$M—S(mp»)^o 
La  troisième  donne 

(5) S(mij^)=o 

et,  la  quatrième,  Çi^ — ^^(3a;/re)=o,  d'où  on  tire,  en  substituant, 

Oë 
pour«,  la  valeur  -^,     — r-.  ^S{inç») — £S{t3>m)=Q,  et,  enfin, 

en  éliminant  Z('nf')  par  l'équation  (4) 

(6) al^M — S{zxm)=o 

les  équations  (3)  et  (5)  expriment  des  conditions  relatives  au  centre 
de  gravité,  et  k  la  position  de  l'axe  dans  le  corps;  les  équations  (4)  et  (6) 
donnent  les  coordonnées^  et  (^ du  point  où  la  direction  de  l'impulsion  Q, 
perpendiculaire  à  l'axe  de  rotation,  .doit  rencontrer,  le  plan  qui  ren- 
ferme l'axe  de  rotation  et  le  centre  de  gravité.  En  désignant,  par  Mk*  le 
moment  d'inertie  du  corps,  pris  par  rapport  à  un  axe,  perpendiculaire 
k  l'axe  de  rotation,  et  passant  par  le  centre  de  gravité,  les  valeurs  de  ces 
coordonnée»  sont 

(7) ^=0+-^ 

(8)...,.c  =  .^^ 

ii3o.  Le  point  ainsi  déterminé  s'appelle  centre  de  percussion}  les 
questions  relatives  à  ce  centre ,  et  au  centre  d'oscillation,  ont  beaucoup 
.occupé  les  géomètres,  dans  le  XVII'  siècle,  et  comme  le  problème  du 
centre  de  percussion  n'était  résolu  que  pour  des  cas  particuliers,  qui 
lui  donnent  la  même  position  qu'au  centre  d'oscillation,  celte  identité 
apparente  avait  donné  lieu  à  quelques  disputes  polémiques.  On  a,  en- 
suite, négligé  ces  discussions,  lorsque  les  progrès  de  l'analyse  et  de 
la  mécanique  rationnelle,  ont  attiré  l'attention  des  géomètres  vers 
d'autres  objets,  et  c'est,  vraisemblablement,  par  cette  raison,  qu'il 
n'existait  pas  encore  de  solution  générale  et  complète  du  problême  du 
centre  de  percussion,  lorsque  j'ai  donné,  dans  mon  cours,  celle  de 
I  4^ 
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l'article  précédent,  qui  «je  crois,  est  la  première  dont  l'analyse  ne  laîsM 
rien  à  désirer.  Je  parlerai  bientât  des  solutions  anciennes  et  des  cas 
auiquels  elles  se  rapportent. 

ii3i.  J'ai  conclu  les  équations  de  l'art.  11S9  de  celles  de  l'art.  11  a9, 
lesquelles  sont,  elles-mêmes,  déduites  de  diverses  considérations  parti- 
culières k  l'état  de  la  question,  combinées  avec  le  pnncipe  général  du 
mouvement,  et,  en  résolvant,  de  cette  manière ,  le  problème  du  centre 
de  percussion,  j'aurais  pu  placer  sa  solution  avant  la  théorie  générale 
du  mouvement  du  centre  de  gravité  d'un  système ,  et  du  double  mou- 
vement d'un  corps  solide,  mu  en  vertu  d'une  impulsion  initiale,  mais 
je  n'ai  pas  suivi  cet  ordre  d'exposition,  parce  que  la  détermination  du 
centre  de  percussion  offre  l'occasion  de  donner  un  premier  exemple  de 
l'application  de  la  théorie  dont  je  viens  de'pàrler,  qu'il  était  important 
de  ne  pas  laisser  échapper  ;  je  vais ,  en  conséquence,  donner  une  seconde 
solution  du  problème,  uniquement  fondée  sur  les  propositions  démon- 
trées depuis  l'art.  1114  jusqu'à  l'art.  1126. 

L'axe  de  rotation  ne  devant  éprouver  aucun  choc  à  l'instant  où  l'im- 
pulsion Ç  lui  est  donnée,  lecorps,  à  cet  instant,  doit  être  regardé 
comme  libre;  ainsi,  i".  son  centre  de  gravité  doit  prendre  une  vitesse  pa- 
rallèle à  la  direction  de  l'impulsion  Çj  d'où  on  conclut,  qu'à  ce  même 
instant,  la  tangente  menée,  par  ce  centre,  au  cerclequ'rl  est,  réellement, 
.  obligédeparcourir,  est  parallèle  à  la  direction  de  Qj  ce  qui  suppose  que 
ce  centre  est  dans  le  plan,  perpendiculaire  à  cette  direction,  passant 
par  l'axe  de  rotation,  et  donne  par  conséquent  b^o,  c'est-à-dire, 
l'équation  (3)  de  l'article  précédent,  a»-  La  vitesse  du  centre  de  gravité 

étant  égale,  art.  liai,  dans  l'hypoihèse  du  corps  libre,  à  -^ ,  et,dags 

l'état  effectif  de  ce  corps,  à  a<^',  on  a  Ç — '^aM-=^o,  d'où  00  déduit 
^'équation  (4)  de  l'article  cité. 

Après  ces  deux  conditions,  relatives  au  centre  de  gravité,  viennent 
celles  qui  concernent  généralement  tous  les  points  du  corps  assujettis 
à  se  mouvoir  sur  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe  de  rotatioh,ce  qni 

introduit  dans  les  équations  (2)  de  l'art.  1119,  la  condition  -—-  =  0, 

d'où ,  en  faisant  attention  qu'on  a ,  dans  ces  équations 

dy  dx 

"^J*— S^.»  •^— =^j  lai  «r*.  somme  des  moments  =  ip4'j  Ia2«.  =  o, 
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la  3*.  =at  QSj  et  que,  d'après  la  condition  du  mouvement  circulaire ,  une 
molécule  qui  s'éloigne  du  plan  xz  s'approche  du  plan  a;jy,  et  rëcipro  - 
quement ,  ce  qui    comporte  des  signes   différents  pour  les  vitesses 

dl    *    dt    ' 

sont,  en  général,  prises  positivement  lorsqu'elles  tendent  à  augmenter  les 
coordcMinées  positives,  on  conclut,  des  trois  équations  citées,  les  suivantes, 

dont  les  deui  premières  donnent  les  équations  (6)  et  (5)  de  l'art.  1128; 
et,  si,  dans  la  troisième,  on  substitue,  à  p^^  sa  valeur  ^Xifnç^"),  on 
aura  S\m{y*-^x*')  [^X(ffif*),  valeurs  identiques. 

1  i3a.  Si  la  forme  du  corps  est  telle  que  te  plan,  des  xy  qui  est  per- 
pendiculaire à  l'axe  des  «^  qu  à  l'axe  de  rotation,  coupe  le  corps,  sup- 
posé homogène,  en  deux  parties  égales  et  semblables,  on  aura  b-=.o^ 
S(m$x)^o,  S (fnfy)^o,  d'oii  on  conclut  ^=o;et,  la  condition 
b=û  étant  supposée  remplie,  le  centre  de  percussion  se  trouvera,  k 

A' 
ladistancea+  —  deraxederotation,BurIaperpendiculaire,&cetaxe, 

passant  par  le  centre  de  gravité,  il  se  confondra  avec  le  centre  d'os- 
cillation. 

I  [33.  Supposons  que  l'axe  de  rotation,  ou  axe  des  2j  soit  parallèlèà 
un  des  axes  principaux  qui  se  coupent  au  centre  de  gravité,  ta  condi- 
tion è^6  étant  préalablement  satisfaite,  c'est-à-dire,  le  centre  de  gra- 
vité se  trouvant  dans  le  plan,  perpendiculaire  à  la  direction  dé  Ç,  qui 
passe  par  l'axe  de  rotation,  et  prenant  le  centre  de  gravité,  pour  ori- 
gine des  coordonnées  f,  n  et  «^^  respectivement  parallèle^aux/r^^^et-s^ 
on  aura,  Télat  initial  étant  copvenableinent  établi  j 

ft=j;-(-ai  9i=^jr;  f=*— ç 
on  a,  de  plus, par  la  propriété  des  axes  principaux, 

substituant,  dans  ces  demièreséquations,  les  valeurs  de  ^,  rt  et  i'.ayant 
égard  aux  propriétés  du  centre  de  gravité,'d'aprèslesquelles^(fliJ):p=o, 
S(m7i)  =  o,  S(mi^  =  o,  et  disant  attention  que 

pn  a,  toutes  Traductions  faites. 
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la  première  équation ,. combinée  avec  l'équation  (8)  cle  l^rt.  mS, 
^r=  — i — _ — L^  donne  ^=cj  la  seconde,  nous  apprend  que  la  con- 
dition énoncée  par  l'équation  (5)  de  l'art.  1128,  se  trouve  satisfaite 
dans  le  cas  que  nous  traitons  (la  condition  énoncée  par  l'équation  (3) 
du  même  article  est  censt-e  satisfaite  d'avance),  et  nous  voyons ,  par 
l'équation  i^=Cj  que,  dans  ce  même  cas,  le  centre  de  percussion  se 
confond  encore  avec  le  centre  d'oscillation. 

1 134.  Les  cas  particuliers,  examinés  dans  les  deux  articles  précédents, 
sont  les  seuls  aux(]uels  satisfassent  les  anciennes  solutions  du  problème 
du  centre  de  percussion,  et  même  les  considérations,  relatives  au' 
second' cas ,  n'avaient  point  été  exposées,  parce  qu'elles  tiennent  aux 
conditions  générales  de  l'art.  1 129I,  qui  n'étaient  pas  déterminées;  voilà 
pourquoi  quelques  géomètres  ont  confondu  le  probléipe  du  centre  de 
percussion  avec  celui  du  centre  d'osci|lalion;  et  même  ceux  qui  ont 
voulu  établir  la  différence  des  deux  problêmes,  n'ont  pas  parlé  d'une 
des  circobstances  caractéristiques  qui  constituent  cette  différence ,  sa- 
voir, fa  valeur  ^  =  ' — ^—jr^ — -  »  d'une  des  coordonnées  du  centre  de 

percussion,  qui  se  mesure  sur  la  même  ligne  et  k  partir  de  la  même 
origine  que  la  coordonnée  c  du  centre  de  gravité,  m<^  qui  n'est  égale 
à  celte  -coordonnée  c   que  dans  des    cas  particuliers;  c^Ue  valeur 

^=  —     \f       ^^  *^^  *!"'  distingue,  essentiellement,  ma  solution  des 

solutions  anciennes;  elle  est  introduite,  dans  l'analyse,  par  la  considé- 
ration des  forces  qui  tendent  à  donner  à  l'axe  un  mouvement  gyratoirtî , 
et  on  n'avait,  jusqu'à  present,. eu  égard  qu'à  celles  qui  tendent  à  donner, 
à  cet  axe,  un  mouvement  total  de  translation.  ,  , 

ii35.  Les  positions  du  centre  d'oscillaticHi  et  du  centre  de  percussion 
sont  absolument  indépendantes,  des  causes  motrices  qui  ont  a^  sur  le 
corps,  ensorte  qu'on  assigne  ces  positions  u>ar  des  considérations  qui  ne 
tiennent  qu'à  la  figure  du  corps,  et  aux  différentes  densités  de  ses 
molécules;. mais  celte  indépendance  qui  n'est ,  quant  au  centre  d'os- 
cillation,  qu'une  conséquence  de  l'hypothèse  qu'on  a  faite  sur  les  di- 
rections et  le  mode  d'action  des  forces  introduites  dans  l'analyse  (on 
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»  siippcséles  directions  jparallèlfs  et  tes  fbrca&nptrlcM  propoetionneUea 
aux  niasses  et  indépendantes  des  positions- «les  molécules)  «e- trouve, 
quant  an  centre  de  percussion  ,  essentiellement  liée  k  la  nature 
m&nie  de  la  question.  Je  ne  m'étendrai  pas  davantage  sur  ces  re* 
marques',  les  ^-lèves  qui  voudropt.avoit  quelques  détails  sur  les  problèmes 
du  centre  -d'oscillation  et  du  centre  de  percussion,  relativement  à  la 
partie  historique,  pourront  consulter  le  deuxième  voluaie  de  VJîiseoiro 
des  Mathématiques  de  Montucia. 

De>  eO<)rtti;(ae  «apporte  l'aie  .inmobrle  d«  rotaUon  j  lors^oe  I«:4;orps  «  regu 
riii]pii]sîon  initiale  qui  lui  iraprimo  «oo  B^ojiYeto^uf.  Çoadi^Ujq^ù  rippdcat 
ces  e^orts  Dul«. 

ii36.  Lorsque  les  diverses  conditions  assignées,  article  iiaç,  sont 
remplies  ,  TaJte ,  au  moment  du  choc ,  n'éprouve  l'action  d'aucune 
force  de  la  nature  de  celles  qu'on  appelle  j'ôz-cw  de  percussion  ;  oiî 
ne  peut  cependant  pas  dire  que  tet'axé  li'ait  aucune  lén'dancé  à  se 
'déplacer,  car  il  est  sollicité  par  des 'forces  comparables  à  des 
pressions  ,  et  provenant  des  forces  èentrifitges  de  tous  les  points 
matériels  qui  composent  le  corps.  Une  molécule  quelconque,  placée  â 
une  distance  ^  de  Taxe,  exerce  dans  le  sens  du  rayon  p,  et  en  vertu  de 
sa  vitesse  Jj(3,  un  effort  qui,  art.  986,  à,  pourViiIt^ir,  y*m()'.  Les  com- 
posantes de  cette  force,  respectivement  parallèles 'aux  x  et-auxj-,  sont 

^mp  X  ^ —  et  y"nip  X  —,  OH<^inx  et  *^mjj  en  faisant  atteWion 

que  —  et  ^  sont  les  co'sihO^-deS'aDgles  que  formé  sa  direction  avec 

les  mêmes  axés;  les  somines?dc  'CesjCQteposante8,.dan&  toute  l'étendue 
du  corps |,  sont  ^^£(in a?)  et  ^*^(mj9^)t  et  les  sommes  de  leurs  moments 
sont,  pour  la  première,  SJ*iS('»i.r)  moment  par  rapport  à  l'axe  des^/^ 
et,  pour  la  seconde,,y£(/n*j.),  moment  par  rapport  à  Taxedeïx. 

il  f^ut  observer  que  les  forces  ^mp  étant  dirigées  suivant  les  rayons 
vecteurs  (î,  peuvent  être,  toutes^  censées  appliquées  à  l'axe  (Je  rotation , 
et  qu'il  en  est  de  même  des  composantes  qui  entrent  dans  les  sommes 
y*J(OT.x:)  et  %*S{nty^)  \  d'où  il  suit  que  ces  sommes  ne  doivent 
fournir  aucun  moment  par  rapport  k  l'axe .  des  %j..  de  plus ,  d'aprj^  1^ 
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paratlélismes  mpectift ,  entre  lears  lignes  ide  direction  et  les  axes  des  v 
et  An^f  elles  n'en  founussent  point,  la  première  par- rapport  à  l'axe 
des  Xj  et  ta  seconde  par  rapport  à  l'axe  des^. 

:Si  l'on  suppose  maintenant  que  l'axe  fixe  de  rotation  passe 
par  le  centre  de  gravité,  on  aura-,  par  cette  seule  circonstance, 
^*S{ma:')^o  et  ^iS(m^)=ao;  ainsi  L'axe  n'éprouvera  aucun  efibrt 
teodant  à  lui  donner  un  mouvement  général  de  translation;  mai»  iljie 
peut  être  entièrement  délivré  de  tout  efibrt ,  qu'autant  que  les  moments 
des  pressions  '^'mx  et  ^*  mjr  sont  nuls,  ce  qui  donne  les  équations 
'£{mzx)^^t>,  ZC"»?/)»©,  et  ce  qui  nous  apprend  que  cet  axe  doit 
réunir,  à  la  condition  de  sa  direction  par  le  centre  de  gravité,  celle 
(l'être  un  des  axes  principaux  qui  ont  leur  intersection  commune  à  ce 
peiïtre. 

iiS/.  La  première  des  conditions,  assignée»  dans  l'article  pré- 
cédent ,  ne  peut  pas  être  satisfaite  sans  que  le  centre  de  percussion  ce 
se  trouve  à  une  distance  infinie  de  l'axe,  puisqu'elle  rend  nulle  la  dis- 
tance a -de  cet  axe  au  centre  de  gravité,  ce  qui  donne,  article  1149» 
f  =  30  ,  ^^  so  ;  on  tire  de  là  une  conséquence ,  assez  remarquable^ 
savoir  l'incompatibilité  des  conditions  d'après  lesquelles  t'axe  fîxe  autour 
•duquel  un  corps»  choqué)  est  assujetti  à  tourner,  ne  reçoit  aucune  per- 
.çyssion  f  et  de  celles  qui  rendent  cet  axe  libre  de  tout  effort  après  le  choc 
initial  qui  a  mis  le  corps  en  mouvement.  Si  les  premières  conditions  sont 
remplies ,  le  centre  de  gravité  devra  se  trouver  à  une  distance  finie 
de  l'axe,  afin  que  ^  et  ^puissent  avoir  des  valeurs  finies,  et,  dès-lors, 
l'axe,  exempt  de  choc  dans  le  premier  instant,  sera,  dans  les  instants 
suivants  soumis  aux  forces  Centrifuges;  si  les  secondes  sont  satisfaites. 
le  centre  de  gravité  devra  se  trouver  sur  l'axe ,  et  le  centre  de  per- 
cussion sera  à  une  distance  infînie  de  cet. axe,  lequel  éprouvera,  par 
conséquent,  un  choc  quelque  part  qu'on  frappe  le  corps,  mais  n'aura 
plus  après  ce  choc,  aucune  tendance  soit  &  un  déplacement  total,  soit 
à  un  mouvement  de  rotation  autourd'un  de  ^es  points. 

Formules  de  géométrie  analytique  pour  lervir  de  préparation  Ji  la  théorie 
générale  du  mouremcnt  de  rotation  d'un  corpi  solide. 

>  ii38.  On  a. vu,  par  les  propositions  démontrées  depuis  l'art."  |iat 
jusqu'à  l'aft-  naS,  dont  le  résultat  général  est  comigné  dans  cet  ar» 
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tide  iia5,  que  tout  ce  qu'il  y  a  de  difliciledans  la.déierniijiation  des 
phénomènes  diLmouvement  d*un  corps  solide ,  est  relatif  au  jnouvemeot 
des  mol^ules  de  ce  corps  autour  de  son  centre  de  gravité  ;  les  recherches» 
qui  concernent  cette  déteritiination ,  esigeot  qu'on  rapporte  les  positions 
des  molécules  à  des  axes,  fixes  dans  le  corps,  dont  on  compare  les  po> 
sitions  à  celles  d'autres  axes  parallèles  à  des  lignes  fixes  dans  l'espace; 
il  faut  donc,  dans  ces  recherches,  faire  usage  des  formules  par  lesquelles 
on  passe  d'un  système  de  coordonnées  rectangulaires  à  un  autre  ,  et 
j'ai  cru  qu'il  était  convenable  de  placer  ici  les  principales  de  ces  for- 
mules, dont  quelques-unes  ont  déjà  été  employées,  soit  dans  cette 
seconde  partie  du~ cours,  soit  dans  la  première. 

Le  mode  te  plus  général  de  passer  du  système  des  coordcnnées  rec- 
tangulaires Xj-jr  et  Zj  à  un  autre  système  qu'on  peut  appeler  système 
des  coordonnées  x,,y,^  z,,  consiste  à  prendre  à  un  point  de  l'espace, 
autre  que  le  point  d'intersection  des  coordonnées  primitives,  une 
nouvelle  origine,  par  laquelle  on  fait  passer  trois  axes,  k  angles  droits 
les  uns  sur  les  autres,  qui  sont  les  axes  des  x,,y^i,  «,,  et  qui  forment 
des  angles  ou  donnés,  ou  assujettis  à  certaines -conditions,  avec  les  axes 
des  x,  j^  et  a. 

Ainsi  les  relations  qui  lient  une  des  coordonnées  x ^  y,  t  aux  coor- 
données a!,f  y,f  z,j  et  réciproquement ,  sont  exprimées  par  des  équa- 
tions dans  lesquelles  ces  diverses  coordonnées  ne  sont  qu'à  la  première 
puissance,  et  dont  chacune  contient,  en  général,  un  terme  constant, 
relatif  aux  positions  respectives  des  deux  origines,  et  d'autres  termes 
variables,  ayant  pour  facteurs  les  quantités  circulaires  relatives  aux 
angles  que  forment  entre  eux  les  axes  des  deux  systèmes  de  coor- 
données. 

Comme  il  suffit  à  l'objet  qi^e  j'ai  en  vue,  de  faire  varier  les  directions 
des  axes  coordonnés,  j^  supposerai  dans  les  formules  de  transformation 
que  l'origine  reste  la  même  ;  ainsi  je  n'aurai  pas  besoin  des  termes  cons- 
tants dont  je  viens  de  parler,  qu'on  peut  d'ailleurs  introduire  à  volonté, 
dans  l'analyse,  sans  rien  changer  aux  termes  variables. 

II 89.  s:,  y  et  2  étant  les  coordonnées  primitives  et  x,,,  y,  y  s.  un 
autre  système  de  coordonnées,  qui  ont  la  même  origine  q«e  les  premières, 
je  pose  la  notation  suivante. 
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GDordonaées. 

Coiinui  de*  angles  fonaât 
etpwlcsawide» 

X 

y 

2 

a, 

y, 

a„ 
0,, 

7,1, 

Menant  un  rayon  vecteur  de  l'origine  commune  à  l'un  des  poînll 
qui  a  pour  coordpnDéesy  soit  x^y  et  «,  soit  ce,, y,  et  %,,  et, la  lon- 
gueur de  ce  rsyon  vecteur  tlant  p,  le  cosinus  de  l'angïe  qu'il  forme  avec 

l'axe  des  x,  est  — ,  mais,  d'une  autre  part,  ce  même  rayon  vecteur,  et 

l'axe  des  x,  font,  avec  les  axes  des  X/^y,,  i,j  des  angles  dont  les 

cosinus,  respectifs,  sont  — i-,  -i^,  — —\  «,,  rf",,  y,;  donc  d'après  le 

théorème  de  trigonométrie,  déjà  employé  plusieurs  fois,  dans  le  cours 

,                                      x           a,.T,           S,  y,  y,  s.       1       I 

"de  cet  ouvrage,  on  a =  — '—^  H ^'^-i-   +  ■U'~J—\  cnerchant, 

e        e  e         e 

par  les  mèmesi  considérations  les  valeur^  correspondantes  des  cosinus 
r^  et  —  et  multipliant ,  par  /> ,  les  trois  équations  qui  donnent 

I —  ,  *^  et  — ,  on  a 

e    e     e 


en  partant  de  la  valeur 


y=a„x,-\-S„y,-^r„t, 
X^a,„x,^g,„y,+y,„z, 


■  du  cosinus  de  l'angle  formé  par  le  rayon 


vecteur  f»  et  par  l'axe  des  x,,  et  considérant  que  ce  rayon  vecteur  et 
l'axe  des  x,  font,  avec  les  axes  des  2i_,  ^  et  i  dfs  angles  dont  les  cosinus, 

respectift,  sont  — ,  ^  ,  —  ;  a.,  a.,,  a,,.,  on  aurait,  d'aprtsle  théo» 

rème 
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récne  ci •  dessus  cî té,  — -  ==  a,~ — \-a„  ^-^-a,,,  — ;èt déduisant, du 
f       '        ^  P  ç 

même  tliéorème,  les  valoin.des  deux  sutreS  cosinus—  et     '  ,  on 

aurait  les  trois  ^ualitjas 


Les  cosinus  a,  S^y^dt  difîercnts accents,  ont  entrç  eux  des  relations 
qui  deviennent  manifestes  k  l'inspection  du  tableau  plaëé  au  commen- 
cement de  cet  article.  ;    . 

On  a  d'aoord  six  équations  données  par  l'égalité  entre  lé  qu^rré  du 
rayon  et  U  somme  des  quarrés  des  cosinui  des  angléS  Formés,  j>ar  une 
même  ligne,  et  par  cliacun  des  axes  coordonnés. 

Appliquant  ensuite  le  tliéoréme  de  trigonométrie,  qui  a  donné 
les  équations  (i)  et  (a),'  aux'angles  droits  que  forment  entfe  eux, 
soit  les  axes  des  x,,y,^  i^j  Soit  ceux  des  af,^,  s,  on  a^  en  faisant  at- 
tention que  le  cosinus  d'un'  angle  droît  est  égal  à  zéfo,  six  autres 
équations,  ce  qui  donne  en  tout  les  douze  équations  suivantes: 

{«/*  +  «//*  +  ««/*  =  I J  «,  *",  +  «//  ^// + «/«  '*'///  =  o 

{«/*  +  *■»•  4-V/*  =  '  ;   «/  à„  -\-  S,^„  -f  y,  y„^o 
««*+ ^,/' +>'//•  =  M  «,  «,/,  +  *,  s,„  4-  r,  hf,  =  t> 

Chacun  de  ces  systèmes  d'équations,  (3)  et  (4),  exprime  le^  mêmes 
conditions;  ils  peuvoat  donc  se  remplacer  mais .il^  ne  donnctit^  réelle- 
ment, que  six  équations  entre  les  neuf  coefficients  a,,  ff„yfktc.i  on 
peut,  ainsi,  irg^rder  trois  de  ces  cocfilcients  comme  iridéterminés,  et  assi- 
gner les  valeurs  des  six  autres,  soit  par  le  système  (3),8oit  par  le  système  (4). 

1140.  Je  vais  maintenant  chercher  d'autres  râleurs  de  ce^  coeffi- 
cients a,j  S,,  y,  etc.  en  fonctions  de  trois  angTes,  qui  sont  d'iin  grand 
us^e  dans  l'astronomie  jAysique,  et  qvi  suffisent ,  seals,  pour.déter* 
miner  les  posttioM  des  axes  des  ^uy,»  a,,  par  rappcfrt  aux  axes  des 
a-^^etjs. 

«  47 
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Fig.  la,  SoitXjiF,  n».  i,Ie  plan  des  xj'qui  est > en  même  temps, celui  du 
N".  1,3 cl 3.  tableau,  y/ étant  rorigioe commune  des  coordoQpées  -v^y^zj  Xf,y^,z,. 
Je  sup|X)se  que  la  droite  ^Hest  la  ligne  d'intersection  de  ce  plan  et  du 
plan  des  s;,,jr,j  je  mène  la  droite  ('jff^r  perpendiculaire  à. ^4 H, 
je  fais  passer,  par  cette  droite,  le  plan  WÇMfj  n".  a,  perpendiculaire 
au  plan  XA  Y  y  et  j'ai ,  dans  ce  plan  W  Qr,  une  ligne  H  m  AT  qui  ap- 
partient au  plan  des  ^,y,%  l'angle  M' Hr  étant  celui  que  forme  ce 
dernier  plan  avec  le  plan  asy.  Ce  même  plan  des  tr^/  est  rabattu,  sur 
la  planche, en  Y*  Aq  ,Xi°  3,  "en  sorte  que,  pour  se  représenter  la  figure, 
dans  l'espace,  il  faut  concevoir  i°.  le  plan  1^  Hr,  n".  a,  élevé, 
perpendiculairement  au  plan  du  tableau,  sur  Hr,  n".  i;  a".  Y*  A  tf^ 
no..3,  ayant  sa  ligne  Ait  en  coïncidence  avec  AH,  A",  i,  et  formant, 
avec  XAY  l'angle  M' Hr,  n».  a.    '       ' 

Je  désigne,  par  ^^l'angle^^X,  n".  i_,  que  forme  l'axe  des  x  avec 
.-la  ligne  d'intersection  des  plans  xy  ^t  x^,\  par  ^^  l'angle  X'AH,  rfi.  a, 
que  foriipe  cette  ligne  d'intersection  avec  l'axe  A^  dçs  x^j  et,'par^, 
l'angle  JIC'  BM.,  vfi.  3,  que  forment,  l'un  avec  l'autre,  lés  plans  x^  et  x^^. 

Un  point  de  l'espace ,  projeté,  en  Af,  sur  le  plaii  'XA  Y,vP  i ,  et  placé 
à  la  hauteur  JlfiV'j  n*.  a,  au-dewts  de  ce  plan  XAY,  a  pour  coor- 
données 

AF=x,  PM=>:y,  My=zj  AV=x,,VW=y,}  M'JV^^z,; 
-  Menant,  çnsuitè  les  paraîlèlçs  Paet  Pift  n".  i,  k  ÇM  et  Affj 
les  parallèles  ffa'  et  Hff  ^n".  3,  à  ^  AT  et  ^/"^  on  a 


1^*, 


j  AH=Aa-^PI!=XQ.oia,)p-\-jrim.\fi 
\  ldH=M1!—Pa^=j-CQii.-4f — xsin.i^ 
Mm^Hldy.\sjx%..0:^  Cycos.  i^—  x sin.  ip)  tang, 0 
Hit^  Hm  -H  mitf'=  J^  +  wiV  x  sin.  0.  d'où , 

■  COS.  0 


HM': 


. jr  COS.  }p — xa.\fi 

COS.  ^ 


+  [a — (yc-\f' — irs:^)tang.^}8in.^ 

e,t  enfm ,  toutes  réductions  faîtes ,  .      .  _ 

,.^l/'=rasin.i?-l-(^coB.^t  —  ir8in.V')cos.^ 
■^é  3        /  AP':=^,A*''\-BiS'=^AH:Kcç^.^-\-M'H,yiiiif,^=^, 
■■'.     '"  \P'M'c^M'S^—Ha'^M'HKWi.^—AHxna.^:=^y, 
ii''.i...M'lV^mN'xcos.0=={MlV~Mmyxco9.0^'f, 
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Substituant,  dans  ces  trois  demièm  équations,  les  valeurs  analytiques 
de  AH,  ÎSS,  MN'  et  Mm,  préoédemmaïc -dï>nnén ,  on  a>'uké- 
rieurement» 

a;(ais.  )^co8>^ — sin.  i/' sin.  ^  COS.  ^) 
+jr(co8.^sin..(6co8.i?  +  8in.^cos.^)  , 

^  zsin.  l^sin.  ^  .1 

ir --^- at  (sini  1^  COS.  ^  COS.  <?+ sin;  ^  cot;  ^) 
/^      ijj'^zs/ +^-(008.  if  co>.^co».  tf— sin-^tin.  ^) 
"^  f +zsin.^eos.^ 

i     X  sio.  ^  sin.  0  . 
s,=  /' — ^cos.ïtsin.  ^ 

f  +  s  COS.  Û 

On  verra,  en  comparant  aux  équations  (1)  de  l'art.  1139,  celle? 
que  je  viens  de  poser,  que  les  neuf  coeOîcients  des  dieuztèmes  membres 
de  ces  dernières,  en  commençant  ptir  la  première  Hgné  horizontale,' 
sont  respectivement  les  valeurs  de  a,,  a,„  a,„,  S„  S,„  iî'„>,  y^j  y„,  y,„\ 
ainsi  rien  n*«t  plus  aisé  que  d'avoir  x.y,  «  en  x,,  y,,  %,;  H  rit  s'agit 
que  de  substituer ,  dans  les  équations  (  i  )  de  l'art.  1 189 ,  aux  coeiBcients 
a,,  a„,  a,,,,  etc.,  ceui  qui,  par  la  comparaison  des  équations  (a), 
art.  11S9,  et  de  l'équation  {J)  ci-dessus,  sont  reconnus  leur  être 
ren^ectivement  égauï. 

1141.  Pour  déduire  des  équations  {J),  de  l'article  précédeiit,  le» 
équations  (1)  de  l'art.  1066,  i!  faut  f^re  attention  qiie  ces  dernières 
sont  établie*  en  supposant  que  Taxe  des  j,  est  la  ligne  d'intersection 
des  plans  xjf  et  x,y,,  ce  qui  conserve,  à  ^,  sa  signification,  et 
donne  ^=anglé  dr^it,  tm.  #s=i,  co*.#i=o.I)e  plus  l'angle  n  dé 
l'article  eité  est  complément  de  ^,  et  la  ligne  de  projection,  qui  forme, 
sur  le  plan  a?yi  cet  angle  Jj  avec  Taxe  des  «,  se  trouvant  dans  l'angle 
droit  des  x  et  y  positives,  la  ligne  JH^  n».  i ,  passe  dans  l'angle 
droit  des  x  positives  et^  négatives,  ^  devient  donc  négatif,  et  on  a, 

"■    i"  ■  '   '■-         -Usin'.ii'^cos.îî.-Cos.'^^siri.»?. 
les  Valeurs,  subsfitùe'es  dans  les  équations  {jyi'cv'éf^tus ,  donnent  les 
éfl[u^ion*  [i)  dp  l'art.  1066,  qui  Se  trouvent  ainsi  d€montr<is. 
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J)^  l'iw  ii)ttsi]^4B«  tie  rot^lif»,  dtj»  l«  niou.vVme«i|t  '4'uQ  c<)Aps  àt  forme 
■Drariable^  autour  d'uD  point  fiie. 

1142.  L'indépendance,  entre  le  mouvement  de  translation  du  centre 
de  gravité  d'un  corps  solide;  et  le  mouvement,  autour  de  ce  œntre, 
des  différentes  parties  du  corps,  énoncée  par  le  théorème  de  l'art.  11 26, 
et  démontrée,  art.  uai  et  suivant»,  permet  de  traitée  séparément  les 
questions  relatives  à  ces  deux  mouvements,  et  on  peut,  d'après  ce  qui 
est  dit,  art.  iiaÔ,  résoudre  les  problèmes  relatife  au  mouvement 
de  rotation,  en  supposant  )e  centre  de  gravité  immobile.  Je'  vais, 
pour  plus  de  gétiéralité,  supposer,  d'abord,  que  le  corps  est  assujetti 
à  tourner  autour  d'un  point  fixe  quelconque. 

Je  prends  le  point  fixe  de  rotation  pour  origine  commune  des 
^.fjft  ^}  -^njfj  ^/j  ^  un  instant  déterminé,  qui  peut  être  le  premier 
ipstant  du  mouvement.  Taxe  des  x,  a  une  position  donnée  per  rappor  à 
celuides^jct  jlenest  demême,  re^ectivement.desj',  et  desji-j  des  s, 
et  des  s;  mais,  après  crt  instant  déterminé,  les  axes  des  Xjj-tti  de- 
n^urent  fiies  dans  l'espace ,  et  ceux  des  x,  jjrftti,  se  meuvent  avec  le 
corps,  en  conservant,  dans  ce  corps,  leurs  positions  initiales.. Cest  ce 
mouvement ,  qui ,  pendant  le  temp  t;,  faif  varier  les  angles  dont  les 
cosinus  af,.a„f,  etc. ,  sont  inscrits  dans  le  tableau  de;  IVt..  1 189,  et  les 
angles  ^,  ^  et  ^des  équations  (^)  de  l'art.  11 40.. 
,  Il  spitdç  là  1°.  qu^  iles'Coordaniîée&  ^)  y^  s  d'une  m^'^^'^Ql^"'^ 
(}u  corps,  varient,  dVn.^instant  à  l'autre,  mais  que  ses  .coordonnées 
ii!f,y,&.  z,  ne  varient' point  avec  le  temps,  elles  changent,  seulement, 
de  valeur  d'une  molécule  à  l'autre^  qe  qui  ti<ent  à  ce  que  tes  3];es  des 
Xf  Xj  z  sont  fixes  dans,res[^c^,\ceux.des  x.,.,^,,  z,,  étant  fixes  dans 
le  corps  4*".  Que  les  anglsf  qui:9nt,  pour,  coaiDUS-.a^»  <Zy,,  etc>,  et  ceux- 
qui  oqtj  pour  valeurs,  ^,  ^  .et^variettt  avec  le  temp^f-puisqu'ilgdé- 
pendent.des  position^  des.  axça  mobiles  des  x^j  j',.et  s,,  par  rapport 
aux.  axes  fixes  des  a:,  jj' et,*. 

1143.  Les  composantes  des  vit^ss:^  des  molécules  prises,  respecti- 
vem^t^d^^  les  sens  paraliiles,.aux  2;>j>:  et  2^. ont.dfliuj'pour- valeurs,. 

à  un  instant  que(conque  '-^ — ,  ~a*  ~T~'*  *^   °"  ^  '  ^"^P"*^  ^^ 

Digitizeaby  Google 


S€  C  T  1  O  N'  T  R  a  I  3  1  fe  M-E.      ■  873 

t-quations  (  i  )  <3e  l'art.  1 1  Sp ,  eo  faisant  attention  qucF  a,.  S,  »  f  te. ,  sont 
les  seules  variables ,  paK  rapport  au^emps. 


(.n- 


dx 
dt 

=  x, 

d<x, 
de 

EL 

dt 

=  */ 

da„ 
dt 

dz 

=  3:^ 

dt 

+^'-dr+''  ^r 


+Jr 


—  X,  J'     +  J', 


*,„ 


*f.n 


1.144^  Je  vais» d'abord,  appliquer  ces  équations  \  une  détermination 
importante,  celle  de  Vaxe  instantané  de  rotation,  et  je  pose^  pour 
abréger,  les  équations  hypotKétiqiues, 


(■)• 


7, 

dg, 

de 

■¥7„ 

^ 

+  7,,. 

4-=- 

7, 

da, 
dt 

+  >■« 

^ 

+>•// 

^- 

é, 

dx, 
de 

+  «;, 

^ 

+  '«'-%^=' 

L'axe  insfantané  de  rotation  est  la  droite»  passwit  par  le  point; 
Hxe ,  dbnt  tous'  les  points^  à  un  instant  déterminé,  âonC  Immo-' 
biles  pendant  cet  instant  ;  oet  axe  peut  étte  regardé  comme  un  axe 
fàeautour' duquel  le  oirps, tourne,  pendant  l'élémoit  de  t^Àips  dt^ 
et  qui,  en  géiiéral,  est  supposé  changer.  d&  position,  dans  les:  instants 
suivants. 

!  Pourdémeirtrer  l'éti&tcsicd  et  ass^jjOer  U  [position  decct'axi?,  je  re- 
marque que,  pour. tous,  les, poinudç, pétitions  que^cMiquesv  qui  sont 


immobiles,  pendant  un  instant  dtj  on  doit  avoir- 


ds} 
dt 


dy 


— _:=ot  ainsi  .r'égalitéj >  ^ro,ides  deuxièniet  menâtes  des  équa^ 

(ions  (^)  de  J'article  précédent,  doit  donner  tous  les  points  qui  jouissent 
de  cette  propriété;  on  a,  par  cette  condition. 


Digitizeaby  Google 


# 

--^+-^  = 

dt 

+^'^--4^  = 
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(^). 


Multipliant,  respeciivemeot  la  i",  a*,  3*  de  ces  équations  par 
7t>  7n'  y  un  ^^  faisant  la  somme  des  équatifMis  produits;  introduisait 

les  valeurs  de  ^  et  ^  des  équations  (  i  )  et  la  valeur 

<i^^y,dy,-\-y„dy„-\-y,„dy,„,  donnée  par  la  troisième  équation  (3) 
de  l'art.  Il 39,  on  aura  ;e'jy, — ■■^ai,=o: 

Revenant  aux  équations  (a),  on  multipliera  la  t*",  3,*,  Z',  respec- 
tivement,  par  S,,  €„,  S,„,  et  prenant  la  somme  des  équations  produits, 
introduisant  la  val«ir  de  r^  tirée  des  équations  (-i)  et  fdsant  attention 
qu'en  vertu  des  a"  et  6*  équations  (3)  de  l'art.  itSç^on  a 

on  a,  toutes  réductions  faites,  rXf~^pzj^=o. 

Enfîn,  multipliant    ces  mêmes  équations    (a),  respectivement, 

par  ctf,  a^i,  tt,„t  prenant  la  somme  des  équatiops  produits,  faisant 

attemipn  qu'en  vertu  des  i'*»4<  et  adéquations  (3)  de  l'9rt<  '^Sg,  opa 

9^da,+»„da^f  +  a,,,dai,j^t^Q 

'"  \  afy,-^a,fy^,-\-a„fy,,^^~y^n^~y^^da,i-y„^,„^qàt 
on  aura  ^•^— ry^  =  o 

Ainsi  la  ligne  dont  tons  les  points  sont  immobiles,  &  l'instant  auquel 
fc  rapportent  les  quantités  p,  q,  r,  a,  pour;  équations,  les  trois  suivantes 
dont  I*u|ie  quelconque  est  donnée  par  le?  deux  autres,  et  qui  remplacent 
les  équations  {a), 

(5) pjr, — qx,^o\  rx^ — ^a^=o;  qz, —  ry^sso 

cette  ligne  e6t  une  ligne  drtÂté;  ainsi  voilà  l'existence  de  Vasee  instan- 
tané de  rotation  déifiontrée  et  sa  position  déterminée. 

Représentant  par  a,  if  et  ;-  les  angles,  respectifs,  que  forme  cet 
axe  avec  les  axes  des  x^,  jr,  et  s,,  on  a,  par  les  formules  connues 
^e  la  géométrie  analytique, 
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f :       r  ■' 

{/>"+y-K' 

r 

"°  '       l^P'+l'-*^ 

Sjô 


Vilciae  jugulaire  du  corpiautonr  de  I'»e  iiistaataiié  de  roUlioa;coDipoMnte(, 
parallèles' aux  axe>,  des  forcei  accilératrîcei  de  ses  difiîrents  points. 

1145.  D'après  ce  qni  «t  déraoAtré' ^dans  le  'chapitre  précédent;  il  y 
a,  à  cha({iie  instÉmt,  une  certaine  lipie  passant  parie  point  fvte^  ajitour 
de  laquelle  tournent  tous  tes  points  du  corps  ;  la  posititm  de  cet  axe 
peut  être  invariable,  pendant  un  temps  indéfini ,  maïs  un  doit  toujoun 
la  considérer  comme  telle  pendant  le  temps  élémentaire  Jtj  en  sorte 
.  ^e,  à  chaque  instant,  un  point  quelconque^  du  corps»  peut  être  censé 
.  parcourir  un' ârc  de  cercje  autour  de. la  Ugoe  qui  fait,  ji  cet  instant,  la 
fonction  d'axe  instantané  de  rotation  ;  la  vitesse  angulaire  du  corps,  autour 
de  cet  axe,  est  donc  égale  à  la  vitesse  absolue  du  point  quelcotique,  dont 
je  viens  de  parler,  divisée  par  le  rayon  du  cercle  qu'il  décrit.  Pour  dé- 
terminer cette  vitesse  angulaire  avec  plus  de  facilité,  prenons  te  point 
.  quitsetrouveisurraxedesz^kt'unitéde  distance  de  .l'origine, on  aura, 
pour  ce  point,  aT,^o,j-^=o,  a^=i ,  et  en  substituant,  dans  l'expression 

générale  l/  —, 1 — ^  j — ~-  ,-les  valeurs'  données  par  la  somme  des 

quarrés  des  trois  équations  {V)  de  Tart.  il43',  après  avoir  fait,  dans 


Y  dt* 


ces  équations ,  a/'=o  ,  ^=0 ,  *  =  1 ,  on  aura 

=  la  vUesse  du  point  dont  il  s'^it.  Le  rayon  du  cercle  qu'il  décrit 

. _^     V    p^  +  q'  ,^. 

gnant,  par  ^,  la  vitesse  angulaire  cherchée,  on  a 
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atl^P'  +  ç* 

le  premier  facteur  de  cette  valeur  de  ^  est  égal  à  l'unité  ;  pour  le  dé- 
montrer on  déduira,  deTéquation  (3)derart.  1 144,  et  de  la  deuxième 
équation  (4),  du  même  article,  en  ayant  égard  aux  équations  de 
conditions  de  Tart.  i  l'Sç,  la  valeur  de  (/»*  +  y*)  di*  qu'on  trouvera 
égale  à 

quantité  qui  se  réduit  à  ses  trots  premiers  termes ,  en  vertu  de  la 

troisième  équation  (3)  de  l'art,  i  iSp*  de  laquelle  on  tire 

J'/*'>'/  +  >*//*'7'//+>'/«'^J'///**='*»  ""**  *"*  a  timpleraent 

(«) 'è'^^p^yr^ 

La  vitesse  angulaire  demeurera  invariable  lorsque  la-  quantité 
pi+  ç*  +  r*  sera  constante;  et  celte  condition,  peut  être  i^mplie  sans 
que  p,  ç  etr  soient ,  chacune  en  particulier,  des  quantités  constantes. 

1146.  Les  composantes  de  la  vitesse  absolue»        ■        j'-—  —'  •  • 

d'un  des  points  du  corps,  prises  parallèlement  aux  axes  fixes  des  x, 

r  et  3  i6nt— p-,  — ^ ,  -t—  ;  à  l'iottant  où  ces  vitesses  ont  lieu,  les 

axes  mobiles  des  ^^1^,  et  s,  ont  de  certaines  positions  que  l'on  doit 
regarder  comme  constantes  pendant  le  temps  élémentaire  dtj  ainsi, 

pendant  ce  temps,  élémentaire,chacun«  des  vitesses-——,  ~^»  ~j~ 

peut  fournir  trois  composantes,  respectivement  parallèles  aux  x,,^^,^^^ 
donc  on  aura  les  valeurs,  en  multipliant  les  vitesses  dont  il  s'agit  par 
les  cosinus  a,,  n^,,  etc.  des  angles  qu'elles  forment  avec  \eix,^jr  ^i^s 
voici  le  tableau  de  ces  composantes,  dans  lequel  on  a  placé,  sur 
une  même  ligne  horizontale,  chacune  de  celles  qui  dérivent  d'une 
même  vlteœe  parallèle  à  un  des  axes  fixes  : 
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V 


ViteMCl  d'inl  dei  pointa  dv 
corpa  ,  prtiM  parallèlemsut 

ce  point. 

CompMRtitet  des  viieuc*  ci-à    1 
coté ,  ptfallèU*  aux  axes  dea        1 

^/ 

y, 

z, 

-dT 

^. ...... 

"'     d, 
dz. 

*'"  d, 

-'h 
••* 

d:r 
^'      dt 

"yii  ''-' 

dt  

dt 

.-dt; •■■• 

rassemblaot  les  termes  qui  se  rapportent  à  un  ijnème  axe,  oa  9 


VUmhb  du.  point.q«i  né-, 
pond  aux  coordonniaf  x, 
y,  ^,  priiat  parallèlement 
aux  axe*  dea 


dm     \  dv  '  .       \     ds 

'   de     \    ".  dt    ^,  '"   dt 


dt 


dt 


dt 

d-R  '  djy     ,  ds 

~di:  '^^"~dr'^'^"'~3t 


On  'peut  dcmoer  d'autres  formes  aux  expressions  dç  ces  vttesses,'  en. 
remplaçant  —3—,  — ^»  "T"'»  P**"  '^""^  valeurs  tirées  de  l'équation  (P^ 

.   ■  -  ■  ■.        ■  ; 

de  l'art.  ii43;  si,  de  plus,  on  introdiiît,  daps  les  résultftts  des  substi- 
tutions,  les  valeurs  Aepftjttr,  art.  1 144,  équations  (i),  on  aura 
pour  les  vitesses  respectivement  parajl^es  aux  se,,  j^y  ttt,,  toute* 
réductions  faîtes,  les  expressions  ^i,-~-r^,S  *''', — P*,i  pyt=9*/f 
et  ce  sont  précisément  dalles,  que  nous  avQns  trouyéee  égales  k  ,<éip. 
art.  1 1 44 ,  lorsqu'il  s'agissait  de  déterminer  la  ligne  dont  toqs  les  points 
étaient  immobiles  pendant  Tinstant  dt. 

1 147.  Ces  doubles  expressions  des  vitesses  parallèles  à  un  même  axe , 
trouvée^  dans  l'article  précédent,  fQijnuiseQt  les  équations  suivantes î 
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i!      dit      .    ^      dv      .    ^        dl    ' 


4i 


Tirant  de  ces  équations  les  valeurs  de^-r-  •  —?- ,  -i- ,  et  employant, 
^  dt      dt     dt  '   ' 

dam  letrediictioas,  les  équations  de  Tart.  iiSp,  on  a 

l   dx 


(»)•■ 


dt 


=  "/(?»/— cr,)+''',(™,—/'î,)+)',(«',—?-»/> 


dz 

it  ' 


Les  différentielles  de  ces  équations,  par  rapport  k  tj  sont ,  en  se 
rappelant  que  io^j  y,  et  i,i  art.  i  I4s>  ne  dépendent  pss'du  temps, 

-£=ii,(i,il,^j,dr)-\-tlx^r—i^p)-k--)XV,4p—^,^\ 

+  (»», — yJ  '*'//+  ("',— />»,)  ''*■« + <j>y—i^i  *r„ 
',    ,     +(?«/— c»',)'<''«,-(-(™,—;;»^)«'?,„+09',;—?»i)''^/// 

en  divisant,  par  dt,  les  premiers  membres  de  ces.  éfjuations;  on  a  les 
composantes,  respectivement  parallèles  aux  axes  des  m, y  et  «j  delà 
foree  accélératrice  du  poiiit  du  corps  dont  la*  position  est  déterminée 

par  les  coordonnées  x,y  et  Sj  .1^  ptemièrtr.77:^-T,4^cesccoropos*otes,.. 

ddx 
se  décompose  elle-même;  parallèlement  «anx^jy,,  s^jCn  g;     'jt* 
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dâv  ddi         ,  .    j  ^4y    \  ^^* 

«,,  — -si.,  a,,,  —         ,  et  chacune  d«  deux  autres  <,    "rr-i  ,  «t  -^  .  •■■  , 

fouroit  des  composantes  analogies,  auxqùélleil'il  Faut  appliquer  les  ob- 
servations faîtes  dans  l'article  précèdent  sur  lès  vtïeslés 'parallèles  auk 
^,>y,,i,î  rassemblant  toutes  les  valeurs  qui  *é  rapi*6rlerit  à  un  même 
axe,  et  désignant  par  p^^  4fj,  r,,  respectivdiriénti  lés  -ccfn^/pdibiites  'de 
la  force  accé'l^âtrice  dii  -point  dont  il  s'^rt)  pi-î^  jtàtallëlëménf'ïhix 
"l'Si  et  «^^  OB  a 

ddx       ,       ddf     ,.  ddz 


<4). 


^    ddx  .     ddr         -       ddz 

-_^   '    'ddm     .  ddy   j^'    ■  ■  dth   *  i   ■  ■    ■  v-  . 

Remplaçant  — ■ —  ,  — pi-  et  — -; — ,'  par  léur«  valeurs  tirées  des 

'^  ,' .  ^  ,  *^/»        di'    ,  .    df''     .^  '  :  :   i   ■'    ■■ 

équations  (3)  et  eo^toyant,  dans  les  réductionsjleséquatiofis'qui  iiat 
tprécédemment.serri  au  même  usagev  on  a,  firiàlenient ,  Ini  équatioqs 
suivîtes  qui,  divisées  par  de,  donnent  les  valeurs  Aep,,  4},,  et  r,> 

{p^^i^'~jr^r-\r  (j>j,—fœ;)^dt  +  {pi,—nt,)rdt 
qid£sxs:Dfdr-—'Zfdp-^{^x, — py,)pdt-^{iftf — ry^rdt  ■ 
r,di^jr^p~-x^-^.{KBf^px,)pdt-^\ry,~'^i()^dt 

TatMTOàtMxont  reJalivei  au  moment  prinaipal  qui  ténappOTlê  an  poîat  Gie 
autonr  du^el  le  inobile  est  «Snijetti  it  tourner. 

1 148.  Je  vais  rappeler  aux  élèves  les  principales  propositions  de  la 
théorie,  jgén^rale  des  mojnen/j_,  que  j'ai  exposée  ;  art.  1^7  et  suivants^ 
les  propriété  démontrées  dans  quelques-uns  de  ces  articles.,  servant  à 
introduire  dans  l'analyse  dés  problêmes  relatifs  au  mouvement  des  corps, 
des  si mpt incations  analogues  &  celles  que  fournissent  les  propriétés  du 
centre  de  gravité  et  des  axes  principaux.  On  a  vu,  art.  170,  que,  parmi 
toutes  Its  lignes  qu'on  pouvait  tnener  par  un  point  donné ,  il  y  etl  avait 
une  par  rapport  fe  laquelle  la  sorrime  des  moments  d'un  système  de 
.&rces,  oii  le  moment 'Uifiquc,  équivalait  k  cette  fl^nuite,  était  un 
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maximum.  Désignant,  par  K,  ce  moment»  que  j'appellerai  moment 

princif/aij  on-à,  ait.  cité,  '         ■  '        ,  '  ■  ■ 

Lj  M.  et  A'  étant  Ic^  soqimps  respectives  des  motnents.des  forcA»  par 
rapport  à  trois,  axes  rectangulaires,  assujettis,  tl'ailteurSfà  la -seule 
(pnF^tiqp.dçseiCpi^Kr^u  point  donné,  pour  lequel  point  Z"+^»,+iV» 
fSti^e  quaiftité  çoostaute,  quoique  chacune,  en  p^rlkulier,,  de;  q^uan- 
titt^  L,  M  tt  N  puisse  varier  suivant  les  diverses  pjosilions  de»  axes 
rectangulaires. 

Si,  pour  une  ppsitipn  déterminée  de  ces  ^xes^  ji,,  B^  C,,  repré- 
sentent les  angles  respectifs  qu'ils  forment  avec  la  ligne ,  ou  axe  du 
moment  principal,  on  a,-artiic[e  cité. 


(^) 


...  \  co»,irf,=~;  cos.i5;=-^;.cos.C,=*-_  l. 


1149.  Voici  une  des  conséquences  remarquables,  déduite,  dans 
les  articles  ci-dess^s  cjtés,  de  l'analyse  par  laquelle  on  est  parvenu  aux 
déterminations  de  l'article  précédent.  Le  moment  principal  Ky  dont  la 
valeur  eal  dcmnée,  pour  une  bri^ne  de  position  déterminée  dans  i'e»- 
^pace,  varie,  lorsque . l'origine ,  à  l^ueUe.  .il  se..ràpporte,icIiBnge,  en 
softe  qu'il  existe  un  point  »- dans  l'espace,  tel  qtie'lepIuB  grdnd  des 
motnenls,  pris  relativement  aux  ligQes  qui  se  coupent  it  ce  point,  est, 
en  même  lemps,'If  plus  petit  <}e  ceux'de  son  -espèce,  c'est-à-dire,  que 
ce'inot^iejit  e^t,ip|Brmi  ies.moment^  pnncipaiÙE,  tm  àiinimum  maxi- 
morum  :  pour  déterminer  la  position  de  la  ligne  droite  qui  jouit  de 
«êtte^propriété'jion'dterchc'ra.la  valeur  da  mometit  principal  K,  con- 
venable à  un  point  arbitraire  de  Tespîtee,  concevant  ensuite  chacune 
des.  forces,  qui  entrept  dans  l'expression  de  ce  moment,  appliquée  au 
point,  arbitraire  ,■  d'ans  "une  direction  parallèle  à  ieWe  qù  elle  a  èitecti- 
'.vemerit,  etMèterniinaijt,-  par  Its  formules  de  l'art.  o5  ,  la  'résultante 
générale  'R  de  ces  forces.,,  ainsi  transportées,  et  la  direction  de  'cette 
'résultante  .que 'je  supposé  faire  un  angle  S,  avec  l'axe  du  moment 
principal  Kj  on  élèvera  du  plan  renfermant  cet  axp  et  la  direction  de  R, 
ime  perpeiidi  feulai  ré  ayant,  pour  origine,  le  sommet  de  l'angle  Q ,  çt 
on  mènera,'  par  lé'point  de,  cette  perpendiculaire  .placé' k  la  distance 

■  ■■    ...."■  ..iduplan^bne  paralttile^ràla  dit^ctloti  déff^  laqt^lleserarax'e 
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Section  troisième.  3tii 

àa  miymeatfninimtuitmaximorum  y  ^moment  ayant  pour  valeur 
Kcos^Û.  ■    ..  •]■  • 

J*ai  fatf  Voir,  art.  200  et  sutTartts,  comment  ces  belles  propriétés  des 
'inornepr}  t-ta{6iit  liées  'k  celles  des  aires.  ,       ■ 

I  i5o.  Une  moléaile,  quelconque,  du  cor|)s  assujetti,  k  tourner  autour 
(d'un  point  fpLei,  molécule  dont  je  désigne  la  masse  par  fn,  et  doqt  les 
.•coordQuné^:,  fixe^  dans  îe  corps,  et;  mobiles,  avec  lui,  sont  a?,  ji^,, et  a,, 
:aîau.boMtdmçmpsiAart.u4i6,|esvîteS8Ç8ya/— jy„f/'X(— ;7s^,;yf,-T-:ya;,, 
-lespectiveiAtrati^iaralléles  au:^,^?,^^,  et  a,.,  deequelles  résultent,  dans 
les-.mémeS'directJoos,  les  quantités  de  mouvement  fn-  (f^,-r''J'i)* 
m  {n^,'-rfi^t)t.^{pji — y^/)»  1"'  représentent  les  sotnaies  Fcos.ut, 
P  cqs.  <f,  P,  C0S{  y^  de  l'article  i6a^  et  dont  les  moments ,  repectîfgf 
par  rapport  aiix  axes  àçsXf,y,  rt  i,  sont,  articles  cités^ 

'"«x;(/'j^,—.y.x,)— «8,(^3^— rj-,)  .     ,  .. 

jès  sommes  dé  ces  moments ,  prises  dans  toute  l'étendue  du  corps,  sont 
les  qaântités  représentée^,  art.  169',  par  L,  M  et  N  et  on  aura ,  en 
faisant  attention  que  pj  q  et  r,  ne  varient  qu'avec  le  temps,  et  doivent 
être  c'ortïidéréési  comme  coniitanleaj. lorsqu'il  s'agit  d'intégrales  relatives 
à  l'étendue,  prises  à  un  instant  détermmé, 

f  i  =  ç/(maî,j',)+î/"(mx,0-/'/î'n(y/+V)t»" 

Ces  expressions  déviendront  beaucoup  plus  Simples ,  si  on  prend 
pour  axes  des  '':,,y,  et  z],  les  axes,  principaux  qui  ont  leurs  inter- 
sections communes  au  point  fixe;  on  aura,  par  la  propriété  de  ces 
axes,  art.  1067, 

et  en  faisant,  poiir abréger  j' 

les  valeurs  de  L^  M  et  N  deyiendroq^t, 

(2) L=—Jps  M.^rr-Bqj-  N=  —  Cr. 

La. valeur  du  mçment  principal  y  rapporté^iBu  poùpt,  fixe,  sçra,. 
art.  \\a^,^  A''p*-\-B*~4^œ^  et  les  cosinus  des  angles  formés  par 


y  Google 


3dz  DVKAM1(}UE    iLÉUBMTAïaS. 

Vaut  àt  ce  moment  pHncîpal  et  par  les  axes  des  x^,  y,  et  z^s  seront^ 


respectivement,  article  cité, 


(3), 


-^P 


-Jgy 


^Cw 


}^Si'p''-i-'S~9'+C'r''  l'Or V+^'?*+CV»  *  KJ(V»"+a*f»4-6!'r'  * 
L'axe  des  ir  faisant  avec  les  œ^^y^.  et  i^j  des  angles  respectifs, 
dont  les  cosinus  stont,  art.  1 139,  «X^,  jf^  et  ^^  si  on  multiplie  t^iacun 
de  ces  cosinus  a,f'S,fy,f  par  celui  des  cosinus  (3),  qui  se  rapports 
ail  tnéineaxe,  lasominedes  produits  sera,  d'àprës  Itf  ^éorènte'COdnu  de 
trigonométrie,  le  cosinus  de  l'angle  fornié'  par'  cet  axe  des  x  et. par 
l'axe  du  moment  principal;  les  angles  formés  par  celui-ci  et  par  tes 
aïes  desj'ct  des  &  s'obtiendront  de  la  même  manière,  et  on  aura 


<4).... 


'^ôiinui  de  l'angle  for- 
mé par'raie  du  mùnent 
principal ,  qui  m  t«p  - 
porte  au  poiat  fiie , 
,  par  l'axe  des 


\/A*p*  +  B»  y*  +  C»  f* 

Valeuri  det  ^nantitûa  pdt,  <fdt  et  rdt  eti  fonctions  det  anglei 

i^5i.  En  comparant  les  valeurs  de  ^i^jn  *,,  données,  art.  i  iSg, 
équation  (a),  ayec.les  vitleurs  des  mêmes  indétemunées  tiréa.de  l'équa- 
tion (^)r  ^'^-  1  ^4'^  '  °^  trouve  les  relations  suivantes  entre  les  coeffi* 
cients  de  x^  y  et  x^  dans  ces  diverses  équations» 

ii,  =  co3.^co8.  ^ — sin.  ^sin.«^cos.(?, 
a^,  =  cos.^sin.^co$.^-fsin.  ^cos.4^ 

^^^sin-^sin.^ 
^^=1— (sin.'^tcos.^Ècos.^+sin.^cos.^) 
(i)  ..... .  '    ^„=cos.^^co8.i^co8,(S'— sin.i^sin.^' 

tf,,,^sin.^cos.(& 
y^  =  8in.\isin.^ 
yj,=^ — eos.^sin-.tf' 

(  ^^^^:=:C08.^  •  ^-  "    '        "    ■ 

et  on  a,  parles  équations  (i)  dfc  l'art.  1144,  combinées  avec  le?  équa. 
lions  (3)  de  l'art.  iiSg, 
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Diflëreotiact  les  valegra  de  y,,  y,,,  j-,^^,  et  composant  les  produits 
^j^Y/' "ii^ïii»  "^tu^Viu'  ^  ***"*  d'après  le»  équations  (i)i'on  a 

.     j       (cos.*^sîn.^cos.^ — 8in.^cos.i^3iri.i?co9.^sin.#)rf'^- 

'        [  -^-(sin.  ^co•.^^cos.  ^coa;^  —  8in.*^t  C08.»^sin.^)  dff 

g  y     f  {sin.^cos.^sin.^cos.<?sin.#+sin.*^8in.(S'co8.#)rfi^ 

'      '      \ — (cos.»^cos.*^sin.#  +  sin.^cQ».^co3.^co8.#)</<? 

Ajoutant  ces  équations,  «t  rédMÏsuitï  oa  a 

a,dy^  +  «„<fy„  +  af^^dy^jf^aia.ffcot.^dTf/ — sm.^dff 
pour  déduire,  de  cette  valeur,  celle  de  ^,dyi-\-S„dy,^-\-S,,,dy^^,,  il 
suffit  de  changer  les  a  en  fT,  et  je  remarque  que>  pour  opérer  ce  chan- 
g^nent.m  doit,  simplement,  dan»  les  valeurs  de  a^,  <t,^,  a,^,,  donnée* 
par  les  équations  (  i  ) ,  substituer •-<- un;  ^à'  cos.  0  et  cos.  ^  à  aio.^,  d'ofi 
je  conclus 

S^dy,  +  ^ n^y ii"^^ m^y 411^^' — sin-<î*siD-^i^^ — cos.^dû 
passante  la  valeur  de  S^d<i^'^lSi^da.^,~\.Si,,da.i^t  J'observe  qu'en  diflle- 
mitiant  les  a,  par  rapport  &  ^ ,  on  a    ~ 

et,  qu'ainsi,  le  coefficient  de  d^,  dans  cette  valeur,  serait 

*'(^)  +  ^"0)+*-(^)  = '^''+''"'+*"''= " 

(art.  iiSç).  En  differentiant  ces  mêmes  a  par  rapport  à  ff,  on  trouve 
que  les  termes  du  coefficient  de  dS^,  dans  ta  même  valeur,  se  détruisent 
réciproquement,  et  on  a,  pour  déterminer  le  coefficient  de  d-\pj 

^  fda.\ I  sin.'i|tco8.*^co8.J?+sin.i^cos.i^  sin-^^cos.^  cos.*^ 

'  \d^j\  4-9in.^  co».#  siii.  ^  cos.  ^-f-sin.?^  cog."  \J  cos.^ 

S  (^^'*\—\  — sin.itco8.stsiii.#cos.#cos.»<S'4"'^"s.*i|^cos.*^co3.^ 
"\d-\î^  J     \  +sin.*#8in.»^cos.^ — sin.^cos.^f-sin.^cos-^ 
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et  on  d^uit  de  en  résultats  de  calcuti  . 

On  a  ainsi  .les  trois  équations  suivantes ,  lesquelles,  réunies  à  trois 
Wtres  qui  seropt  données  et  démontrées  ci-après,  servent.à  résoudre 
tous  tes  problêmes  relatif  av  mouvement  de  rotation  d'un  corps  solide 
autour  d'un  point  iize.    ■         < 

{p4t=^  sio.  0  sin.  ^  </\f  +cos.i^  d9 
qdt^tm.B  cot.^di^ — sin.^dfi 
rde=^  d^-\-coi.^d\p 
iida.  Vciici  d'hutres  relàtiohs  entre  les  quantités  dff  lF,f  y,,  etc., 
et  les  quantités  p^  q  et  r  qu'il  est  bon  de  connaître. 
Si  on  fait  trois  sommes  des' trois  équations 

tidl^o.,dy,':Ç.(i„dy„^ii„,dy„, 
^pdt=S,dy,+6„dy„^S„,dy„, 

°r=rt^yi'¥yt,ày„+7mdy,„ 

après  les'avoir  multipliée»,  respective^nent  par  a,,  ^t»yn  P""*"  ''^'^ 
la  première  somme»  par  a,,,  €„^  y„,  pour  faire  la  deuxième»  par 
'"■m»  ^iii>  Vtii»  pour  faire  la  trQifiëme^  on  trpuvera»  en  ayant  éjjan) 
aux  équatîonSf  (art.  1139), 

pn  déduira j  pareillement,  des  équations, 

pdt=y^dS,-Ji.y^,dS„+^,y,dS,„ 
—  Tdt  =  a.,dS,~\.a.,^dS„J^a„,dS,„ 
o=S,dS,+S,,de^-itS,,,dS„, 
les  valeurs 

{^^i  =  {riP--'^,'')4e 
d0„  =  {y,,p-^a„r)dt 

et  des  équations 

Tdt=S,da,^^„da„-\-t5,„da,; 

T-qde=^y,da,-\-Y„da„-\-y,„da,„ 
o=?a,da,-^a,fda„^a,„da„, 


la  valeurs 


da,^  (fffr=y,ç)dt 
(6) \  da„^{S„r—y„q)dt 
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eoflD  on  a  les  trois  équations 

{p  da.,-\-ti  dS,-\'rdy^^=Q  ' 
pda„-\-qdS,f-\-rdy,f^iO 
pda.„f\-ifdS,„\-rdy„,^o 
qu'on  rendra  identiques  en  y  substituant  les  valeurs  de  do,,,  dS,,  etc.,' 
données  par  les  équations  {^),  (5)  et  (6). 

Délenuioatioot  ultérieurei ,  relatiru  L  la  théorie  générale  du  moaremeot 
d'un  corp*  aoUde  autour  d'un  poiot  fixe 

1 153.  Je  n'ai  fait  entrer  en  considération,  depuis  l'art.  114a,  que  les 
propriétés  du  mouvement  qu'on  peut  appeler  géomciriques  3  et  les 
phénomènes  de  ce  mouvement,  relatifs  aux  vitesses  et  aux  forces  accé- 
lératrices, effectives f  de  ses  différents  points,  en  faisant  abstraction 
des  causes  motrices  qui  les  produisent.  Je  vais,  maintenant,  introduire 
ces  causes  motrices  dans  l'analyse,  et  compléter  le  système  (les  équa- 
tions par  lesquelles  on  détermine  foutes  les  circonstances  du  mouvement 
de  rotation. 

Chaque  point  matériel, 9  sa  position  déterminée,  &  un  instant  quel- 
conque, par  rapport  k  trois  plans  coordonnés  fixes  dans  l'espace,  dont 
les  lignes  d'intersection  sont  les  axes  des  x,  y  et  zj  l'origine  de  ces 
coordonnées,  placée  au  point  fixe  de  rotation,  est  aussi  l'origine  de 
trois  autres  coordonnées  x,,y^,,  a, ,  rectangulaires  comme  les  pre- 
mières, mais  par^lèles  à  des  axes  fixes,  dans  le  corps,  et  mobiles  avec 
lui;  malgré  la  mobilité  de  ces  axes  on  peut,  quand  il  s'agit  des  phé- 
nomènes instantanés  du  mouvemmt,  prendre,  parallèlement  à  leurs 
directions,  les  composantes  des  forces  appliquées  au  corps,  ces  direc- 
tions devant  être  censées  invariables  pendant  le  temps  élémentaire  dt^ 
et  on  a  déjà  vu,  art.  1146  etsuivants.de  pareilles  décompositions  des 
vitesses  et  des  forces  accélératrices  effectives  des  molécules  du  corps. 
Soient,  donc,  mX,j  mY,  et  mZ,  les  composantes,  respectivement 
parallèles  aux  ^nJ^tJ  h*  ^^  '*  résultante  de  toutes  les  forces  appli- 
quées k  une  molécule  dont  la  masse^/n^  continuant  à  représenter, 
comme  je  l'ai  fait,  art.  ii47,par/»,j  y,^  et  r,  les  forces  accélératrices 
effectives  de  cette  molécule,  respectivement  parallèles  aux  mêmes  axes, 
les  conditions  de  l'équilibre  devront,  art.  io38,  exister  en  vertu  du 
«  4? 
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principe  général  du  mouvement ,  dans  la  masse  entière  du  corps,  entre 
les  forces  motrices  mX,,  triV,,  fZ^,- — mp,^  "*?/>  "">>  ou  entre  les 
quantités  de  mouvement  éJémentaires  (X, — p/)  mdt,  (F, —  ç,)  mdt, 
{Zj — /",)  m  (if.  Ces  conditions  s'expriment,  art.  369,  par  trois  équa- 
tions qu'on  forme  en  épiant  ^  à  zéro  ,  1rs  moments  des  forces  considérés 
relativement  à  trois  axes  rectangulaires  quelconques  dont  l'int-ersection 
commune  est  au  point  fixe;  on  a,  donc^  dans  le  cas  dont  il  s'agit  ici, 

tJ'\j',(.X,-p,)mdl-x,(,r,-,,)mJl\=o 

(M) i/\x,(Z,—r,)miil—i,(X,—p,)mJl\=o 

l/l  •,(i',-?,)»>'''-J»-,(Z,-'-,)  ">'/<■  I  =50 
les  intégrales  relatives  à  m,  et  à  x,jy,,  z,  doivent  s'étendre  à  la  masse 
entière  du  corps. 

1154.  Je  représente,  jraur  abréger,  lc&  sohimrs  des  moments  des 
forces  motrices  dues  aux  puissances  extérieures,  par  fif,j  N^,,  A',„> 
ic'esi'à-dire,  que  je  J>ose  les  équations  hypothétiques, 

(■) \fm{z,X,-x,Z,)=N„ 

[/m(j;Z-z,r,)=.n,„ 

les  équations  (i  )  prendront  la  forme 

{fin{ic,q,dt—y,p,dt)=d?i,dt 
fm  {z,p,dt^.T,r,dî)  =  N„dt 
fm{y,r,dl~Z,q,dt)  =  ?i,„dt 

J'ai  donné,  art.  1 147,  équations  (5)  les  valeurs  des  vitesses  élémen- 
taires p,dt,  ^fdtfTfdtj  et  ces  valeurs  peuvent  être  substituées  dans  les 
équations  précédentes  ;  les  équations,  résultant  de  ces  sgbstitutions  , 
renferment  des  termes  de  la  forme  fmx,^,  S'*^Ji^  *  /"'^i^' 
fntx,yf,fmx,Zf,fmy,z^,  et  sont  susceptibles  de  simplifications 
considérables  par  des  choix  convenables  d'axes  coordonnés  ;  en  effet , 
si  on  prend,  pour  axes  des.-r,, ^,  et  i,,  les  axes  principaux  du  corps, 
qui  ont  leur  intersection  commune  au  point  fixe  de  rotation  ,  tous 
les  termes  de  ià  ioTmpfmx^Zj,fmx^s^,fm_y^z^t  disparaissent,  il  , 
ne  reste  que  les  termes  de  la£onïiç/mx*,/mjy^^^/mSj^,  et  on  a 
les  valeurs  suivantes. 
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(3). 


fm(z,p,dt—x,y,dl)=.\ 

'  \rpâlfm{z,* — as,*) 

dpfm{jr,'^-z,') 
'+qrdl/in(j;'—i,') 


Lei  aies 

dei  I,  ,  jr, 
Kt  f,t  îont 
det  axes 
princtpaux. 


Désignant  par  ji,  Bj  C,  respectivement,  tes  moments  d'inertie  du 
corps  par  rappott  aux  axes  des  Xny,,  s,,  on  a 

fm(x,'-j,')  =  B-À 

fm(^,'->,')=,C-B 

Os  valeur*  étant  substituées  dans  les  seconds  membre»  4e$  équa- 
lions  (3).,  et  ces  seconds  membres  étant,  après  les  substitutic^s,  mis 
à  U  place  dee  premiers  membres  des  équations  (a),  on  a  les  suivantes  j^ 


ih)i....^  \Bdtf^{J~C)rpdt=^N„dt 
\Adp-\-{C—B)tfrdt=^N„^t 
À«DS  lesquelles  /ri^fj  qdt,  et  rdt,  ont,  art.  i  i5i ,  les  valeurs 

f^^/srsin.tfsin.^^^t+cos.^*^^  ' 

fd/:=^sm.ûcos.^d^ — ùji.^d0 
^  rdl^d^r^CQB,âdyi^ 
itSS.  Les  moments  N,,  iV^yV-'V^,  des  forces  motrices  imprimées 
sont  pris  par  rapport  aux  axes  mobiles  des  &i,y,,  v,,  dont  les  posi- 
tions instantanées  sont  liées  à  celles  des  axes  fixes  ^■i%'x ^ y ,  eC  î,  au 
moyen  dés  angles  ^;  #  et  9\  ainsi  N,,  Pi,,  et  N,,,  «ont  fopctîons  de 
ces  angles.  Or  la  détermination  de  tous  les  pbénoménçi  du  mouvement 
se  réduit  à  la  connaissance  des  valeurs  que  ces  angles  -^^^sAÛ  prennea^ 
à  un  instapt  quelcoDQMej  et  09  peut,  des  six  équations  (5)  et  (6),  de 
l'article  précédent,  to\  déduire  trois ,  qu j  seront  di  (Térentielles  du  second 
ordre,  eolre  cès'm^mes  an^^lc^  el  le  temps  tj  ces  èquatipns  renfermant, 
d'ailleiirs,les  moinents  d'jnprije  A  j  fi  ^Ç  q^i  ^épepdent  de  la  ponsti- 
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tution  du  corps,  et  les  quantités  relatives  aux  puissances;  donc,  les  toi» 
des  actions  des  puissances  étant  données ,  on  pourra  déduire  ,  des 
équations  citées,  les  valeurs*  des  inconnues  ^,  ^  et  0,  et ,  récipro- 
({uement,  si  on  connaît,  a  priori,  la  loi  du  mouvement  effectif,  on 
eo  conclura  les  expressions  des  puissances  capables  de  produire  ce  mou- 
vement. 

Je  ne  parle,  ici,  de  l'élimination  des  quantités  p^  y,  r,  et  de  leurs  diffé- 
i-entielles,  dans  les  équations  (5)  de  l'article  précédent,  qu'afin  défaire 
concevoir  comment  la  solution  générale  du  problème  du  mouvement 
de  rotation  peut  être  ramenée  à  trois  équations  du  deuxième  ordre; 
mais  il  est  convenable  et  commode  de  conserver  les  six  équations  du 
premier  ordre,  et  on  va  voir  des  exemples  de  leur  emploi. 

Application  de  la  théorie  expoiée  duii  le  chapitre  précédent ,  au  cas  de  la 
pefanleur  terrestre. 

1 156.  Le  mobile  étant  supposé  un  corps  pesant ,  je  prends,  pour  axe 
des  ij  la  verticale  passant  par -le  point  fixe  de'rotation,  et  pétant  la 
force  accélératrice  constante  due  à  la  pesanteur  terrestre,  chaque  force 
motrice  gm  sera  parallèle  à  a  ^  et  fera ,  pair  conséquent ,  avec  les  coor- 
données ^,,J,,^,i  de  la  molécule  m,  les  mêmes  angles  que  fait  l'axe 
des  X  avec  ces  coordonnées;  on  aura,  ainsi,  les  valeurs  suivantes 
des  composantes  X^,  Y^,  Z^j.des  forces  accélératrices  respectivement 
parallèles  aux  a;^,j'^,  2^, 

(■)....X,=  f.,„;  r,=«if„;;  Z,=f>.,„. 
Soit  M  la  masse  entière  du  corps;  a„  b^,  c,,  les  coordonnées  de  son 
centre  de  gravité,  respectivement  parallèles  aux  axes  des  ^„j''jt  eta^, 
qui, sont,  comme  précédemment ,  les  axes  principaux  dont  l'intersection 
commune  est  au  point  fixe,  on  aura  .,       .      ■ 

Substituant  ces  valeurs  et  celles  de  X^^  F^,  Z^,  dans  les  équations  (r) 
de  l'art.  ii54,  on  les  change  en 

..(N,=/m(x^r,—y'Xj)-=gM(aXi^^^,''w) 
(3,)....  ■{  N„=/m(z,X~iD,Z,)='gM(c-^a\^^^à,y,„) 

et  les  équations  (5),  du  même  art,  ii54,  deviennent 
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<  CdrJ^{B—j4)piidt=gUdt. («,«■„,— 4, «,„) 
(4). . . .  i  Bd,+(jt~C)rpJl=gildt.  (<;,«„,-fl,7,„) 


„...(; 


Ëxsnien  particulier  ducs*  où  le  corps,  mu  en  Tcrtn  d'une  împHUioo  initiale, 
n'est ,  après  cette  impuliion  reçue,  soumii  à  aucune  force  extérieure.— tJaage 
des  propriétéi  de  l'axe  principal  et  du  plan  principal  des  momenta ,  pour 
■imptifier  l'analyse  du  mouTemettt  de  roution. 

1 157.  Les  seconds  membres  des  éqttations  (  4) ,  de  l'article  précédent , 
sont  nuls  dans  deux  cas,  savoir;  1°.  lorsque  le  corps  eât  supposé  sans 
pesanteur,  ou  qu'on  a  ^=0;  2*>.  Lorsque  le  point  fixe,  de. rotation, 
est  son  centre  de  gravité,  ce  qui  donne  a^^o,  i,=o,.c,=o;  ce 
deuxiiënie  cas  rentre  d'àilleuis  dans  le  précédent,  parce  que  la  résultante 
des  poids  de  toutes  les  molécules  du  corps  passant  par  le  centre  de 
gravité,  si  ce  centre  est  immobile,  le  corps  se  trouve  dans  le  même 
état  oïl  il  serait  s'il  n'était  pas  pesant.  On  a ,  dans  l'une  et  l'autre 
hypotlièse,  les  équations  duivantes  qui  sont  intégrables; 

Bdq  +  \a—  C)  rpdt=^o 
Adp  +  \c—B)  ifrdt=o 

multipliant  la  première  pât  tj  la  deuxième  par  f ,  la  troisième  par/», 
et  faisant  leur  somme,  il  vient 

Crdr-^Btjdq  -^  Apdp^O 
substituant  aux  facteurs  r^  ç  et  p  les  facteurs  Cr,  Éq  et  Ap  et  faisant 
encore  la  somme  des  équations  produits ,  on  a 

'  C^rdr-\-B*(ldtj^A*pdp=.o 
équations  qui  ont,  pour  intégrales 

,    ,  i  Cr--\-B9--\-Ap-^h>- 

h*  et  1<*  étant  deux  constantes  ai^bitraires  toujours  positives  ;  k 
est,  art.  ii5o,  la  valeur  du -moment  principal  rapporté  au  point  fixe 
de'rotàttdn. -'  ■■,■.■■.■      ■  y    \    u  \    ■      ■    '    •-     ■  • 

On  déduit  des  équations  (3  )'les  valeurs  de  p^  et  y^,  savoir; 
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I._  l,'  —  Bl,'-\-(B—C).Cr-' 
>'       .  A.(A-B)       ■       _       ^ 

*  B(B~A) 

Bubsiituant  les  valeurs  de  ^  et  ^  dans  la  première  des  équations  (i), 
et  prenant  la  valeur  de  dt,  on  a 

(AByCdr 
(4)....rf/- — !-J . 

[A*— BA>+(fl— C).C/->f  [^A»— A«+(C— -^Cr»f 
on  n'a  pas  encore  de  méthodes  pour  obtenir  l'intégrale  de  cette  équa- 
tion sous  forme  finie,  excepté  dans  le  cas  particulier  où  deux  des  trois 
quantités  y/^  B^^C,  seraient  égales  entre  elles,. et  dans  celui  oîi  les 
constantes  arbitraires  auraient  entre  elle^  les  relations  A*  =:w^ A*  ou 
li^^Bh^.  Mais  on  peut,  dans  tous  les  cas,  calculer  la  valeur  de  t^  par 
la  méthode  des  quadratures,  lorsque  celle  de  r  est  donnée,  et  récipro- 
quement ;  et  comme  p  €t  (j  sont  exprimés  en  r,  par  les  équations  (a), 
on  a  les  moyens  de  connaître  les  valeurs  de  p,  q  et  />  correspondaiïte» 
à  une  valeur  quelconque  de /. 

1 1 58.  Nous  allons,  maintenant,  déduire  des  équations  (  f  )  >  de  l'article 
précédent ,  d'autres  intégrales  qui  conduiront  à  des  résultats  remar- 
quables. 

Je  multiplie  les  i",  3«,  3*,  de  ces  équations  (i),  par  IfS  facteurs 
respectifs  y,,  lS,f  et  a,  et  j'ai,  pour  la  somme  de?  équations  produits, 

(.)••,.,■  \M«,d,\(py,-ra,)^dt\B\=a 

or  on  tire,  des  équations  (4),  (5)  et  (6),  dç  l'art,  ilâft, 

{dy,=={aL,q  —  ^,p)dt  1 

■dg,^iy,p^a,r')dt 
da,,=^{tfjr — y^if)  dt 
l'aleursqui,  substituées  dans  (i),  dppneot 

^,d(^y,r.).4B-d{i!^)  +.A_,d{.a,p)^o      ,  -  . 
en  prenant,  successivement,  pour  facteurs  des  équations  (i)  de  'l'&rttch 
précédent  Yf,,  ff„i  a„,  irt  }'„,,  S^,,  a.^„  et  combinant  Les  sotomes  des 
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équations  prodiuts  avec  des  équations  tirées  de  (4),  (5)  et  (6), 
-art.  tiSâj  on  obtiendrait  deux  auttes  équations  diirérentielles  abso- 
lument semblables  k  la  précédente,  aux  accents  prt-s  de  a,  iT  et  y,  en- 
sorte  qu'on  aura  ultérieurement ,  les  trois  suivantes, 

Cd{y„r)-\-Bd  {S„^)-\-Ad.(,a„p)  =  o 

Cd(y„,r)+Bd  {S,„q)^Ad  {<i,„p)  =  o 

lesquelles  ont,  pour  intégrales 


{Cy,r-\-BS,qAr  Aa,p  =  l,   \l,,l„,l,„, 
Cy^r-^BS^^q  +  Ati,,p=^l„   l le<  conitastM 


(ont 
arbi- 


I  iSç.  Si  OD  furme  les  quarrés  de  ces  trois  intégrales,  on  aura,  toutes 
réductions  faites,  et  en  ayant  égard  aux  équations  de  l'art.  iiSç,  qui 
font  disparaître  les  a,  Set  y, 

(  I  ) C»/«  +  ^'9*  +  A»/f'  =  //  +'l„*  +  /„/ 

on  retrouvera^  ainsi,  la  seconde  des  intégrales  (2),  de  l'art.  iiSy,  et 
on  aura  Téquatlon  de  coadilion 

<a)....,..i,-+y +  /,„.=*. 

ainsi  les  trois  intégrales  (4)  de  l'article  précédent,  ne  représentent  que 
deux  équations  distinctes;  je  vais,  avant  de  procéder  à  la  recherche  de 
la  troisième ,  tirer  quelques  conséquences  de  ces  intégrales  (4),  qui 
seront  fort  utiles  pour  simplifier  J'analyse. 

1160.  En  comparant  avec  les  équations  (4),  art.  ii58,  et  (i), 
art.  iiSp,  les  formules  (4)de  l'art.  ii5o,  qui  sontlesvaleurs  des  cosinus 
des  angles  formés  par  l'axe  du  «oment  pr'uicipal  af^rtenant  au  point 
fixe  de  rotation,  et  par  les  axes  des  x j^ ,  Sj  on  voit  que  les  numé- 
rateurs de  ces  expressions  sont  les  premiers  membres  des  équations 
(4),  article  ii58,  et  que  le  carré  du  dénominateur  commun  est  le 
premier  membre  deréquation(i),art.  1 159;  on  a  donc,  en  substituant 
^  '/*+'y/  +  ^///'  s^  valeur  A*, 


Co>ïnua  de  l'angle  Fornié  par  l'axe  du 
inomentpriiicipal,qui  se  rapporte  au  point 
iixe  de  rotation,  et  par  l'axe  des 
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Les  valeurs  de  ces  cosinus  se  composant  de  quantités  constantes  >  la 
.  position  de  l'axe  du  moraeot  principal  est,  par  conséquent,  invariable, 

dans  l'espace,  puisque  les  expressions ^  , ^  '  ~ i^'*  déter- 

ininent  par  rapport  aux  axes  fixes  àes  x ,y ,  zj  quant  à  sa  position, 
instantanée,  par  rapport  aux  axes  mobiles  des  Xi^y,!  S//  elle  sera 
donnée  par  les  formules  (3)  de  l'art.  ii5o,les  quantités  p ,  ^  ^t  r 
étant  censées  connues,  à  un  instant  quelconque,  par  les  équations  (s) 
et  (4)  de  l'art,  iiây. 

Voilà,  doqc,  une  propriété,  très -importante,  liée  à  la  théorie  gé- 
nérale que  j'ai  exposée 'depuis  l'art.  157  jusqu'à  l'art.  199,  et  appar- 
tenant au  mouvement  de  rotation  ,  autour  d'un  point  fixe,  d'un  corps 
solide,  qui  a  ce  mouvement  en  vertu  d'une  impulsion  primitive,  et, 
^uî ,  après  cette  impulsion  donnée ,  n'est  sollicité  par  aucune  force  exté- 
rieure; il  existe  un  axe,  passant  par  le  point  fixe,  qui  est  l'axe  principal 
des  moments,  et,  par  conséquent,  un  plan,  perpendiculaire  à  cet  axe, 
et  passant  par  le  mérne  point  fixe ,  désigné  par  le  nom  de  plan  prin* 
eipal  des  moments,  dont  les  positions  sont  invariables,  pendant  toute 
la  durée  du  mouvement,  et  peuvent  se  déterminer,  à  chaque  instant, 
par  rapport  aux  plans  mobiles  qui  renferment  les  axes  principaux  du 
corps. 

La  propriété  dont  je  viens  de  parler  est  intimement  liée  k  la  théorie 
des  aires,  et  les  propositions  démontrées,  depuis  l'art.  £00  jusqu'à l'ar-t 
ticle  214,  établissent  et  expliquent  complètement  cette  liaison. 

1161.  Le  premier  parti  à  tirer  de  l'invariabilité  de  position  du  plan 

principal  des  moments  est  d'en  faire  un  des  plans  coordonnés  fixes; 

soit  ce  plan  celui  des  xyj  l'axe  principal  des  moments  qui  deviendra, 

alors,  l'axe  des  £,  faisant,  avec  les  axes  des  x^,^^  et  s,  des  angles 

dont  les   cosinus  respectifs  sont ,  article  i  lâo ,  ................. 

j4p           Bg            Cr  ,  .         ,  _ 

i -r—t -f-t 7— 1  et  ces  mêmes  cotmus  etant^  art.  1109, 

représenté»  par  a^„,  S,„,  y„,^  on  a 
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sia.û  COS.  A  = 
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ou^  en  lubithùant  à  aj,,^  $„„  y,„  leui»  wletws  tirées deïiéqualions.(») 

(1«  l'art/  ii5i.i>  ■■;    ..■,■■-■-■' j:  .  ;  ■    .-•-■■  1    -■   .  ,  ''«i,'  i.i'.  '.  -i 

A^  '.  -■■  c  '•  ;;■■  '1  ■:'■-•  ii-U 

■~Â77,:.    ,   ■.■■:,:.-   ,>   1.   ■:    .:...■. 

';,■■■     -cy  '  ■'  '   ■■■■ 

—^■'^'^■"T'^ '■;■;.*■.,;'■ -.:■''  ." 

t-quations  qui  serviront  i  iiéterminer^lcs  9Pgle?  p  et  B  en  Fonction  du 
temps.  ^  ■ ,  . 

Éliminons  rf^ entre  les  deux  premières  équations  (6)  de  l'art.  ii54, 
nous  aurons,  aprts  avoir  murtiçlié.l'éijLuatioiiÇoaiej  par  sijn,  <?..,. 

8'io,      '  ,   ■?in)*^^.^=TS>O'^Wn-<f/?<^^'*-.s"l.^0O5.^rfA      .     ■-    .,, 
d'oii  on  tirerai «ubstitasait  les  valeurs  <fe'^in.--^da.[^  et  sin.^t:ôs<^V 


et  celle  de  sin.»  0  ^  i  —  cos."  0  =^  i  ' 


,.(3). 


kdt: 


ajoutant,  au'^uméMtprir,C/f; — Cr*,  et  faisant  atteptioti  qu'qn  a,  ar- 
ticle 1 157,  équation  (a),  ^/^^ +5^*  +  C/«=A" ,  l'équation  précé- 
dente devient  ,  ,  i.     ' 


:*/// 


substituant,,  fJoMr.t^/i^-sa-  raleur-;  art.  1167V  équation' (4), 'là  vatetlr  . 
dei^i/'ne  coitfiendrD  plus,  que  r^^r  et  des  quantités  ci^nstantes  ;  ainsi , 
en  procédant^  par  la  m/éthode.des  quadratures^  on  pourra  ^voir  ^  ert 
fonction  de  r^.eb  comme  reit  oemée  DOnntJ«  en  fonctiebdU'terAps,  Ift 
troi8ifcmeanglei^9etroiivera.dttermi(!é.  Ce(te!vai«uf  dé  'JtenV  l'énfeit 
mevà.UDe 'constaotetarbitraire  etsera  Ib  troisième  înti^rahe  d^équà- 
lions  (6), lart.  1164.  '  ■  ■      •    '       ■ 

,ii6a.  Toute  l'analyse  précédente ,  depuis  l'art.  ir57,a  pour  objet 
riptt-gration.de  éqpat-icHïsX.^)  et  (6)  de  l'art.  1154,  appliquas  au"  cït» 
•oijïl«nif>biJei)ese'meàitqu'envertud'uneinipulEi6hitiitûl6irlot]s<âvibn$, 
:p(Mc  arriver à'Ce  but^kciléduire')  dn'fbnctiqndu.iempt,  lei  yal^irs  drà 
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six  variables. /*.>  tjt.rf  li^.&p-^f  de  six  épations  différnitieHn  du 
premier  ordre,  ou,  seulement,  les  valeurs  de  i^,  ^,  ^,  dâ  trois  'équa- 
tions difTérentielles  du  second  ordre;.nou3  jurions  dû,  par  conséquent, 
dans  TuQ  et  l'autre  cas,  avbfr  six  constantes  arbitraires,  et  nous  n'en 
avons  que  quatre,  savoir  jA^/i  et  les  deux  constantes  qui  proviendraient 
de  l'iniëgration  de  l'équation  (4)  art.  1 167  et  de  celle  de  l'équation  (4) 
de  l'article  précédent  \  cette  simplification  est  du4  au  choix  que  nous 
avons  fait  du  plan  principal  des  moments  pour  plan  xys  en  effet  l'axe 
des  t  étant ,  dans  cette  hypothèse,  l'axe  principal  des  moments,  les 
angle*  formés  par  tet  axe  principal  et'  par  les  axes  des  x  et  àesj  sont 
devenus  des  angles  droits,  ayant  leurs  cosinus,  exprimés  par  les  deux 
premières  formules  (4)  de  l'art.  ii5o,  égaux  à  zéro;  de  là  l'égalité  à 
zéro  des  premiers 'membres  des  deux  premières' équations  (4}  art.  ii5i3, 
et,  par  suite,  /^=a=o,  /;,=o,  //„*="^";  ilnè  reste,  detoutes  les  cons- 
tantes  introduites  par  les.  intégrations,  que  Lesqualre  suBj-énoocées,  et 
il  s'agit  de  les  déterminer  d'après  les  circonstances  initiales  du  mou- 
vement. 

Concevons  que  le  mouvement  du  corps,  dont  la  masse  est  représenté* 
par  M  f  soit  reiTet  d'une  impuls^n  initiale,  qui  lui  ^est  donnée  à  un 
de  ses  points,  et  qui,  si  elle  était  dirigée  par  son  centre  de  gravité,  dans 
l'hypothèse  où  ce' corps  serait  libit,  lui  imprimerait  une'  vSt'efte  yj  le 
produit  3f fusera,  art.  76»  et  iiiS,  la  mesure  de  la  cause  motrice. 
Abaissons,  du  point  fixe  de  rotation,  sur  la  ligne  de  direction  de  l'im- 
pulsion MVj  une  perpendicXilaire  dont  la  longueur  ^era  représentée 
par  f>,  et  faisons  une  section  du  corps  par  le  plan  qui  renferme  ce  point 
^xe,  cette  ligïie  de  -direction  et  jcette  perpendiculairei  le  moment  de 
l'impulsion  MF,  par  rapport  à  la  droite  perpendiculaire  &  la  section 
qui  passe,  parle  point  fixe,  sera  =  Jtf/Tp^-  or,  d'après  le  principe  gé- 
néral 4u  iTiDuvemeDt,. cette  impulsion  MV  et  les  quantités  de  mou- 
vement qu'elle  .coirimunique' aux  points  matériels  fli: du  corps, celles-ci 
étant,,  prises  avec  des. sens  d'action  directement  opposés  à  ceux  suivant 
lesquels  elles  ont  réellement  lieu,  doivent  satisfaire  aux  conditions  de 
l'équilibre  ,  exprimées  ,  dans  le  cas  dont  il  s'agit  ici,  par  l'égalité 
ii  zéro  de  la  somme,  des  moments  rapportés  à  un  vut  quirlcptique 
passant  par  le  point  fixe;  il  suit:^  de  là,  V*i  qpe  les  quantités  de  mou- 
veme,iit,,  qui  ont.  lieu, .ne  peuvent  fournir âiKuo  moment. par  rapport 
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kvto  ligne  contenue'  dans  le  plan  qui  renferme  la  direction  de  l'im- 
pulsion et  le  point  fixe,  car  l'impulsion  elle-mèmè,  ne  fournissant  aucun 
moment  pareil ,  celui  qu'on  supposerait  dâ  aux  quantités  de  mouvement 
qui  ont'Iieu y  serait  incompatible  avec  les  conditions  de  Téquilibre,  nese 
trouvant Hnnullé'par  aucun  moment  égal  et  désigne  contraire  j^**.  que  là. 
sommejde  leurs  moments  par  rapport  à  la  perpendiculaire,  au 'plan  dbnton 
vient  de  parler ,  passant  par  le  point  fixe  est  égale  à  MP^p.  Or,  si  ces  deux  ' 
conditions  ont  lieu,  au  moment  où  l'impulsion  est  donnée,  elles  con- 
tinuent d'avoir  lieu^  pendant  toute  la  durée  du  mouveipent,.en  vertu 
du  principe  de  la  conservation  des  moments  (art.  1 117)  le  plan  passant 
par  le  point  fixe  de  rotation  et  pai'.ia  direction  :dë  t'ijnpulsion  initiale 
est  donc,  art.  176,  le  plan  principal  des  moments,  leur  axe  principal 
étant  la  perpendiculaire  à  ce  plan  menée  par  le  point  fixe. 

Nous  avons  trouvé ,  article  i  i5o ,  le  moment  principal , 

=  1^  A'p*-i-B'^*  +  C*r*  et' par  la  deuxième  équation  intégrale  (2), 
del'art.  iiâ7,ce  moqieataété  trouvé  éea'l  à  une  constante  Jt^  laquelle 
se' trouve 'déterminée  parce  qui  précède,  et  a  pour  yi\e}Xt,k=sMP^f, 
Ici  quantités  Mj  F  et  f  étant  des  données'  du  problême.'  '        '       ' 

'  Je  passe  k  la  constante  h  de  la  première  équation  intégrale  (s.)  de 
IVti  1167;  l'axe  principal  dpç  monients  étant  pris  pour  axe  desf  et  les 
axes  principaux,  qui  pe  croisent  au  point  fixe  de  rotation,  étant  les  axes 
des  TfjjTf  et  z,  le  fout,  conformément  à  ce  qui  a  été  dit,  art.  1161  et 

ii5o,  on  dj  ^Tt.  1161  ,  )es  équations  applicables  k  un  'instant  quel- 
conque du  mouvement, 

4$.,  B  ^et  C  sont  des  moments  |d'in?i^ie  ,dqnnés  par  la  constitution  du 
corps;  on  a  h^^MFp,  et  les  angles  qui  ont,  pour  c.ic»inus,  a,,,,  S„,^ 
tut  ^t  ))Mi  8ont,fprm«8  p^r  l'iaxe  principal  (If^  moments  ,et  par  les  axes 
principaux  du  corps,  ont  de^  valeurs  initiale^  données, puisqu'on connaft 
la  position  des  axes  principaux  par  rapport  &  1^  direction  de  l'impulsion 
initiale,  ou  par  rapport  it  t'axe  principal  des  moments.  Les  valeurs 
initiales  de ^ .,  q  ttr%^  trouvent  donc,  dans  les  équations  pi:^cédentes, 
entièrement  déterminées  j  et  ces  valeurs  initiales ,  étant  substituées 
dans  la  première  équation  intégrale  (2)  de  l'art.  1167,  on  aura  la 
constante  h. 

fi63.  Il  reste  à  parler  de  la  déteriiiifiation .  dés  constantes,  qui 
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complt'terorit  lès  intégrales  de. l'équation  (4),  art.  iiiS7,-et  de  l'é(}iia< 
tion  (4),  art.  iiôi.  La  première  équation  doit  donnera  eh  fonction 
de  r,  et  la  variable  r  a  des  Vateura  déterminées,  correspondanCee  à 
certaines  époques  du  tnouvemeot;  supposons,  par 'ejcemple,  qu'à  une 
de  ces  époques  les  plans' a?> y,  et  .Tjïfj  aient  formé  entre  eux,  un  angle 
donné  â'  ,\a  trorâième  équation  (1)  de. l'art.  1 161  v  donnei-a  pour  la 

k 

valeur  de  r^  correspondante  à  ta  même  époque,  —  -jj-co».  ^;  or  l'ins- 
tant auquel  oti  compte  zéro  temps j  étant  abisolument  arbitraire,  on 

Je  ■ 

pourra  faire  coïncider  avec  la  valeur  r=î -^cos.  tf',  telle  valeur 

qu'on  voudra  de  tj  et  ces  deux  valeurs  étant  substituée^,  dans  l'inté- 
grale de  l'équation  (4),  art.  iiSy,  la  constante  arbitraire,  qui  entre 
dans  cette  intégrale,  se.  trouvera  déterminée. 

Quant  i(  la  constante  de  l'intégrale  de  l'équation  .{4),  art.  n6i ,  qui 
(}onne  ^  en  fonction  de  r,  elle  dépend  de  ia  position  de  la  .ligne  .sur 
laquelle  se  trouve  l'origine  de  l'angle  ■ip,  qui,  art.  1140,  se  mesurç 
sur  le  plan  des  xj.  Cette  position  donne  la  valeur  de  ^  correspondante 

h 
à  0=0,  ou  à  r= TT-(3*  équation  (a)  de  l'art.  n6i).  ÏI«uflît,  eu 

général,  8i,;on  emploiç... l'équation  r=:- — ^cos.  ^,  de  savoir  quelle 

est  la  valeur  de  1^  correspondante  't  une  valeur  quelconque  donnée 
de  û-,  on  en  conclut  une  valeur  connue  de  r,  et  ces  valeurs  de  if'  et  r, 
étaht  substituées  dans  l'équation' îiVtégraile  dont  ^1- s'agit,  la- donstaiile 
se  thouve  déterminée.  ',      '  ,:'     '  ■      :     ' 

On  peut  arriver  à  la'  connaissaiitie.  de  'ces  deux  ^lemîtreS  <;onstaDtes 
par  diverses  Considérations 'différant ,  plus  ou  moins,  de  celle»  qui 
viennent  d'être  données  simplement  comme  exemples. 

Prcttiier  e'^f  iWp1«  de  l'appui catien  de>  formulet  du  mouvement' de  relation. 

ii^4...Soît,  pour  premier  exemple, de  l'application  de  la  théorie 
précédente,  un  solide  de  révolution  non  pesant  et  homogène,  assujetti  à 
tourner  autour  d'un  point  fue  utué  sur  son  axe  de  /igurç ,  l'un  de  sei 
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axes  principaux,  qoe  npus  prendrons  pourfxe  âçst,  ;spti  ihqmeot  â'inertie 
a  été  désigné  par  C  et  od  a,  d'ailleurs,  par  la  propriété  des  solides  de 
révolution,  A:=iB  et  la  4"  équation  de  l'art.  ii57,  prend  la  forme» 

il  faut,  jiour  que  -^ne.soit  pas- imagîhaire,  qu'ion tit 

mais  cette  cop^itioa mettes T^Ieorsde ^ elf^j^équatjons (3)  de l'articlecité^ 

sous  la  forme  —  ;  et  cette  première  marche  d'analyse  ne  conduit  & 

aucun  résultat. 

iié5.  Il  faut  donc  remonter  aux  équations  différentielles  (i)  du 
même  article ,  lesquelles,  dans  l'hypothèse  de  jd=^.Bf  prennent  la  forme, 

{Cdr=o 
.Adq-hiA^C)rpdi=Q 
Adp  ■k-\c~'A)rqdi^<i 
on  tire,  de  la  première,  r^n^  «étant  une  constante  arbitraire,  et  ecltc 
valeur  substituée  dans  les  deux  autres  les  change  en 

■  '    faV  i   Adtf  +  (A  —  C)npdi=o  :  , 

.-    .^    ■' *  \   Adp  +  ÇC~À)n^dl=o- 

■_  On  satisfait,  à  ces  équations,  en. faisant 
f3)  I  ;'  =  asin.(n'/  +  c) 

a,  b  j  c f  n'  étant  des  constantes  indéterminées,  car,  en  y  substituant 

ces  valeurs ,  on  a  ' 

[ — Abn'  +  {^A — C)  flrtjsin.  (n'  t-^- c)di=o 

[•\-  Aan'  +  (C—J)in]cos.{n't-i-c)di=^o 

équations  que  Ton  rend  identiques  en  supposant  ' 

—Abn'  +  {A—C)0/i  =  o\  ., 

A  an'  +  (C-  -  ■^l^jïrsr-p 
ce  qui  donne 

(4) »'^i^:^;.=. 
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et  \ei  éq^uatiohs  (3),  'eh  y  substituant  ces  valeurs  de  rf'ttB'j  'devien- 
dront les  intégrales  des:  équations  {2)  dii  premWr  ordre',  à  et  c  'étant 
les  constantes  arbitraires. 

1 166.  On  a„ainsi„poil,r  déterniin^r  pj  q  et  r  leséquations 

f7-=:n  j    Faîtei,  dans  le*  équations  ci-i  coté, 

(0 ?/>^asin.fa^.f4-c)[.^^_  ~4-~'C  ^ 

^^=3!acos.  {n'/+c)  J  -4 

Les  équations  (s),  de  l'art.  1161  deviennent,  en  y  substituant  ces 
valeurs  de/»>  q  et  -r  et  la  valeur  JfF'^'du  moment  principal  h  {^vt- 
ticle  ii57,  équatipns  (2)), 


W' 


.      -  ,      .  Aa%\a.{n'  t-^c\ 

mVç 

a  Gn 

CO8.  ff3='—    - 


On  voit ,  par  la  troisième  ^nation,  qu'on  a  un  angle  constant,  savoir 
l'angle  6,  formé  p^r  les  plans  x^,  et  xy,  c'est-à-dire,  par  la  section 
du  corps  perpendiculaire  à  l'axe  de  figure  du  solide,  sur  lequel  se 
trouve  le  point  fixe,  et  par  le  plan  principal  des  moments,  celui  qui 
renferme  le  point  fixe  et  la  ligne  de  direction  de  l'impulsion.  Or,  la 
valeur  initiale  de  cet  angle  étant  une  des  données  du  problème,  la 
constante  arbitraire  n  se  tropve  déterminée,  e(  on  a 

(3) n: 2^ç^.e 

La  première  équation    (a),  divisée  par  la  seconde,  donne  :tang.  ^ 
=  tang.  («'/  +  c),  ou 

(4)  TV #=!«'/  -l-c 

L'angle  ^  est  l'angle  formé  par  l'axe  principal  des  x,  et  par  l'inter- 
section des  plans  x,y,  et  xj',  c'est-à-dire,  ijar  l'intersection  du  plan 
perpendiculaire  à  l'axe  de  figure  du  corps,  passant  par  le  point  fixe, 
et  du  plan  principal  des  moments,  celui  qui  renferme  le  point  fixe  et 
la  direction  de  l'impulsion  initiale.  La  position  qu'avait  cette  ligne  d'in- 
tersection, au  moment  oii  l'impulsion  a  été  donnée,  est  connue,  et  comme 
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la  position  de-  l'axé  an  x^ ,  dans  le  plaa  3e,y,  est  absolument  arbitraire , 
la.valeur.de,^,  correspondante  au  premier^monientest  donnée  ;  suppor- 
sob8'-<)ue..ce  soit  \é  moment'  oïi  Ton  a  coopté  %Éro  temps  j.  la  cona  - 
tante  nesetà  autre  cboac  que \a. valeur  initiale  de  ^        :  .1     , 

Ajoutons  maintenant  les  quarréa  des  deux  premières  équations  (2), 

nous  aurons  sin.*  ^=  -■    r,, .  d'où 

■  '         m^V^ç*'        ''  ••       .■...!.■ 

(5) a=.Mp.,in.ff        ■■■■- 

1167.  n  reste  à  connaître  l'angle  ^;  faisons,  dans  l'équation  (3)  de 
Tarticle  ii6i;  r==n,  >rf=aflet  Ic^MV^f  nousau'rons  ' 

■      (■)-■•..  ^v»,-^i^t§;^-M*^P^'    -. 

Substituant,  dons  celte  équation,  les  valeurs  de^^  ^j  n  et  ensuite 
celle  de  a,  données  par  les.  équations  (i),  (3)  et  (&)  de  l'article 
précédent}  on  a 

,  ,\^.. :.i. d4,=-^£..d, 

équation  qui  a,  pour  intégrale, 

^ MIL., 

e  étant  la  constante  arbitraire. 

L'angle  ^  est  celui  que  forme  la  ligne  d'intersectio»  des  plans  s;^y/, 
et  œjTf  avec  l'axe  des  x  ^  ligne  dont  la  position  initiale  est  donnée  ;  si , 
comme  on  en  est  le  maitre>  on  prend  cette  position  initiale  pour  celle 
de  l'axe  des  Xj  on  aura,  au  premier  instant  du  mouyemept,  /=s)o« 
i^=?:;.o  et  par  conséquent  :as=o, d'où 

.         (3). .....^^=-^..  ' 

Les  angles  ^^  ^  et  1^  se  trouvent  complètement  déterminés. 

1168.  La  valeur  de  ^  nous  apprend  que  la  ligne  suivapt  laquelle  le 
plan  x,jt^  (le  plan  perpendiculaire  à' l^xe  de  figore  et' passant  parlé 
point  fute)  coupe  le  plan  xjr^  (le  plan  principal  des  moments)  a  une 
vitesse  angulaire  constante  autour  de  l'axe  des  «  (l'axe  principal  de» 
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moments);  nous  voyons >fl'ui\e  autre  parcparlatroUlème  jqaati(Mi(a') 
de  l'article  ii66,<cfie  l'angte  û,  formé'  par  les  pians  !X,iy,\!tX  scj 
est  constaqt;vdonc  l'angle  formé  par  Taie^des  s,'(l'axe  de  6gure-dii. 
corp)  et  par  le  plan  xy  est  aussi  codGtant,  donc  cet  axe  dcs^^'^  décric 
la  surface  d-'up  cône  droit  qui  a ,  pour  axe ,  l'axe  des  zj  et  pendant  que 
cet  axe  des  z,  engendre  une  pareille  surface,  tous  les  points  du  plan  x^^ 
tournent  autour  de  lui  (équation  [(4). de  l'àitlcle  1 166  )  aveb  une 

vitesse  angulaire  n'  =«  1  ~^i  ■  n.  .  . 
'  '  -^  \. 
1169.  La.  position  de  l'ax^e*  instantané  de  rotation  a  été  dotmée,  gé- 
néralement, art..  1144,  éqfiations  (5). et  (6),  et  on  a  vu,  art.  1/45^  que 
la  valeur  de  la  vitesse  angulaire .  du  corps ,  autour  de  cet  axe ,  était 
1/^4!^»  4.r>>valèùi  qui,  d'aprè»  les.équetioiis  (  i)  de  l'art.  1166,  de- 
vient V a*-\-n'  ,  ou,  article  cité,  équations  (3)  et  (5) 

"■■■"z^^L^  ,,... ■  et  qui  ,  substituée  ainsi  que  les  valeurs  de 

«  KC»sm.»^+  ^*cos.a^       ^     *  ^ 

Pr  ff  'i  équations  (i)  de  l'article  cité,  dans  les  équations  (6)  de 
l'art.  1144,  donne  Ifsvaleurs  suivantes  dé»  cosinus  des  angles  fespectifi, 
formés  par  l'axe  instantané  de  rotation  et  par  les  axes  des  od,}^,  et  i,i 
Csin.(5'.sin.  («V+c) 


Cotioiit  de>  anglei  foi^ 
me»  par  l'axe  îiiftaotané 
de  relation  et  par  le>  axet 

de*  ■■ 


J/C»  sin.=  Û  +  A^  COS.»  Û 
Csin.^cos.(nV+c), 

I     — y4co&.ff     , 


■  Les  deux  premit^tes'  expressions  indiqueht  des  changements  succeteîfs 
de  lîosition,  de  l'axe  instantané  dé  rotation',  dans  Vs  Corps;  mai^;  d*àprès 
la  troisième  expression^  Â-s  changements  doivent  être  tels  que  l'angle, 
formé  par  cet  axe  et  par  l'axe  des  z,  (l'axe  de  figure  du  corps)  ,  soit  un 
angle  constant  ;lepremieraie  décrit  donc  dans  le  corps  la  surfaced'un  cCne 
droit  qui  a,  pour  axe,  l'axe  de,  ligure  du  corps,  et,  dont  l'intersection, 
fivec  la  surface  de.  ce  corps,  est^  d'après  Ja  génération  das  .solides  df 
révolution,  uni  cercle  qui  serait  donné  par  une'des  sectiops  de  cette 
eurfaco  pérpeiKliculaire  à  son.axe  de  figure.  -         '  '/ 
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Ï170.  Si  l'impulsion  initiale  avait  une  direction  tdlc  que  ie  plan 
principal  des  moments  (le  plan  <cy)  coïncidât  avec  le  plan  perpendi- 
culaire à  l'axe  de  figure  qui  passe  par  le  point  fixe  (le  plan  !E,j,')t 
l'angle  0  deviendrait  nul ,  les  deux  premiers  cosinus  xles  expression»  de" 
l'article  précédent  seraient  égaux ,  à  zéro ,  et  le  troisième  cosïnuâ  %.  —  tt 
Ainsi  l'axe  ibstantaoé  de  rotation,  dont  la  position  serait  invariable,  s^ 
confondrait  avec  l'axe  de  figure  du  corps,  pendant  toute  la  durée  du 
mouvement.  Ce  cas,  qui  a  toujours  lieu  pour  une  sphère,  a,  parti- 
culièrement lieu,  pour  un  solide  quelconque  de  révolution,  lorsque  la 
direction  de  l'impulsion  se  trouve  dans  le  plan  perpendiculaire  à  l'axe 
de  figure  qui  passe  par  le  point  flxe. 

1 171.  On  pourrait  supposer  que  l'impulsion  initiale  est  dirigée  dans 
un  des  plans  qui  renferment  l'axe  de  Ogure  du  solide;  daiis  ce  cas  l'angle 
constant  <^  est  un  angle  droit, 

^  .    ^  MVo  _  ,      A—C 

cos.*'=Oï  sm.ff^i,  n= — rr-S-  cos.e'^o;  n=i_ 3 —  n=o; 

Ç  Â 

les  valeurs,  respectives,  des  trois  cosinus  de  l'article  1 169 ,  sont  sin.  c, 
COS.  ç  et  oj  l'axe.dessy  ou  l'axe  de  figure  du  corps  est,  pendant  toute  U 
dur^-e  du  mouvement,  placé  sur  le  plan  fixe  des  xy  (le  pl^n  principal 
des  moments)  l'axe  instantané  de  rotatjop  a  une  position  invariable', 
se  confond  avec  l'^e  des  z,  pt  forme,  dans  le  plan  x^y,,  sur  lequel  il 
est  constamment  placé ,  un  angle  c  avec  l'aje  des^,. 

(172.  Le  cas,  traité  ^  l'aft.  1170,  donpe  ff^o ,  d'oii,  art,  m$6, 

n^= —    1.1    r   co8.tf=t 77^  et  a^  — r^-sin.  ^=  o.  Le  cas  de 

0  C  A 

rarticle  précédent  donne  &=angle  droit,  d'oiï  'n=-p,  «  =  — 7^» 

ainsi  la  vitesse  angulaire  l^^'+n» ,  art.  i  i^g,  devîmt,  dans  le  premier 

cas,-— — — £,latTi(mequi  aurait  lieu,  art.  io$9,autour  del'axedex'j 

ou  de  l'axe  de  figure  du  corps,  si  cet  axe  était  fixé;  on  se  rappellera  que 
C  est  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  cet  axe,  qui,  dans  le  cas  dont 
il  s'agit,  est  constamment  en  coïncidence  avec  l'axe  fixe  des  z.  Dans  le 

second  cas ,  la  vitesse  ^ngulîiîre  =  —j^  j  et  en  faisant  attention  que  A 
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eel  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  uo  aie  quelconque,  mené  par  le 
point  fixe,  dans  le  plan  <c,yi  qui  renferme  l'axe  fixe  des  a  deVeou  axe 
de  rotation,  on  voit  que  cette  valeur  est  la  même  qu'on  aurait  obtenue 
en  cherchant  immédiatement,  la  vitesse  angulaire  par  rapport  à  l'axe 
des  i  perpendiculaire  au  plan  qui  renferme  t'axe  de  figure  du  corps  et 
la  direction  de  l'impulsion,  dans  le  cas  de  l'immobilité  de  cet  axe  des  i. 

Second  exemple  de  l'applicatioa  det  formulca  du  mouremeot  de  rotuion. 

1173»  Le  mobile  ayant  upe  forme  quelconque,  nous  citons  supposa*, 
dans  ce  second  exemple,  que  l'axe  instantané  de  rotation  a  une  direction 
très-voisine  de  celle  d'un  de  ses  axes  principaux,  passant  par  le  point 
r>xe..  Prenons,  pour  cet  axe  principal^  l'axe  des  i,t  le  sinus  de  l'angle 
qu'il  forme  avec  l'axe  instantané  de  rotation,  est,  art.  1145, 

(  I  ) sm.  y  ^  — ^-i — 


yp^+q*  +  r* 

et  d'après  l'hypothèse  de  la  petitesse  de  y,  les  quantités  p  et  q  doivent, 
elles-mêmes,  être  très -petiles,  et  leur  produit  peut  être  négligé  dans  Ir» 
équations  {  1  )  de  l'art.  1157.  On  a,  ainsi,  par  la  première  de  ces  équa- 
tions, r:^n,  en  désignant-,  par  n^  une  constante  arbitraire  qui  est,  à 
très-peu  près  égalé  à  ^p*  +^»_j->-' ,  ou ,  art.  1 146,  équation  (ro) ,  à  la 
vîtesse  angulaire  ^  du  mobile. 

Cette  valeur /■==«_,  étant  substituée  dans  lès  deux  autres  équations  (  1  ) 
de  l'art.  11 57,  on  a  les  équations  différentielles. 


dont  les  intégrales,  obtenues  par  le  procédé  de  l'art,  1 165,  et  réunies  à 
l'intégrale  ra=«,  fournissent  les  valeurs 


.V  i   Bdq  +  {A-~C)  npdt==i. 

'  \.j4dp-^\C~B)nqdt=C 

.,  obtenues  par  le  procédé 
fournissent  les  valeurs 

(  '=". 

(3) l   /»  =  flsin.  («'/  +  c) 

\   q s=l>  COS.  (n't  +  c) 
pour  lesquelles  on  a,  comme  à  l'article  cité,  les  relations  suivantes  entre 
les  constantes  a^  6^  n,  n' ^ 

—Bbnf +  {A'~C)an=^o 
jian!  ■^{C~B)bn^Q 
qui  dtmnent  les  valeurs 
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(4). 


'  {C-J){C-bT 


'V^y^ 


C) 


0  et  c  sont  les  constantes  arbitraires;  et  on  déduit,  des  équatiou  (-3  ) 
combinées  avec  les  équations  (a)  de  l'art.  ii6i , 


(5). 


C€».  (?  = -T—  = 


aussi  toutes  les  inconnues  du  problème  sont  déterminées. 

1174.  Je  remarque,  maintenant,  que  si,  à  nn  instant  quelconque. 
L'angle  y ,  formé  par  l'axe  instantané  de  rotation  et  par  l'aXe  principal 
ducorps>auquel  les  s,  sont  parallèles ,  est  absolument  nul,  au  lieu  d'être 
jrès- petit,  cette  coincidence  des  deux  axes  n'est  point  un  phénomène 
particulier  à  l'instant  dont  il  s'agit, -mais  doit  se  continuer  indéfiniment  . 
pendant  la  durée  du  mouvement.  En  effet,  J'hypKtthèse  de  )'  =  o,  à  un 
instant  déterminé,  donne,  par  l'équation  (i)  de  l'article  précédent, 4  ce 
fnf-me  instant,;er=oet  qv^o,  (les quantités/»*  et  9»  étant nécettairemenC 
positives  chacune  en  particulier)  mais  on  tire  des  deux  premières  équa- 
tions (a)  de  l'art.  ii6i,  et  des  équations  (5)  ci -dessus, 

.  .(a),...A"8in.»tf;s=^»/7*  +  ^*y*=''*«*+^**" 
donc  Â  p^ssfO  et  q^=o,  on  a,  nécessairement,  a=6,  et  2>=sb  et,  par 
les  équations  (3)  ci-dessus,  ces  dernières  valeurs  supposent  que  les  pre> 
mières  ont  lieu  pendant  toute  la  -durée  du  mouvement. 
.   Ainsi ,  lo^que  lé  moavémeitt  de  rotation  du  mobirleise  trouvera  <écafali- 
autour  d'un  deï  a«es'  principaux,  qui  s«  croisent  au  poit  iixe^:»  mou- 
vement se  perpétuera  autour  du  même  axé,  autant  de  temps  qu'il 
pourra  être  regardé  comme  l'effet  de  l'impulsion  à  laquelle  est  due  I9 
coipeiiience  inittalei  de  J'Axe  de  rotation  et  de  VâXe  principal.  -  '  '  '. 
>    1 1;^.  Le  t>l>^nDntène,dbnt  an  vient  de  parler^  a  lieqf  orjque  l'ipiipiilsioil 
initit^Q  e$t  donnçe  dans  une  direction  <^  passe:  [lar  le  plàndechra»  dif> 
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axes  principaux  qui  se  croisent  au  point  fixe;  car  prenant  ce  plan  pour 
celui  des  ^,y,,  on  a  0^o,  et,  par  l'équation  («)  de  l'article  pré- 
cWent,  fl  =  o,  ^  =  o,  d'où  /»  =  o,  7  =  0,  j-^orde  plus  cette  valeur 
û=o  rend  l'axe  de  rotation  fixe  non  seàlement  dans  le  corps  mais 
encore  dans  l'espace,  car  elle  suppose  que  l'axe  des  z,  qui  est  l'axe  prin- 
cipal des  momenis.perpendicuiaire  au  plan  invariable,  se  confond  avec 
l'axe  des  z,j  qui  est,  en  m^me  temps,  axe  principal  du  corps  et  axe  de 
rotation. 

1176.- Les  axes  principaux  jouissent  exclusivement  de  la  propriété 
d'être  des  axes  |)ermanents  de  rotation;  en  elTet,  la  condition  de  l'inva- 
riabilité de  position,  dans  te  corps,  d'un  axe  de  rotation,  entraîne  celle 
d'avoir  les  angles  a,  S,  y,,  art.  1144,  équation  (6)  et  par  suite,  les 
quantités^j  ^j /*  invariables,  d'où  dp:=-o,  dq^=o,  ^/-^^o;  ces  der- 
nières valeurs,  introduites  dans  les  équations  (1)  de  l'art.  iiâ7,  les 
changent  en, 

{B~ji)pqdt=o;  (J—C)  rpde^o);  (C—B)  i^rde—o 
Or,  ou  les  trois  moments  d'inertie  jé,  B,  Cj  seront  égaux,  ou  deux, 
seulement, Je  seront,  ou  ils  seront  tous  trois  inégaux.  Dans  le  premier 
cas,  les  trois  équations  deviennent  identiques  et  tous  les  axes  qui  passent 
par  le  point 'fixe  sont,  art.  1084,  des  axes  principaux^  Dans  le  second 
cas ,  supposant  que  ^  et  S  sont  les  moments  d'inertie  égaux,  la  pre- 
mière équation  devient  identique,  et  on  ne  satisfait  aux  deux  autres 
qu'en  faisant  r-=o;  on  a  donc,  par  la  troisième  équation  (6)  de 
l'art.  1144,  COS.  y  =i Q,  y  =  angle  droit  çx  l'axe  de  rotation  se  trouve 
dans  le  plan  des  ^,y,\  mais  d'après  la  condition  A=B  tontes  les  lignes 
menées,  par  le  point  fîxe,  dans  ce  plan  des  '^,y,,  sont  des  axes  prin- 
cipaux, donc'raxe  de  rotation  est  undecesaxes.  Enfin,  dans  le  troisième 
cas,  les  équations  précédentes  nécessitent  l'égalité,  à  zéro,  de  deux  des 
trois  quantités  p  ,  tf  et  r  ^  oa  &  donc ,  dans  ce  cas ,  deax  des  trois 
cosinus  des  équations  (6)  art;  1144,  nuls^et  le  troisième  égal  à  l'unité, 
ce  qui  rend  droits  deux'  des  angles  a,  S,  y,  l'autre  étant  égal  à  zéro ,  et» 
l'axe  de  rotation  se  confond  avec  l'axe  principal  auquel  se  rapporte 
ce  dernier  angle. 

riyy.  Reprenons  l'hypothèse  dé  !»■  valeur  fînie,  maïs  très-petite,  de 
l'ange  y,  formée  par  l'iie  de  rotation  et  par  l'axe  principal  des  «,.  l'ai 
déjà  remarqué,  art.  1173,  qqev dans  ce  cas, ^  et  ^'derai<entétrej  aussi/ 
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àe  tr^-petites  quantités,  mais  il'  peut- se  -  faite  qu'elles  oe  restent  .pas 
toujours  dans  cet  éiat  de  petitesse,  comme  elles  restent  dai»  l'état  de 
zéros  absolus,  lorsqu'une  fois  elles  y  sont  réduites,  ce  qui  donne  lieu 
«I  UD  examen  important. 

Les  condit-ioDS  relatives  aux  limites  des  variations  de  l'angle  y, 
tiennent  à  la  nature  de  la  quantité  n'  qui,  art.  i  lySj  équation  (4),  a, 

pour  valeur,  n'  =  «|/  ^ "^'"Sp"  ' —     ^^  peut,  par  conséqupnCi  être 

réelle  ou  imaginaire.  Si  elle  est  réelle  les  fonctions  révolutiveasin.  («'/  +  «) 
et  COS.  (n't  +  c)  ne  pourront  pas' excéder  certaines  limites,  quel  que 
soit  la  valeur  du  temp  ij  et  si  elles  sont  petites,  dans  leur  état  initial, 
elles  continueront  à  l'être  pendant  la  durée  du  mouvement;  et  il  en  sera 
de  même  des  quantités  p  et  g^  qui  leur  sont  proportionnelles. 

Mais, si  n'  est  uQeq.uantité  imagin^re,  ce  quiiarrivera  brsque  C — A 
et  C —  B  ne  seront  pas  de  même  signe ,  on  ne  pourra  mettre  leS  valeurs 
des  sinus  et  des  cosinus^  de  l'arc  imaginaire  ./i'/>  sous  des  formesréelles, 
que,  par  des  expressions  exponentielles.,  dans  lesquelles  les  exposants 
variabtes  seront  proportionnels  au  temps  Ij  ces  exponentielles  et  les 
valeurs  de  p  ef  gj  qui, tes  renferment,  pourront  donc,  quelque  petites 
qu'elles  soient,  au  commencement  du  mouvement,  devenir,  pendant  la 
durée  de  ce  mouvement,  indéfininient  grandes. 

1 178.  On  tire,  de  ce  qui  précède,  des  conséquences  curieuses  relatives 
aux  conditioàs  qui  établissent  la  siatiliié  ou  )a  non  stabilité  du  mou- 
vement  de  rotation  autour  d'uii  axe  principal.  La  stabilité  a  lieu  lorsque 
cet  axe  principal  est  pïtrmi  les  trois  axes  principaux,  passants  par  le 
point  Hxe,  celui  qui  correspond  au  plus  graud  ou  au  ptus  petit  frioment 
d'inertie;  la  non  stabilité  a  lieu  pour  l'axe  correspondant  au  moment 
d'inertie  moyen  entre  les  deux  autres.  En  effet ,  supposons  qu*un  des 
axes  principaux  soit,  d'abord ,  l'axe  de  rotation,  e^  doive,  par  consé- 
quent, art.  ii74,semaîntéhirtei,pendànt  un  temps  indéfinî;  concevons 
ensuite  qu'une  force  vienae  occasionner  uià  léger  <lérang!nnenc.d0qsrétat 
du  corps,  de  manière  à  faire  varier,  d'un^  quantité  extrêmement  petite, 
la  position  de  l'ate  de  rbtation.  li'angle  fttrthé,  par  ce'noUvëlaxe  eb^ar 
Vax*  principal  doiW  il  S'est  séparé, 'qiie' je  ilupïKàe'ft're  J'aâe  des  s/,  «l'a 
très- petit  a\i  rnonleïit  "de  là  sépatafldri  ef  i<i  iHaiîrflwidhri' dans 'son  état 
de  petitesse,  si  oh  i'  ■■■'''■■  ■',>-•■'.•■■••-  :  ■  -''X  ,i;  \\->.  r  < 
C-^J  et  C-;>B,  ou  C<^  et  C<;fl 
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parce  qu'alors  n'  sera  Féelle;  mais  cet  an^e  sera  susceptible  d'augmen* 

tations  indéftBics.si  on  a         '  • 

OA  et  C<B,  ou  C<A  et  OB, 
parce  qu'alors,  n'  prendra  une  valeur  imaginaire. 

1179.  On  a  employé,  dans  les  articles  précédents,  des  valeurs  de 
p  cK.  q  qui  ne  sont  censées  données  que  par  approximation ,  et  il  est 
bon  de  prouver  que  cette  circonstance  ne  doit  laisser  aucun  doute  sur 
la  stabilité  du  mouvement  de  rotation  autour  des  axes  du  plus  grand  et 
du  plus  petit  moment  d'inertie.  Beprenons  les  équations  (a)  de  l'ar- 
ticle 1167, 

Or^  +  B*q*  +  A*p*=k' 

et  après  «vdir  multiplié  la  première  par  C,  retranchons  le  produit  de 
ta  deuxième ,  nous  aurons 

^(^^C)p»+B{B—C)q'=^i^—Ck* 
Sij  k  un  instant  quelconque,  les  quantités  p'  et  y'  sont  très-petites, 
et  que,  par  conséquent,  à  ce  même  instant,  art.  1144)  équations  (6), 
t'axe  itistantané  de  rotation  sojt  très-rapproché  de  l'axe  des  k,,  la  valeur 
de  la  constante  k — Ch'  devra  être,  aussi,  très-petîte,  ce  qui  suppose 
que,  dans  tous  les  changements  dont  p  et  tf  sont  susceptibles,  la  quan- 
tité >^(^ — C)p*  +  B(B — <7)y*est  assujettie  k  la  même  condition; 
niais  cptte  condition  exigera  nécessairement  que  p  et  q  soient  cons- 
tamment très-petits,  si  .^ — Cet  B  —  t!7sont  des  quantités  de  même 
signe ,  puisqu^Iors  le  premier  membre  de  l'équation  précédèi:)te  sera 
entièrement  poisitif ,  ou  entièrement  négatif  ;  donc  ,  dans  ce  cas  , 
qui  rei)d  l'aiie  des  s,^  axe  du  plus  petit  ou  du  plus  grand  moment 
d'inertie,  cet  axt;,  et  l'axe  instantané  de  rotation  seront  toujours  très- 
rapprôchés  l'up  de  l'autre,  les  quantité  p  ci  tj  ne  pouvant  excéder  les 

Cet  ^^t'de  chost^  ne  sera  plup  I^  nantie  ^  A — Ç  fK  ^-rtQ  0"*  de? 
«i^ies  différe^U*  «^fft  rà-4>if4*>s>  >le  nicHTWnt  d'iner|tie  Çj  ^vï:^  rappfsrte 
à  l'ue  i,f,  4,  U9«  valeur  mojtei^qe. entre  celles  ^  ^  et  jÇ^vdaf^  çç.ças* 
Ja  petite  quantité  A*  —  Ch*  sera  égale  à  la  diiTérence  ^re  A^Aj^Ç)  pf 
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tl  B{B — C)^'i  P  ^^  9  pourront  être  des  quantité»  d'une  grandeur 
quelconque,  conform^'inent  à  ce  qui  a  été  dit,  art.  1177,  vu  que  l'excès 
d'une  quantité  sur  une  autre  est  indépendant  des  valeui-s:absolucs  de  ces 
quantité. 

1180^  La' thëorie/expoeée  depuis  fart.  1114,  contient  ce  qu'il  est 
Msentiel  d'apprendre  pour  se-  préparer  k  l'étude  des  parties  de  l'astro- 
noniie  pliyfique  qui  traitent  du  mouvement  des  coirps  célestes;  en  ayant  . 
égard  &  leurs  figures  et  k  leurs  grandeurs;  on  peut  aussi  tirer  po  parti 
fort  utile  de  cette  théorie,  pour  des  recherches  qui  intéressent  la  phy- 
sique en  général  et  les  arts,  parmi  lesquelles  je  me  bornerai- à  citer 
celles  qui  ct}ncernent  le«  ntouvements  d*<9  corps  flotlatitâ; 

Le  Célèbre  Léonard  Euler  M  le  premier  qtii  ait  ddnné  tmedolutioïi 
complète  du  problème  du  mouvement  d'uii  corps  solide,  doht  Dalembert 
s'est  beaucoup  occupé.  L'analyse  de  te  problèmes  été  perfectionnée 
}>ar  les  illustres  auteurs  de  la  Mécanique  aSWtljrtique  et  de- la  Me- 
eartitfue  céleste f  et  Ton  doit,  au  dernier,  les-  stm|:4iriCMions  remar- 
quables fésultëntes  de  l'introdu(ïtiori  dû  pian  invariables  cette  même 
analyse  aété  présentée,  avec  beaucoup  d'ordre  et  de  clarté,  dans 
l'excellent  traité  de  mécBni<Jue  de  M.  Ptnsson ,  dont  j'ai  suivi  la  marche 
d'exposition  et' de  calcul,  depuisTart.  1141. 

Les  élèves- qui  ne  seront  pas  ji  portée  de  se  procurer  les  ouvrages 
d'Euler ,  et  qui  voudront  s'etercer  taht  sur  le  problénte  général  que 
sur  les  diverses  questioM  de  détail  qui  y  sont  relatives,  pourront' lire 
les  deux  mémoiresque  j'ai  publiés  en  1799  (an  7)  et  i8oa  (an  10), 
dans  les  sixième  et  onzième  cahiers,  (tomes-II  et  IV)  du  Journal  de 
l'École  Prtlyteclwftique.  En  réunissant,  au  premier  mémoire,  le  §.  XI  du 
deultième,  ori'a'une  solution  complète  du  problème,  dans- laquelle  le 
plan  invariable,  ou  plan  principal  des  moments',  se  trouve,  iihpUci- 
tement;  employé  (tome  IV,  page  184  et  suivantes).  Les  dix  premiers 
paragraphes  du  deuxième  mémoire  sont  cei)x  qui  renferment  les*  ques- 
tions de  détail,' et  c'est' par  ces  paragraphes-  qu'il  est  conrenab!*' de 
coinmencer;  on'contitiuera  par  les  huit  paragraphes  du  premier  mé- 
moire ,  et  on  term^inera  là  lecture  par  le  onzième  paragrafthe  du  se'iïotid. 
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ObseryalioD) .sur  l'application  de  U  ihéofie,  erpoiée  dam  les  cbapitrec 
précédcnU  ^  au  mouremcnt  d'un  cxxpi  libre. 

ii8i.  L'application  de  la  théOrî^  exftosée  depuis  l'at-t.  ii4Z'au  cas 
<l'un  4:orp9  libre  est  mahifçstf;;  s'il  s'agît  d'un  mouvement  imprimé  en 
vertu  d'une  impulsion  initiale,  la  division  des  phénomènes  &  examiner 
et  l'ordre  k  suivre,  dans  la  solution  du  problême,  sont  clairement  in- 
diqués dans  l'art,  i  ii5  ;  on  détermine  d'abord  le  mouvement  du  centre 
de  gravité  comice  sî,  l'imputsioa  était  dtrigée.sur  ce  centre  et  que  ti^te 
la  masse  du  corps  y  fut  rassemblée.  On  lraite>  entité,  le  mouvement 
des  points  du  corp3iautour  du  centre  de  gravité  sans  égard  au  mou- 
vement de  ce  centre,  ou  de  la  même  manière  que  s'il  était  immobitei 
par  les  méthodes  exposées,  art.  1 167  et  suivants. 

1182.  Les  actions -qu«>teft  diverses  parties  du.  corps  solide  exercent 
les  unes.sur  les  autres  n'ont  >  à^°^  aucun  cas,  art>  11 18,  (J'influence  ni 
sur  le  mouvement  dç  t^anslatîod  ni  sur  le  mouvement  de  rotation. 
De  plus,,  si  le  corps  stjlide^  après  avoir  reçu  l'impulsion  inUiale  est, 
pendant  la  durée  de  son  mouvement  soumis  à  des  forces  extérieures 
qui  exercent  des  actions  continuas  sur  chacun  de  ses  points ,  et  que 
]^.  résultante  de  toutes  ces  forces  passe  toujours  par  le  centre  de' 
gi^ayité,  rindépieadance  du  mouvement  de  ce  centre  et  du  mouvement 
de  rotation  ne  sera  point  dérangée,  coi^rmément  à  ce  qui  a  été 
démontré,  art.  1114  et  suivants;  le  premier  mouvement  se  détermi- 
nera, en  ayant  égard  aux  actions  des  forces,  par  les  équations  de  l'ar- 
ticle 11 20  et  suivants;  le  second,  dA  uniquement  à  l'in^pulsion 
initiale,  ^ra  traité  pair  les  principes  établis ,  art.  11 53  et  suivante, 
comme  si  le  corps  n'éprouvait  l'action  d'aucune  puissance  »  et  queison 
centre  de  gravité  fut  un  point  fixe. 

Ce  cas  est  celui  des  corps  lanc&  près  de  la  surface  de  la  terre,  dont 
les  dimensions  sont  si  petites  par  rapport  à  -celles  di)  sf^érbïde  terrestre , 
que  les  différences  des  attractions  exercées  sur  ses  différents  points,  à 
raison  de  leurs  dilTérentes  distances  aux  centres  des  focoes,'  peuveoc 
être  comptées  pour  rien. 

ii83.  Il  y  a  une  infînité  d'autres  cas  compatibles  avec  les  mêmes 
conditions.  Ainsi,  par  exemple,  une  action,  comme  celle  du  soleil  sur 
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ïfs  planètes,  exercée  sur  une  sphère,  ou  homogène,  ou  cqmposée  de 
couches  excentriques,  dont  les  qlensitéa,  ïarî^bles  de  l'Miie  &  l'autrr, 
sont  constantes  dans  chaque  couche,  ne  troublera  point  le  Biouvt'ineiit 
de  rotation,  parce  que  la  résultante  de  touties.les.  attractions  excrct-es 
sur  tes  divers  points  de  la  sphère,  passera  toujours  par  son  centre  de 
figure  et  de  gravité,  quoique  les  points  les  plus  près  du  soleil  soient 
sensiblement  plus  attirés  que  les  autres.  Il  en  serait  de. même  d'un 
solide  dont  tous  les  moments  d'inertie  ,  rfipportés  k  des  axes  passant 
par  le  centre  de  gravité  ,  seraient  égaux  ,  ,(sulide  qui  peut,  avoir,  uoe 
figure  très  différeote  de  celle  .de  la  sphère)  d'un  solide  de  révolution 
homogène,  ayant  reçu  une  impulsion  initiale  dirigée  dans  un  plan 
jieipendiculaire  k  l'axe  de  figure,  qui  renfermerait  son  contre  de  gra-' 
vitéet.  le  centrç  d'action,  et  qui  aerajt  supposé  partager  ce  solidje  en 
deux  parties  égales  et  semblables,  etc.  1^  «[louyement  ^  rotation  des 
trois  espèces  de  bolides  dont  je  viens  de  parler,  étant  dû  à  une  îm* 
pulsion  initiale ,  sera  constamment  uniforme,  l'ane  de  miation  con- 
servera son  parallélisme. 

1184.  Ce  paralléiisme  sera>majntpnu  dans  les  drux  premiers  solides, 
quoique  l'axe  de  rOlation  no  soir  pas  ipet:pendiculaire  k  ta.ligne  menée 
du  centre  de  gravité  â(i  centre  d'action;  il  n'en  sera  pas  de;  même  du 
troisième  s'il  n'est  pas  sphérique  ;  son  axe  étant  supposé  oblique  sur  la 
ligne  des  centi-es,  la  résultante  des  actions  qu'il  éprouvera,  ne  passera  par 
son  centre  de  gravité,  que  dans  des  circonstances  particulières,  et  le 
parallelisme.de  l'axe  de  notation  .sera  dérangé.  C'est  le  .cas  de  la  terre 
dont  l'axe  et  l'équateur  éprouvent  des  perturbations  auxquelles  sont 
dus  lès  phénomènes:  connas^ous  les  ooRiJ  de /Ttfce^MOn  des  équino-ves 
et  de  natation  de  l'axe,  de.. ia  terre}  ces  phénomène»  sont  produits 
par  les  actions  combinées  du  soleil  et  de  la  lune,  maïs  la  seule  actioa 
du  soleil:,  et'.i'oWiquité  jde  l'axe  de  la  terre,  sur  je.pUn  de  l'écU- 
ptiquei  suffi raient'pour  oacasio|pQer 'des, perturbations  dtuu  leparallé- 
lisR^'doret'Bxr.  -i   .■  :  .■,,...■•    'i, 

1185.  Da>8  lescas  ^rtlculieri.  de  l'art.  it83,^oique  les  Forces 
puissent  être  fonctions  dos  dislances  de  leurs  centres  d'actions  auX 
'points  sur  desquels  elles  ^isBeol, .tontes  les  circoost^Dces.du;  moiiVe- 
inent,'tant  laiifonme-queiyarié,  du  contre  .de  gravité,  soiwft  détermi-i 
•aUeftpànilà  équations  (3)!  de  l'arfi.  iïdo>loB  fôrcesy_jy''0/"%  «u. 

■,■..,-....■  ■....      ■  .       ■         ,5a-- 
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leurs  ëquivâleittcs ,  qui  animent  les  différentes  molécules  du  corps, 
■^tant  supposées  appliquées  k  ce  Centre  ;  et ,  dans  cette  détermination' , 
on  n'aura  aucun  égard  aux  mouvements  des  molécules  du  corps,  par 
rapport  aux  troisplans  (Coordonnés  qui  passent  par  le  centre  de  gravité, 
et  qui  sont  parallèles  aux  trois  plans  /ixe& 

Mais  les  cas  dont  je  viens  de  parler  sont  des  exceptions;  en  général, 
si  les  forces  (]ui  émanent  de  points  extérieurs,  fixes  ou  mobiles,  et  qiii 
agissent  sur  les  molécules  du  corps,  et  si  les  actions  de  ces  moléCules-i 
elles-mêmes,  sur  desptfinta  situéî  hore  du  corps,  également  fixes  où 
tTJobiles,  sont  fonctions  des  distances  entre  les  centres  d'où  éiïianent 
les  forces  et  les  actions,  et  les  points  sur  lesquels  elles  s'exercent,  et 
que  les  dimensions  du  corps  ne  puissent  pas  être  regai'dées  comme  iiï- 
finimrent  petites,  par  rapport 'à  tés  distancés,  d&s-lors  le' m6\lvement 
du  centre  de  gravité  et  ïe  mouvement  de  rotation  autour  dfe  Ce  t;enlré 
ne  sont  pliis  indépendants;  eti  effet,  les  changements  des  distantes  et 
des  positions  respectives  des  points  attirés,  par  rapport  aux  points  at-  ■ 
tirants,  étant  les  résultats  et  du  mouvement  du  centre  de  gravité  et  du 
mouvement  de  rotation  butour  de  ce  centre,  ce  dernier  mouvement 
doit,  dans  le  cas  général,  avoir  un  effet  slir  l'intensité  étia  dir^tion, 
instantanées,  de  la  résultante  '  générais*  des"  forces  supposées  appli* 
quées  au  centre  de  gravité;  .de  \h,  la'iiaison  enti^' tes  deux  mouve^ 
ments  de  translation  et  de  rotation.         '      '      . 

Du  mouremeat.  (TuD  corps  loUde  sur  un  plan 'fi^tf.   - 
.":.■■  ■'.     I  ■■  .-■-'■     _v  'i    !■  ,': 

•  ii8ô:  Je  suppose  que  la  surface  du' corjnj assujetti  à'se  nriouvoii' sui 
un  plan  fixe,  est  continue ^  et  que,  pour:  une  position  donnée-  de  ce 
corps,  celles  de  tous  les  points  de' sa  surface  sont  calculables  par 
une  équation  entre:  trois  vat-iafcles;  dam  ce  cas,  le»' déter/nination» 
générales ,  relatives  à  son  moqvemeDt,  peuvent  âtre  ramenées  &  des  cdd> 
sidérations  pareilles  à  celles  qu'on  a  employées  pour  ramener  Iés"prD-> 
klémêsdii  mouvement  d'un  poîîitnnatériel  sur  uoelignet  ou  une  surface, 
à  ceux  du  mouvement  libre.  .      ■     -.i     ;    :-      •  ,  '. 

En  effet' l&corps  devaiit  être  cdntinueUement  eri  coalact,  alveclKplan ^ 
par  un  des  points  de  ea  surface.,  il  y  ai^  à'  ce'  p«ql^  vae  ^iondu  Corj» 
icr  le  plan,  et  vnc  réaction  duplan  suMe!:çorps;xene  dsrnih'e.péuC 
être  considérée  comme  une  des  puissances  auxquelles  ce  corps  est  soumis. 
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dont  l'intebBÎti  n'est  pas  donnée  immédiatement,  mais  qu'on  sait, 
a  priori f  être  normale  à  la  surface  du  corps ,  et  agir  dans  un  sens 
d'action  tel  qu'elle  tend  h.  pousser  son  point  d'application  dans  ce  corps  ; 
on  peut  donc,  en  prenant  son  intensité  pour  une  des  inconnues  du  pro<- 
blême,  et  l'introduisant  dans  l'analyse,  considérer  le  corps  comme  libre, 
et  si  ce  corps  est  dans  les  cas  indiqués  aux  art.  i  i8i  et  1 183,  les  équations 
du  problème  seront  établies  d'après  la  condition  de  l'indépendance  entré 
le  mouvement  du  cmtre  de  gravité  et  le  mouvement  de  rotation  autour 
de  ce  centre. 

Mais  ces  équations  renfermeront,  en  général,  quatre  incohnues,  qui 
n'existaient  pas  dans  les  équations  du  mouvement  libre,  savoir  l'intensité 
de  la  réaction  normale  qui  a  lieu  au  point  de  contact,  et  les  trois  coor- 
données de  ce  point;  on  aura,  pour  compléter  le  nombre  des  équations 
qui  deviennent  nécessaires,  eu  égard  à  ces  nouvelles  inconnues,  l'équation 
du  plan,  celle  de  la  surface,  et  deux  équations  qui  expriment  que  l'un 
est  en  contact  avec  l'autre. 

1 187.  Je  suppose,  pour  plus  de  simplicité,  que  le  plan  fîxe  est  le  plan 
des  xjfi  Xfj  et  z  représentant  les  coordonnées  des  points  du  corps, 
je  désigne  par  x,,^^^  i,,  les  coordonnées  des  mêmes  points  par  rapport 
3UX  plans,  mobiles  avec  le  corps,  qui  renferment  les  trois  axes  principaux 
passant  par  le  centre  de  gravité ,  les  coordonnées  de  ce  centre ,  respec- 
tivement parallèles  aux  axes  Hxes  des  x,  y  et  z,  étant  a,  b,  c.  Si 
on  conçoit,  "qu'à  un  îAstant  quelconque  du  mouvement,  trois  axes  res- 
pectivement parallèles  aux  axes  fixes  des  ^p  y,  s  se  coupent  au  centre 
de  gravité,  en  prenant  ce  centre  pour  origine,  les  coordonnées  des 
points  du  corps,  rapportées  à  ces  nouveaux  axes,  seront,  au  même 
instant^  x — Ojy^—bj  "z^^-Cj  et  on  aura,  art.-  1139,  entre  ces  trois 
coordonnées  et  ir,^j',,  i,_,  les  relations 

{X  —  a^=  a,x,  +  ^,y,  +  y,  s, 
y~^b  =  a.„x,  +  S„y,  +  y„z^ 
s^c=^(^„,x,  +  ff„,jr,  +  y,„z, 

{x,=  a,(x—a)  +  af,(j—b)  +  a,„{s-~c) 
»,=y,(.^~'a)+y„(y—b)+yf„(i~-c) 
Les  quantités  a,  S,y^  de  diiréi*ents  accents,  ayant  la  m^ipe  signification 
qu'à  l'article  cité. 
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1188.  Soit  Z^o  l'équation  de  la  surface  du  corps,  raf^rtée  «ux 
plans  coordonnés  qui  renferment  Içs  axes  principaux  passant  par  le 
centre  de  gravité,  L  sera  une  fonction  des  variables  x,,yf,  s,\  si  on 
considère  le  corps ,  au  moment  où  il  a  une  certaine  position  sur  le  plan , 
en  peut  avoir  l'équation  de  sa  surface  rapportée  aux  coordonnées 
ai,yfZ,  en  substituant,  dans  L^^x,,^,,  s,,  leurs  valeurs  en  x^j^j  z, 
données  par  les  équations  (s)  de  l'art,  précédent,  et  attribuait  aux 
cosinus  a,,  <».„,  etc.  et  aux  coordonnées  a^  b^  Cj  les  valeurs  convenables 
au  moment  dont  il  s'agit  ;  chacune  de  ces  quantités  varie  ,  d'un  ins- 
tant à  l'autre,  en  grandeur  absolue,  mais  la  forme  de  {a  fonction  à 
égaler  à  zéro  ne  dépend  que  de  la  forme  du  corps. 

L  étant,  par  les  substitutions  dont  je  viens  de  parler,  devenue  une 
fonction  de  x,  jy-j  Zj  et  supposant  que  x'^y'y  s' ^  sont  les  coordonnées 
générales  du  plan  tangent  dont  le  point  de  contact  a,  pour  coordonnée, 
x^y  et  2j  les  axes  des  x' , y' ,  z' ,  ayant,  d'ailleurs,  le  même  point 
commun  d'intersection,  et  les  mêmes  directions  que  ceux  des  x,yj  s^ 
on  a,  par  les  formules  de  la  géométrie  analytique, 

(.)....  |^(v-.)+-^Cr'-.r)+:^(^'-=-)=o 

au  point  où  le  coqîs  se  trouve  eh  contact  avec  le  plan  des  x y,  sur 
lequel  il  est  obligé  de  se  mouvoir  on  a  z'  =  0,  et  a  =  o,  l'angle  formé 
par  le  plan  tangent  et  par  le  plan  des  xy  est  pareillement  nul,  et  les 
formules  de  la  géométrie  descriptive  donnent,  dans  ce  cas, 
,    ,  {dL  dL 

f^>: l'^.^^'7^=°- 

L  est,  ici  ,  supposée  fonction  de  x,y  et  s  >  maïs  les  variables 
X,,  y,,  z,,  sont  aussi  des  fonctions  de  x,_y ,  «_,_  ce  qui  donne,  en 
général. 


dL 

dL 

dx,        dL 

dx        dy. 

-^-^ 

dz. 

-3^ 

dx, 

dx 

dL 

dL 

dx,        dL 

.Aj.^'"' 

dz. 

dy 

dx, 

dj    +  dj. 

dy         df, 

dj 

(3). 

et  on  a,  par  les  équations  (a),  de  l'article  précédent. 
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en  se  rappelant  que  toutes  ces  râleurs  se  rapportent  à  un  instant  .dé- 
terminé, auquel  correspondent  des  valeurs,  pàreiilement  déterminées, 
de  a^,  a„,  etc.  «^  b  tt  c. 

■     Les  valeurs—T —  =o  «-=— =o,  données  par  les  équations'(a)  et 
djr  d3p  îj  ^ 

dv        dv  '      ■   /  "'^^1'  '    .' 

celles  de     '  '  ,  — /■'- ,  etc.,  données  par  les  précédentes,  étant  s\»bsti- 
dx      •  dàc  r  r       . 

tuées  dans  les  équations  (3)  les  changent  en, 

|"'(^)-'(-f)+^'(^)-- 

]^ 1-(^);<a-(-t)- 

I  -j —  I ,  I  .-5 —  I  ^M  -j —  )  8e  calculeront ,  en  prenaht  la  fonc- 
tion Lj  dans  son  état  primitif,  c'est-à-dire,  composée  en  ■tc,,J,  ctz,. 

Les  équations  (6)  qui  remplacent  les  équations  (2)  en  fournissent 
ainsi  deux  sur  tes  quatre  dont  j'ai  parlé  à  la  fin  de  l'art.  1 166.  On  en 
a  une  troisième  en  considérant  qu'au  point  de  contact  du  corps  avec 
le  plan  sur  lequel  il  est  obligé  de  se  mouvoir,  on  a  3  =  0,  ce  qui  donne 
d'après  la  troisième  équation  (i  )  de  l'article  précédent, 

(7) *^  +  «m  a'/  +  ^„ia>  +  î'///2/  =  o      ■ 

et  enfin  la  quatrième  équation  est  Z  =  o,  les  quatre  équations  ayant 
lieu  ensemble  au  point  de  contact  du  corps  et  du  plan  fixe,  et  devant 
être  combinées  avec  les  équations  du  mouvement  dont  il  va  être 
question.' 

1 189.  Je  supposerai  que  la  pesanteur  est  la  seule  puissance  exté- 
rieure qui  agisse  sur  le  corps;  ainsi,  après  l'impulsion  initiale ^  les 
modiflcations ,  qu'éprouve  son  mouvement,  sont  le  résultat  de  l'action 
de  cette  puissance  et  de  la  résistance  du  plan  fixe ,  résistance  que 
je  désigne  par  R   et  qui  doit  être   considérée  comme  une  force 
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appliquf-'c  au  point  de  contact  àc  ce  plan  et  de  la  surface  du  corps» 
dans  une  direction  normale  à  la  surface,  et  avec  un  sens  d'action  en 
vertu  duquel  son  point  d'application  est  poussé  vers  l'intérieur  du 
corps. 

Prenant  conformément  à  ce  qui  a  été  dit,  art.  1187,  le  plan  fixe 
pour  plan  des  xjy,  et  supposant  que  l'axe  des  x  est  l'horizontale  passant 
par  l'origirie  arbitraire  de»  a:_,j>',  t,  je  continue  à  désigner,  para^^^c^ 
les  coordonnées  du  centre  de  gravité  respectivement  parallèles  aux 
jTj^  et  «j  et  j'appelle  £  l'angle  formé  par  le  plan  «jy  et  par  l'horizon; 
g  représentera,  comme  à  l'ordinaire,  la  force  accélératrice  due  k  la 
]M^an4eur,  et  M  sera  la  massç  du  mobile. 

On  aura  ainsi  les  expressions  suivantes  des  composantes  de  ^g*  prises 
parallèlement 

A  l'axe  horizontal  des  x o 

A  l'axe  des  jr ff  sin.  e 

A  l'axe  des  s ^cos.  e 

La  direction  de  la  résistance  B  est  normale  au  plan  fixe,  et,  par 
conséquent ,  parallèle  à  l'axe  des  z.  On  a  donc  les  composantes  des 
forces  motrices  imprimées  au  corps  et  tendant  à  faire  varier  la  vitesse 
de  son  centre  de  gravité 


parallèlement  aux  <  j Af^sin.  e 

R — Mgcos.  e 


les  forces  motrices  respectives,  qui  ont  lieu  parallèlement  aux  mêmes 


,.  dda      Mddb       Mddc        .,  ^     , 
axes  sont  M —r: — , : ,  — ; et  il  faudra,  art.  ti^o,  poser 


les  équations. 


les.  intégrales,  des  deux  premières  de  ces  équations  sont 
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U) ia=Ui  +  B  ^ 

V,  ,Ej  V  et  E'  étant  des  constantes  arbitraires  dont  les  valejurs  dé- 
petident  de  la  vitesse  et  de  la  position  initiales  du  centre  de  gravité. 
Son  mouvement  horizontal ,  ou  parallèle  aux  x^  est  uniforme ,  son 
mouvement  parallèle  aux  j'  est  uniformément  varié.  L'axe  desj'  est 
parallèle  à  la  ligne  de  plus  grande. pente  du,  plan  fixe,  et.  il  est  aisé 
île  voir  que  le  moi^vement  dans  le  sens  parallèle  à  toute  droite,  hon 
horizontale,  tracée  sur  le  plan  fîxe,  sera  uniformément  varié. 

1190.  La  direction  de  R,  perpendiculaire  au  plan  fixe,  ou, parallèle 
à  l'axe  des  z,  forme,  art.  1189,  avec  les  axes  des  ^,,y,  çt  «^  des 
angles  qui  ont,  pour  cosinus  respectifs,  a,„t  ^,„f  y,,„\%e%  composantes 
respectivement  parallèles  aux  ^itj'f  .et;5,  sont,  donc,  f{cL,i,^I{6„,t 
Ryiiit  les  moments,,  par  r^jtpprt  aux  mémes"axts  ont  pour  valeurs 

!r,,jrf  et  s,  étant  les  coordonnées  du  point  où  le  plan  fîxe  et  la  surface 
du  corps  sont  en  contact;  ces -momentsspnt  les, seuls  à^intr^^duire  dans 
les  équations  (5)  de  l'art.  ii54  parce  que  l'origine  coninfitine  des 
^i*J'i  cf  ^/  ^tant  au  cenirç  de  gtavité,  les  moments, des  poids  des 
molécules  du  corps  sont  nuls  par  rapport  à  tous  les  axes  qui  passent 
par  cette  origine. On  a  donc  en  substituant, simplement,  à  N'" ,  N" ,  N', 
dans  les  équations  (Titêês,  les  valeurs,  ci-dcssusi  dcS  moment  de  H^ 

{■Ad.p*¥{G—B)qrdt=n(y]ty,^,^ZfvS„,^4l..    '   . 
,Bdq.-^.{A—Cyrpdt=R{>^»,„f^t:iY,„y4t.     ,:. 
Cdr->r{B—J)pqdt=R\:v,é,„~~y,a,„)dt 
A,  Bj  C,  p,  q  ti  T  ayant  la  'même  signification  qu'à  l'article  cité. 

Exemple  de  l'jipplTqatioo  de*  formules  déipontrées  dans  le  chapitre 
'      ,      ■    ■         "  pE?(:éd«rit;  "  ' '  t  ' 

1191.  Je  vais  supposer  qiie'le,  corps "ptsâiit,  en  niouverrienf  sur  yn 
plan  fîxe,  touche  continneHenient  le  plan. par  le  même  pbi'nf  'de  sa 
surface,  et  que  de  plus,  la  ligne  passant  par  ce  point  de  contact  et  par 
le  centre  de  gravité  'est  HQ.^é  J>rinftif)al;.Et4èr  iesl;  jeci|ois,Ie  premier 
qui  ait  dbniié^  l'abalyse 'COi»f>lètë  dé'cè  cas.dë  liidèvitneilt;  tîontle  jeu 
de  la  toupiepi-éiénté'fflS7>lwhon*^rteè,(ï«ewi<»mb/Rjic»/7?or«/n  w^A 
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dorum ,  cap.  XVII),  et  on  la  trouve  au^si,  Irès-bten  faite,  dans  l'ou- 
vrage de  M.  Poisson  ci-dessus  cité. 

L'axe,  principal,  qui  passe  par  le  centre  de  gravité  et  par  le  point  de 
contact,  ^tant  pris  pour  axe  des  t,,  tes  axes  principaux  des  x,  etj-,, 
se  trouveront  sur  un  plan  perpendiculaire  k  cet  axe  et  passant  ^ar' 
le  centre  de  gravité,  où  par  l'origine  commune  des  x,,  j^,  et  z,, 
les  if  positives  étant  prises. du  côté  opposé  au  point  de  contact  par 
rapport  &  cette  origine.  On  a  donc,  relativement,  au  point  de  contact, 
en  désignant,  par /,. sa distance  au  centre  de  gravité. 

et  ces  valeurs,  introduites  dans  les  équations  (P)  de  l'article  précédent, 
les  changent  en, 

iAd/f  +  (C~~3)^rdt=RÀS„,dt 
Bdei  ■\-{A~C)rpdl=^  —  RÀa,„de 
Cdr  +  lB—A)p^di  =  o. 
Si  on  suppose  que  la  poution  initiale  du  centre  de  gravité  était  sur 
l'axe  des  2  ou  des  Cj  on  aura  les  valeurs  initiales  a  =  o,  ùs=q,  qui 
rendent  nulles  tes  constantes  arbitraires  E  et  E^ ,  dans  les  équations  (a) 
de  l'art.  1189- 

De  plus  l*axé  dos  i',  qui  passe  par  le  point  de  contact  et  'par  le 
centre  de  gravité,  faisant,  avec  l'axe  des  s  ou  des  c,  un  angle  qui  a 

,  „  .    ddc         Xddy,,,         , 

pour  cosmus  /,„,  on  a  c^=Ay,„ ,  d  ou        ^  =  • — —Uîi.^  valeur  a 

substituer  dans  la  troisième  équation  (  r)  de  l'art,  cilé;  et,  on  aura, 
ainsi ,  d'après  les  équations  (  i  )  et  (  a  )  de  cet  article ,  ,    


{a^Vt 


(3) \  b—kgt^im.t-'tV't 


'     (4) R^Mgco%.e-^MX—/'-iL        ' 

iigft.  Multipliant  les  i".,  a»,  et  3"-.  équations  (a),  de  l'articlçpré. 
cèdent,  respectivement,  par  a„,,  if„, ,  ■/„,,  faisant  ta  son^me  des 
équations  produJ,t^  et  réduisant ,  on  a 

{4\<^„dp-^pdt{i:S„,^fy:,„)_\\     ', 
+  P\ym'ir+,dtiq.a,„^p^,„}\J.     ,      .i  . 

multipliant 
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mirftipllant  encore  hs  mêmes  équatiiûïis ,  r«ji«Ctivemwit,  par  jr,  q  rtir^-' 
et  ajoutMit  l«i  prodiiin,  o»  a      .    •  ■_.•  »  I 

(a) Apdp-\-BqdqJrCrdr^RX'dï(pS„^-^^ai„)    '     ' 

(A)  a,  art.  ii5a,\  da„,s^(rff,„-—fj'„,)dij  dff,y,3±t  ^y,^^-^fa,„)  de 
dy,„ "^^i^tj «/// — p if/,/) dts l'équation  { 4) , de- l'article  précédent ,  donne 
une  valeur  de  R^  et  ces  valeurs ,  substituées  dans  les  deux  équa- 
tions (i)  et  (fi)-,  àjnnertt  .  ■   ■    1    ,  '  '    ■ 

^A{a.,„dp^pda„;)JrR{^,„^1-\^d^ni)-^C{y,„drJ>^d;y„;j=^o 

(3). 


*  ■    j  Apdp-\-B<jdti->rCrdr=^-~ku(gdy,,fiQ%M->rX.tùl}^ljL'\ 

égrant,  '  '  ■ 

f  A<i.,„p  +  Btf,„y  f  Cy,„r^k 

\Ap^-\-Bij*-\-Cr*-\-Ti.kUgy,„Cfy!i.B-\-X^M.i-^\  =h 


et ,  en  intégrant 
(4) 


1193.  J'ai  supposé,  au  mobile,  une  formé  quelconque',  1*  problème 
n'étant  particularisé  que  par  la  condition  d'avoir  constamrtierit  le  nième 
point  de  la  surface  du  corps  en  contact  avec  le  plan  fîxe;  on  peut  main)- 
tenant  faire  quelque  hypothèse  sur  la  forme,  qu'on  a  d'abord  laissée 
indéterminée;  je  prendrai  le  cas  particulier  de  A^B ,  q^i  convient 
aux  solides  de  révolution  homogènes,  dont  Taxe  de  figure  passerait  far 
]e  point  de  contact„et  à  une  infinité  d'autrW  soltdH. 

Dans  cette  hypothèse  ta  troisième  équation  (a)  de  l'art,  i  i^i ,  devient 
Cdr=.o,  d'où  r^tij  en  désignant,  par  »j  la  constante- arbitraire;  et 
substituant  cette  valeur  dans  les  équations  (4)  dé  l'articlç  ptécédcnr, 
on  a  ■ 


m. 


I  ^(w+?,„drf  ç«y„,'=*    , 

I  ^f{j^+<i')+>^M(^^f\'~\-'imgyi,i<M.e=h—Cn' 

1J94.  Soient»  coâsoK  à^il'art^  Ji^>  troJ8>4lieff  i^specttYcmeot  ^- 

tallèl^  aux  «.^  J'  et  *>:w;"îoilpairtap-Ée^trf  .de;£ravitéj  çù.se.tçoMW 

I  '  53  ■ 
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l'orî^ÏDC  commune  des  tE,,y,  et  %,,  et  dooouns  aux  lettres  ^^  ^  et  û 
la  même  signification  qu'à  l'art.  1140^  nous  aurons  >  par  les  équa- 
tions (  I  )  de  l'art,  i  i5i , 

a„f :=  Un. ff tin. ^;  Sf„^tin.ûco8.^ ;  y,„^=C(».ûi  ^^|„s: — tÀn.$d0 

et  par  les  équations  (3)  du  même  article, 

8in.^3in.^i/i(-t-cos.0i^5'  sm.Ûcos.édil' — tm.àdÛ 

d'où 

et  ces  valeurs  étant  substituées  dans  les  équations  (JT)  de  l'article 
précédent,  on  a  les  suivantes  oîi  on  a  écrit,  simplement,  h  au  lieu 
de  k — Cn^j  la  quantité  représentée  par  Cn»  pouvant  être  censée  com- 
prise dans  la  constante  arbitraire  qui  complète  l'intégrale, 

I^sin.»^  -É-J^Cncai.Û—k 

dtL 
éummantr-^  entre  ces  deux  équations,  et  prenant  la  valeur  de  dt. 


9\n.â(A^-\-A/^M%m.^0)^dff. 
(3) di:^ ^_ 

cl  la  valeur  de  /  peut  être  obtenue  en  fonction  de  û  par  la  méthode  -' 
des  quadratures.  Substituant  ensuite^  dans  la  première  des  ^uations  (ai^y 
y6\xT  dt,  le  second  membre  de  l'éqtiatioti  précédente,  on  aura,  par  la 
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même  méthode  des  quadratures,  1^  en  foDCtion  de  Û;  enfin  remplaçant > 
dans  la  troisième  équation  (3)  de  l'art.  ii5i ,  r  par  sa  valeur  n^  ^^  par  sa 
valeur,  équation  (3)  ci-dessus,  et  ^^  par  le  résultat  de  la  substitution 
de  cette  seconde  valeur  dans  la  i'«.  équation  (2),  on  aura  une  équation 
entre  d^,  0  tt  dff  et  ^  pourra  encore  être  exprimé  en  fonction  de  û. 
La  détermination  des  phénomènes  du  mouvement  dépend ,  comme 
on  a  vu  précédemment,  de  la  connaissance  des  valeuis  de  p,  ip  et  0j 
correspondantes  k  une  valeur  quelconque  du  temps  /^  ou,  plus  géné- 
rdement,  des  valeurs  de  trois  des  indéterminées  ^,  ■4f,Ûett  corres- 
pondantes à  la  valeur  de  l'ane  d'entre  elles;  or,  d'après  ce  qui  vient 
d'être  dit,  on  a  trois  équations  difTérentielles,  qui ,  par  la  méthode  des 
quadratures,  donneraient  ces  valeurs;  1â  détermination  demandée  ne 
dépend  donc  plus  des  considérations  propres  à  la  dynamique ,  mais 
uniquement  de  l'analyse  qui ,  malheureusement ,  ne  fournit  pas  de 
moyens  pour  intégrer,  sous  forme  fipie,  les  valeurs  de  dt,  dt},  et  d^. 

Les  trois  constantes  par  lesquelles  on  compléterait  les  intégrales  qui 
donneraient  i,  )f/  et  ^  en  fonction  de  ff,  dépendent  des  valeurs  de 
^i  (P>  ^i  et  ^t  ^  l'îpstant  où  le  mobile  est  mis  en  mouvement,  et  ot) 
peut,  toujours  &  cet  instant,  supposer  ^=0.  Quant  aux  constantes  XI 
et  V j  qui  entrent  dans  les  valeurs  des  coordonnées  du  centre  de  gra^ 
vite,  (équations  (3)  de  l'art.  1191)» etaux  constantes  n,  A_,  et  h,  des 
équations  {H)  de  l'art.  1193,  lesquelles  entrent  dans  les  expressions 
de  dtj  d^i  et  d^  elles  dépendent  de  l'intensité  et  d^  la  direction  dç 
l'impulsion  initiale,  donnée  au  mobile, 

1195.  l'angle  ff  est  formé  par  l'axe  des  ifj  (l'axe  principal  du  corps 
passant  par  le  point  de  .contact  ef.  par  le  centre  de  gravité)  et  par  l'axe 
des't  perpendiculaire  au  plan  fixe.  Soit  0  la  valeur  initiale  de  cet  angle, 
et  posons  la  valeur  • 

(i) ff=e-^^. 

On  aura ,  au  premier  instant  du  mouvement,  o?=o,  et,  à  un  Instant 
quelconque,  d0=idùt.  Si,  dans  Ifiypo^èse  où  ea  serait  un  angle  extrè* 
jnement  petit,  on  substitue  cette  valeur,  et  celle  de  $,  dans  l'équation 
(3)  de  l'article  précédent,  élevée  au  quarré,  et  qu'on  réduise  en  série 


Digitizeaby  Google 


43a  Dynamique  élémek  taire. 

ta  valeur  dç  —j — tirée  de  cette  équation*,  le,  d^veloppeineBt  wra  de 
la  forme 

Vf,  v„.  Vil,,  etc.  sont  des  coefficients  constants.  Neigeant  les  puis- 
sances de  ta  supérieures  à  ta  deuxième,  on  a 


(3).. 

•;'''- j<^,,4;^ ,>_,„> 

et  en  intégrant 

(4) y+'K-.-= 

f  .               "ni  a  —  v,,     \\    j  ut  1.  comtuK 

"H""— i>;:5ti;';.:.  ]■  •"■i,™,,. 

la  constante  /  se  déterminera  par  les  valeurs  initiales  de  f  et  de  «, 
qui  peuvent  toujoure  être  /=co  et  a^^o;  l'équation  précédente  donne 


(6). 


■  '/«         \  'ut  "m   J 


S»  v„f  est  négative,  et,  par  conséquent,  \/^v,„  imaginaire,  sin.  (/+  tl/^iti} 
se  transformera ,  par  les  formules  connues ,  en  exponentielles  réelles. 


Mai 


is  si  yv„f  est  réelle  et  4)ue  — *-^  fit  [  r-^  •*-  "^  j'wifiitf  dfi 

très-petites  quantités,  la  valeur  i)e  eo  sera  constamment  renfermée 
dans  des  limites  très -resserrées,  le  terme  variable  i'm.  (/ -\- tp^T^,) 
âaot  r^vQlutift  Taxe  principal  dpcorps, passant  p^  le  pc^if^>deif(igtjurt 
et  par  le  c^tre  de  gKSjrilé  du  coips,  s'écarter^  et  s'ftgprocbpr»»  P^ 
ïiodiquenient,  4Vn  état  moffPt  et  $«a  digressions  seront  d'aitfjut^c^^Hps 
étendues  que  les  quantités «us-mentioDpécs  8«rwt  plus|>^t«4> 
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La  ligne  4'intersecti(M  du  plan  fixe  H  ^  \Am*  perpendicuhire  k 
l'axe  de  figure  et  passant  par  le  centrç  de  gravité  du  corpe,  furaaïutour  de 
là  perpendiculaire  au  plan  fixe  passant  par  ce  ceptre,  lœ  ntouveœeol; 
qu'on  détermine  en  remplaçant  û  dans  la  première  équation  (2)  de 
l'art.  1 194,  par  sa  valeur  0-\-a,  négligeant  a*,  dans  la  substitution,  et 
mettant,  ensuit?,  |iour«,l)a  valeur  ct<^essusj  on  a.  par  ces  opérations, - 

(6) J^f-^a'dt-^-h'dt  »m.(/-\-tl/l^,) 

a'  et  y  sont  des  coefficients  constants,  et,  en  intégrant, 

h'  

(7) i;=a'^—  ]7^co8.  U-\-tVy,n)-\-f 

f  est  la  constante  arbitraii'e. 

L'équationr</^=(^^  +  cos.i?^^,  (art.  ii5i  équations  (3)), donnera 
une  valeur  approchée  de  l'angle  ^^  et  les  angles  0^  "4/  et  ^,  se  trou- 
veront,  assignables,  en  fonction  du  temps;  on  aura  donc,  k  chaque 
instant,  les  inclinaisons,  par  rapport  au  plan  fixe,  tant  de  l'axe  du 
corps  passant  par  le  point  de  contact  et  le  centre  de  gravité ,  que 
du  plan  perpendiculaire  k  cet  axe  et  passant  aussi  par  le  centre  de 
gravité,  plan  qui  renferme  les  x,  et  jy,.  On  a,  d'ailleurs,  par  les 
équations  (3)  de  l'art.  1191 ,  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  à 
un  instant  quelconque,  et  le  problème  se  trouve,  ainsi,  complètement 
résolu 

Dans  le  cas  particulier  oîi  on  aurait  Vf^o  et  y„=so,  l'angle  e» 
serait  nul,  et  la  valeur  de  û  constante;  t'axe  passant  par  le  point  de 
contact  et  par  le  centre  de  gravité,  formerait  donc,  alors,  un  angle 
invariable  avec  la  perpendiculaire  au  plan  fixe.  On  aurait,  en  consé- 

djP_ 
dt  ' 

et  la  ligne  d'intersection  du  plan  fixe  et  du  plan  perpendiculaire  à 
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l'aie  de  figure  du  corps  passant  par  son  centre  de  gravité,  aurait,  autour 
de  la  perpendiculaire  au  plan  fixe,  {tassant  par  ce  centre,  un  moU" 
ventent  de  rotatîoa  uniforme. 


Fin  de  la  troisième  sectioh. 
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DE    DrNAMiqUE. 


S  E  C  T  I  O  N    î  V, 

QUI  TRAITE  DU  MOUVEMENT  DES  CORPS 

ET 

DSS  SYSTÈMES  DE  CORPS  DE  FORME  VARIABLE. 


ObievralioD»  préliminaires. 

II 96.  LjA  partie  de  Ta  mécanique  dont  je  vais  entretenir  les  élèves, 
offre,  aux  géomètres,  d'inépuisables  sujets  de  recherches  et  de  médi- 
tations; les  efforts  <)u*on  a  faits,  pour  rendre  les  résultats  de  ces  re- 
cherches utiles  à  l'astronomie,  et  aux  sciences  physico- mathématiques 
en  général ,  ont  singulièrement  contribué  aux  progrès  des  méthodes  de 
l'analyse  transcendante  ;mais  ces  méthodes  n'offrent  point  encore,  à  beau- 
coup près,  toutes  les  ressources  désirables  à  la  mécanique,  quoique  celle-ci 
.fournisse  les  équations  différentielles  de  tous  les  problèmes  relatiHi 
aux  systèmes  tant  solides  que  fluides ,  problèmes  dont  les  solutions 
n'ont,  en  général,  vu  les  bornes  actuelles  du  calcul  intégral,  que  des 
applications  limitées. 

Ces  solutions  peuvent  toujours  se  déduire  du  principe  du  mouvement 
exposé  et  démontré,  art.  io35  et  suivants,  au  moyen  duquel  la  mise 
eu  équation  d'un  problème  de  mouvement  se  réduit  à  une  énonciation 
de  conditions  d'équilibre;  elles  sont  aussi  obtenues,  dansi  beaucoup  de 
cas,  d'une  manière  plus  facile  et  plus  immédiate,  par  l'emploi  d'autres 
principes  dont  j'ai  déjà  entretenu  les  élèves,  et  sur  lesquels  je  reviendrai, 
pour  les  présemer  et' tes  démontrer  dans  toute  leur  généralité.  Ces  prin- 
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ciprs  sont  ceux  de  la  conservation  du  mouvemenr  du  centre  de 
gravité j  des  aires j  an  forces  vives  et  de  ta  moindre  actions  les 
élèves  connaissent  déjà  l'usage  du  premier  ,  pour  des  déterminations 
importantes,  et  je  leur  ai  fait  voir  quelques  applications  des  autres  â 
des  cas  particuliers. 

1197.  On  considère,  ordinairement,  Tes  changements  de  forme  d'un 
corps  ou  d'un  sysléme  de  corps,  comme  opér^,  successivement,  par 
les  forces  même ,  et  les  résistances  ',  dujrf]ueHes  sont  dus  les  phénomènes 
du  mouvement  ;  la  mécanique  pratique  offre ,  cependant ,  quelques 
questions  dans  lesquelles  on  a  à  examiner  les  modifications  du  mou- 
vement résultantes  de  changements  de  forme  qui  ne  sont  point  ojîérés 
par  les  forces;  je  vais  donner  un  exemple  d'un  problême  de  cette  es- 
pèce^doatla  solotran  sera  une  additioft  utils  à  la  diéonecKi  pendule 
composé,  exposée,  art.  1095  et  suivants. 

De*  variatiom  qu'éprouvent  les  durée*  des  oscillationi  d'un  pendule  composé, 
lorsqu'on  déplace  une  partie  de  la  masse  de  co  pendule. 

1 196.  J'ai  publié,  dans  le  volume  de  la  Connaissance  des  temps 
de  iSiy^  un  mémoire  sur  un  Nouveau  moyen  de  régier  la  durée 
des  oscillations  du  pendule  (*),  en  employant  un  poids  curseur 
qu'on  fait  marcher  le  long  de  la  ligne  perpendiculaire  à  Taxe^e  sus- 
pension et  passant  par  le  centre  de  gravité  du  système  des  deux  corps; 


("}  M.  Pelremand,  l'un  des  artistes  employés  dans  les  attellers  dii'  Célèbre 
borloger  M .  Bregnet ,  a  remarqué  qu'en  adaplaut  un  poids  curseur  à  la  verge 
d'un  pendule ,  on  «ceélérait  l«  mouvement  propre  de  ce  pendule ,  lorsque  le 
poids  curseur  était  placé  entre  la  suspension  et  le  centre  d'oscilltttimi^qu'il  y 
araltune  position  correspondaDtc  à  un  mâJtmum  d'accélératlou ,  et  qu'aux  deMus 
de  ce  point  de  plus  grande  accélération,  dont  la  posîûoa  est. déterminée  théo- 
riquement dans  le  teste,  on  rendait  les  oscillations  du  système  des  deux  corps 
plus  lentes  ou  plus  promptes  ,  respectivement ,  suivant  qu'on  élevait  ou  qo'oii 
abaissait  le  poids  curseur,  l'eflct  inverse  ayant  lieu  au-dessous  du  même  point. 

Des  tavants  auiquelsM.  Brcguct  a  fait  part  des  observations  da  M.Pefrcmand, 
ont  cru,  an  premier  apperçu,  que  cet  artiste  se  trompait  dans  les  conclurions 
qu'il  en  tirait,  ce  qui  a  détarraioé  M.  Bregnet  à  me  prier  de  &ii«  un  eiamM 
théorique  de  la  question ,  qui  peut  fournir  aux  élèves  un  sujet  uiil*  d'eier«ict. 
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je  y&îs  démontrer  les  formules  et  les  théorèmes  que  j'ai  donnés,  sans 
démonstration  dans  le  mémoire  cité,  où  j'ai  ezposé  quelques  propriétés 
du  pendule  composé  qui  n'avaient  pat  encore  été  remarquées;  voici 
l'énoncé  du  problème  à  résoudre. 

Un  corps ,  solide  et  pesant ,  oscille  autour  d'un  axe  fixe  horizontal  ; 
un  autre  corps,  solide  et  pesant,  peut  glisser,  par  un  simple  mouve- 
ment de  translation,  le  long  de  la  perpendiculaire  à  l'axe  de  rotation, 
qui  j  partant  de  cet  axe,  passe  par  le  centre  de  gravité  du  premier  corps, 
et  sur  laquelle  perpendiculaire  le  centre  de  gravité  du  second  corps  est 
assujetti  k  se  mouvoir.  Il  s'agit  de  trouver  les  formules  du  mouvement 
commun  du  système  de  deux  corps,applicables&  une  position  quelconque 
de  celui  dont  la  position  peut  changer. 

Soient 

La  masse  (représentée  par  son  poids)  du  pendule  composé 
■ëparé  du  corps  curseur. JP 

La  masse  (représentée  par  son  poids)  du  corps  curseur f? 

La  distance  variable,  k  l'axe  de  rotation,  du  centre  d'oscil- 
lation du  système  de  P  et  pj  c'est>à-dîre,  la  longueur  du  pen- 
dule synchrone ^ 

La  distapce ,  entre  le  même  a^ie  de  rotation ,  et 

le  ieentre  de  gravité  \     «'^••••••r •• * 

(^  de  ^,, ..,..,,...,.,,, ., « 

La  valeur 'dé  at  correspondante  au  màcéimum  d'accélération, 
c^est'-à-dii«,  au  minimum  de  longueur  de^^  ou  du  pendule 

synchrone,  .  ; X 

Valeur  de^,  correspondante  à  a!=X-  • . . , ^ 

Lemomentd'inertie,  de  Pou  Atp,  respectivement,  parrapport 
à  un  ave  parallitê.à  l'Aze  de  rotatioq  et  passant  par  le  centre 

P PJC> 

P f • pk\ 

En  désignant  par  a,  la  distance,  correspondante  à  une  valeur  quel- 

f;onque  de  m,  à*i  centre  commHn  de  gravité  à  l'axe  de  suspension,  et 

par(P+/»)  («,»  +  ^,*),  art.  io6i,le  moment  d'inertie,  du  système 

4es  deux  masses,  rapporté  à  l'axe  ^e  SMspciifsion ,  00  a,  art.  1099, 

f  Ô4 


de   gravité  [   ^^^ 
l  de; 
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j'=ia,-l-  — T—  *  or,  art.  873,  dam  le  casdoot  il  s'agit  ici,  «,=  •  é%  • 

et,  art.  io6i, 

{P^p)  («i/+*/)  =  i'(K«+««)+;;(A»+.T»>,  d*où 

Aant  substituées  dans  celle  de_y_,  on  a 

,  P(K'  + a») +;.(*' +  x') 

^    ' ^  aP-yxp 

si  on  fait,  pour  abréger. 


(=■)• 


j  — (a'  +  X>)4»"=\^' 


^..  =  a 


l'ëquatibn  (  i  )  deviendra 

^   '  -'  £  +  *  S  +  x 

et  prraantla  vateurde  a;  tnjy' 

(4) ^=^j;±Kir"+5jK— ^» 

1199.  On'  peut,  maintenant-,'  juger  de  ^influence  qu'a,  «ur  le  mou- 
vement- du-  pendule  j  le  déplacement-  du  poids  curseur  ^^  ou  la  va  - 
leur  dp  Xf  dans,  l'équation  (3).  de  l'article  précédent  ;  si  on  Êùt,  dans 
cette  équation,  3:=:^  so,  OD  aura  jr=3+9o.  Ainsi  lalpngwur^,  du 
pendule  synchrone.,  n'a  ppint  de  limites  d'augmentation;  mais  elle  en 

aune  de'di'mînùtiôn'qii'on  trouve,  soit  en  faisant -rj^  ^  o ,  soit  en 

égalant,  $  xéro,  U  quantité  qui  est  sous  le  radical' de  Véqutttion  (4) 
de  l'article  précédent^  ce  qui  donne, 

(.) {%'>f''^^^^^\ 

Ainsi  gn  a  deux  v^eurs  de  Sf  qui  satisfont  ïi  la  condition  -jc-s=o, 
savoir— S +  ï>^.rf"  +  JS»  et— (B+i/^»+-5»)î  bprçthiére  suppose 
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que  le  centre  de  gravité  du  système  deP  ktp  est  au  -dessous  de  l'axe 
de  suspfcneiioil,  c'est-à-dire,  que  ce  ^téme  jouit  de  là  stahilité,  ou 
qu'écarté  de  la  position  d'équilibre  il  y  reTtent  et  oscille  de  part  et 
d'autre  de  cette  position;  la  seconde  valeur  supfiose  que  le  centre  de 
gravité  du  système  e^t  au-de^us  de  t'axe  de  suspension;  dans  ce  cas  le  -^ 
système  n'a  pas  de  staùitifé-^  si  on  l'écartede  la  positiort"  d'équilibre, 
il  continqe  à  s'ei^  éloigner  ^uelqije -petit  que  soît  l'écart  initial. 

p 

On  a^=3o,  au  point  de  l'aie  des  ar qui  répond  à:c  =  — B= a 

celui  où  il  faut  placer  le  poids  cuiseuv  pou^it^e  le  centre  de  gravité  du 
système  se  trouve  sur  l'axe  de  rotation,  etqiti  .partage,  en  deux  pafties 
égaies,  la  distancé  entre  les  points'  peut  lesquels  on  a  les  valeurs 
X = — fi  +  Z/J?M^^  et  T =— (  fl  +  ^^5*"+B»)  ;  de  part  et  d'autfe 
de  ce  point  moyen,  des  râleurs  égales  de  x  dorment  dés  valeurs  égales 
de^,  lesquelles,  après  avoir  passé  par  les  minima 

ont  ensuite  de^  augmèntatiori»  sans  Bomes;  '  '   ^ 

1200.  La  construction  éoiv&nté  n#ttra  àSna  le  plus  gràlAd  jour  les  Fig-  t3- 
propriétés  du  pendule  qui  a  Une  partie  de  sft  nAsâe  mobile  le  long 
de  son  axe,  ]e  mène  deux  droite»  K  CK  et  K'  CK',  faiêastt  »at»  elles 
un'demi- angle  droity  <4  jtfsUppo^,  podr  p)u&  de  clarté,  la  li^é  RCK 
horizDittde.  Entre  ces  lvg»e&,  eomtMS'  t^yntptm^,  je  cdnArns  l'hy  - 
perbolft  W  S'W  ^   qui  a,   pdut»  axe<>  £(?£  et  doHt  Péquation  est 

H=s^ ■ — l ,en  désistant  par  f  la  longueur  CGj  prise  sur 

une  assymptote,  et  par  57  la  parallèle  ■Gilf  .à  Fàutrè  assymptôte: 

Les  deux  branches  de  cette  hyperbole  donneront  toutes  les  longueurs 
du  pendule  synchrone,'  correspondantes  ^  des  positions  déterminées  du 
poids  curseur  p^  et  réci^ï>quement  ;  voici  comment  on  les  obtiendra. 
On  tracera  une  ligne  droite  -FC^i^^  qui  partage.en  dclix  parties  égales 
toutes  les  verticales  ccmiqè'^ff,  É^E^^  tëfinmées  aux  deuxassym- 
ptotes,  lig;ne  qui  sera  un  diamètre  de  l'hyperbole,  et  nlenant  une  hori- 
zontale JT^Fà  uifc  'àiHahcè  S^^^^ff'j  atfidéièbm'de  l'horizontale 
JTCJC,  on  prendira,  pour  pDH)tdeWpR(8ilNi'rViM)?n«<:tâai«  ^de  Fi^T 
et  FjiFj  et  on  mènera  par  ce  peini! -^-1*  véwiti^e  Jfj^JT  qpi  wpl^ 
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sentpra  la  ligne  le  long  de  laquelle  le  poids  curseur  est  assujetti  k-ae. 
mouvoir,  dans  la  position  od  cette  ligne  se  trouverait  si  le  système  élaic 
en  repos.  Maintenant»  sott  Q  une  position  du  poids  curseur /^^  l'hori- 
zontale QM  sera  la  longueur  correspondante  du  pendule  syBcfaroBC} 

En  effet  on  a,  par  hypothèse,  GM==ldH^Kj- 

etGM=QM~QG=^ÇM—ÇB=QM-~(JÇ~yéB)j 
CG=GFxyl  ^QB'  xyl  ^  {JQ  +  AB')  x  V~i. 

substituant  ces  valeurs,  faisant  AQ^=Xf  ÇM=j-j  et  remplaçant 

AB  et  AB'  par  leur  valeur  commune  Bj  on  a 

jr-(a>-B)=l^-^^^L-^,  d-o6^=;>:-ff+,-g^, valeur 

de^  donnée  par  l'équation  (3)  dé  l'art.  1198. 

I^es  plus  petites  valeurs  dej^^  ou  de  la  longueur  du  pendule  syn- 
chrone, correspondent  aux  points  S"  et  S"  oli  la  courbe  est  rencontrée 
par  le  diamètre  FCFj  puisque  ce  sont  les  deux  points  dont  les  abcisses 
AH  et  AH'  sont  les  moitiés  des*  ordonnée»  correspondantes  HS*  et 
ffS"f  condition  énoncée  par  la  deuxième  équation  (1)  de  l'article 
précédent.  A  chacun  de  ces  mêmes  points  S*  et  iS"^.la  tang^te  de  la 
courbe  est  verticale.     .  .    -       . 

.  Cest  au  point  £'^,de  l'^ymptote  horizontale]  qu'il  faut  jf^acer  Iç 
poids  curseur  p  pour  que  le  centre  de  gravité  du  système  SQtt.sur  la 
suspensions^-  et  là  l'ordonnée  j^  se  cooftuid  avec  l'assymptût^;  c^t« 
ordonnée  diminue  ensuite ,  de  part  et  d'autre,  depuis  B'  jusqu'en  H 
et  en  ffj  et  au>'delà  de  ces  deux  points  elle  augmente  indéfiniment.  ' 

L'équation  de  l'hyperbole,  rapportée  aux  coordotmées  rectangulaire* 
Cr^Kj  !rjlf=^^  parallèles  aux  axe»,  est 


on  a  de  plus 


demi  -  grand  a^e. 


j  2  (A'-j-B')  h 


1  [demi-petit  aie^=  1  a{^*+B*)  (1^—»)  j' 
laoï.  Les'âèves  pourropt.voir,  dans  le  volume  de  U  Ginnaissance 
des  temps  de  1817,  ci  •dessus  citéj  comniçDt  la  tl^rie  exposée  depuis 
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l'art.  1198  s'appUqoe  à  l'art  de  régler  les  pendules.  On  emploie  com- 
munément, pour,  cette .  opération ,  des-  vis  de  rappçl  placëes  au  -dessous 
de  la  lentille,  et  qui  tournées,  dans  un  sens  ou  dans'rautre,  haussent 
ou  baissent  cette ,lenttUe;  lorsque  la  suspension  est  k  ressort ,  U  vis  tient 
au  ressort  et  en  tournant  l'écrou  placé  au-dessus  dulpendùleop  hausse 
ou  on  baisse  sa  masse entïiresans  être  obligé  de  l'arrêter;  mais,  daiis  ces 
divers  mouvements , une  variation  de  i"  ensuit',  jour,  ne  répond  qu'à 
un  déplacement  du  centre  d'oscillation  de  —J^  (environ  j^ }  de  milli- 
mètre, et  la  petitesse  de  cette  quantité  est  un  ÎDConvénient ,  au  lieu 
qu'en  employant  un  poids  curseur  égal  à  '  la  rooo*  ipartie  dq  poids  du 
pendule  ,  on  aura,  près  de. la' position  correspondante  au  maximum 
^'accélération,  une  marcbe-.de, o™ >■  i  ;dà'  ce  poids  curseur, ' pouf -pro'  ~ 
duirë  à  peine  une  variation  dé  7  seconde  ;  près  de  la  suspension  ^  la 
même  marche. ne  donnera  qu'une  variation  d'environ  4'%  ce  qui  pro- 
cure un  avantage'  très  -  considérable  pour  la  commodité  et  la  précision. 

Meuvement  d'ba  «yiléme  de  ccwpi  coili|»Mé  d'an  oorpt  SI,  tournant,  lutonr 
d'un  axe  fixe,  et  d'un  nombre  quelconqfia  dq  corp>^,  auujettii  à  te  mouvoir 
•ur  la  perpendiculaire  menée  du  centr«  de  gravité  du  corpi  X  lut  l'axe  fixe 
de  rotation. 

1202.  Si  le  poids  curseur  dont  il.  est  question  dans  le  chapitre  pré- 
cédent n'était  pas  retenu  dans  la  position  arbitraire  qu'on  lui  donne  sur 
la  ligne  qu*il  peut  parcourir,  îl  glisserait'!^  long  de  cette  ligne  pendant 
que  le  pendule  se  mouvrait  ;  il  est  bon  d'examiner 'cette  hypothèse, 
et,  pour  en  rendre  l'examen  plus  instructif,  je  traiterai  le  cas  d'un 
npmbre  indéfîhi  de  masses  ft ,  placées  sur  la  perpeûdipiilaire  menée  ^  du 
centre  de  gravité  dé  Jtf,  k  l'aie  'die  rofàtïon.i 

Soient 
Le  moment  d'inertie  de  la  masse  M,  par  rapport  à  l'axé  de 

rotation '..■..       K 

La  longueur  de  la  perpendic{«la|re  menée  de  son  centre  de 

gravité  à  l'axe  de  rotation {: ", a 

La  distance,  au  bout  du  tciivps  t,  d'upe^des  masses /le,  à  l'axe 

de  rotation V.V..-.v...~.. .  \  .',',.'..\.  \ .       p 


Digilized  by  LjOOQ  IC 


LRTiHstaDèr'i.BÛ  fiDia  dutempa  /, 'd'une  dttnÉasse3^«;kun''        

'i-pltol'CKe  pànaiit  >par  Pasé  rotatibu:.j ^....        m 

Ib-A' 4(statiç«'  de  bt,  même  masse,  au  bout  du  temps  /^  à  un 
..iWlre-pI^m  fixe,  perpendiculaire  au  précédent,  et  paasant 

■  .aumiipar  ['bBeiderotation. ..;.....  i..  j y 

f  w^e' 'ffHimfl ,  OU'  botit  du  tv(n|is  t^  par  la  ligne  a  et  pu 
l'un  ^ii|'p3mllHe>aiui.â:  et  k  l'ue^le  FOtation>... ....... .        a 

La  vitesse  aogtiUiredu  kyst^me,  au.  bout  du^temps  t ^ 

La  farce  acc^rstrice  due  ^jU'  pesaatenr g 

f*&'  14*  ÇÇ"-  ^puéseote  la  covpe  dis  corps'if,  par  uu  plan  vertical  perpen- 
dtcuUtra  k>raxe  de  rotation  et poutlnt  par'le centra  degiapité  Cdece 
cofps-;iL(tf]e9t:iIe  poiet  oq  le-plan  cQOfant'rei^Dtre'  l'axe  de  rotaticm; 
«if  ^leti -u^  K:  sont  deux- axes' reetangt^aires  sur  lesquels  ac  comptent 
ce»peal)iie»ent  les  x)  et  \çs^j-AC?iS  ç$t,  au  bout  du  temps  t,  la 
positioB-  dft  la  ■droito  sur  laquelle  se  trouvent  tous  tes  corps  ft ,  l'un 
desquels  est  placé  en  Nj  au  bout  du  temps  /  +  di^  cette  droite  prend 
la  pwtûv»  À  N*'^  «t  le  a0«pB>^  la-  p«ai<ion  N's  sùin  «ai.» 
'■  angle-  XAS=co*;  A€^à 

■'  CR=aûa.eo}  AP=xj  J'P'  =  x  +  dx 

CD  =  acos.a>î  NP—jj  IVP'=y  +  dj- 
i£o3.  Je  vaif  maintenant  examiner  les  phénomènes  du  mouvement 
qui  ia  lieu  ail. bout  du  temps  i,  et  diercher  les  expressions  des. quantités 
q'ui  s'y  rapportent  et  que  j'introduirai ,  ensuite ,  dans  les  équations 
fournies  par  le  principe  général  du  mouvement. 
■  Le  sj^téme,  et  par  conséquent  le  corps  Mj  ayant  au  bout  dutemps  / 
une' vitesse  angulaire  Q  autour  de  l'axe  horizontal  de  rotation  ^  si  on 
désigne,  par  Pj  le  moment,,  rapporté  à  cet  axe,  de  la  force. capable 
de  produire,  dans  la  seule  masse  M  y  considérée  comme  séparée  dés 
masses  fi,  la  vari^tioji  d^,  qui  aura  efTectivement  lieu  dans.le  système, 
on  aura,  art.'ioë9, 

L'wi  des  corps  /t,  parvenu  au  point  Nj  au  bout  du  temps  t^  a, 
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parallèlement  aux' iT  et  aux_j>'_,  les  vitesses  respectrves  -t—  iet  ~^,  dont 

l«  variatiôds  effectiyes  sont  — ; —  et— ?2_-  représentative  dès  forces 

motrice»  r  ■  -  —  et  ^j  f'',  L*s  cmnposBDteé  de  ces  foccts  dans  le 

dt*  oi*  î  ■        I  ■ 

sens  de  la  directio»  du  Tnouyén»;iit  de,^  et  d^is  les  8^  Nkf  et  Nn 

perpendiculaires,  à  cette  direc^op,  sont'.       .    ;    ,.:-       -.  .  \ 

Compoiante»  I  dans  \t  Sens  7V5 '. Jf^^—J  Cos.  a 


1  dans  >fe^B«n»'  Hn',\ 


dt^ 


■  sin.  a 


CompoMMe*  [  dans  ie  sens  fi  S.  .......-....*... jff  !>!-  sin, 

■     ■"        1  aahsle  sebs  W».  .V, . . .  ; .  i  :/:  .■.'. .  ; .  ;-«Çfe-  cos.  «. 


w- 


compDsantéi  I  *'  '  »** 

Ae»forc«  "j     pei^pendicnTai- )'«{«?(/ j'cos.«—(/(/xsin.fi)) 

fl«'"»*;^j;>ernem'à,iV5^  J      \  ,^%"'''',' ' -'' 

dx^d'pQOS.eo — ^çdavfi.cai 


(3).... 


(^«c/psin.t»  -f-/>^â)'Cos.u 

1  — çddeosin.eo— (t^fût^  ^^et 


_  (  dd(>nTi.ot-{-adfde>\cé^m         ■•<■> 
•^       1  A  fdd^co&iQ'^çda^vm.a 
Multipliantla  première  Mladedxiènrte-deoesëquaiioittXS),  re^ctl- 
venitnr,!"  par  OM.w  et  sin.-S9i«t  faisant  là  somme  iJèséquatiorttfproduJtlt; 
s^'par sin. oet ztm.io; «tretranc^atit ta  preiirîère'^uation prodtlnt delà 
'  deuxième;  CFA  a  tes  deux  suiv&ines-  ■'     '  '     '•  ■'  '- 
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\   ddy COS. o  —  ddx sia.&=stdp de»  +  ç dda 

Et  substituant  les  deuxièmes  membres  de  ces  équations  &  leurs  pre- 
miers membres  dans  les  valeurs  (i),  on  a 

(5) ....  <    de*  force»    l  ^ 

I    motrices     I  peypendiciilai- J^^|a'</prfg)+'^'^«^) 
y  qui  ont  lieu   [    remerit  à  iV'5  /  dt* 

I^  moment  de  U  somme  des  composaptes  perpendiculaires  à  NS^ 
pris  par  rapport  k  l'axe  de  rotation,  a  pour  valeurj  .       '  ^ 

{A\  ftp{%d^dv'\r^ddia) 

1204.  Il  faut  combiner  ces  expressions  avec  les  expressions  corres- 
pondantes  relatives  aux  forces  extérieures  qui  agissent  sur  le  système; 
et  je  vais  supposer  que  les  points  matériels  de  cç  s^fénie  sont  soumis 
à  la  pesanteur,  l'axe  de  rotation  et  l'axe  fixe  des  x  étant  horizontaux! 
d^tiS  cette,  hypothèse  I9  ^fpme  des  moments ,  pris  par  rapport  à  l'axe 
de  suspensiop,  des  forces  motrices  imprimées 'par  1^  pesanteur  à  tous 
les  éléments  de  la  masse  Af^  aur^pour  valear,  ïirt.  377,  agM  cos.  aj 
et  la  somme  des  moments  des  forcm  motrices^  Imprimées,  par  la  même 
puissance,  aux  masses  ft,  sera  égale  à  gcoa.  a  S  (fjip)t  on  aura  donc, 
par  le  principe  général  du  mouvement ,  entre  ces  deux  moments,  et 
les  moments  (t)  et  (6)  de  l'article  précédent ,  l'équation 

Je  signe  ^  désigne  yne  somme  de  quantités  de  ifij&pie  espèce,  dont 
chacune  appartient  à  un  des  corps  fi) 

La  composante  de  l'actîoo  de  la  pesanteur  sur  l'utje  quelconque  des 
masses  ft^  prise  dans  le  sens  de  la  ligne  sur  laquelle  cette  masse  est 
obligée  de  ^e  mauv:oiF ,  n'a  aucun  effet  sur  les  aiitres  masses  /f  ^  dont 
les  positbns  et  les  vitesses,  initiîdes,  ne  sont ,.  d'ailleurs^  liées,  entr'ell^, 
par  auame  loi  nécessaire;  ainsi  00  doit  avoir  une  équation  p^iFticp- 
lière  pour  le  mouvement  de  translation  de  diacune  des  masses  ^  le 

lonç 
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long  de  l'acte,  tmant  au  corps  M^  sur  lequel  cette  masse  est  assujettie 
à' se  mouvoir.  Cette  équation,  d'après  lé  principe  généra!,  est  l'égalité 

à  zéro  de  la  somme  des  composantes  ^^sïa.aet.^--^ — éL~£.—J^^ 

cette  dernière,  qui  est  la  1"  composante  (5)  de  l'article  précédent, 
étant  prise  avec  un  sens  d'action  contraire  k  celui  qu'elle  a  eflèctî- 
Vemtnt;  on  a  donc,  pour  chaque  masse,  ou  point  matériel,  fi, 

(a) -^ ^^/    '^  <  «x^ii£sin.fli 

Ainsi,  V  étant  le  pombre  des  masses^,  les  équations  (i)  et(£)  4V 
représentent  un  nombre  y  +  i ,  au  moyen  desquelles  on  devrait  pouvoir 

déterniiner,  en  fonctions  de  f,  les  r+i  inconnuetU,— *-»-4--,..  -v— , 

Mais  cette  détermination  présente,  en  général,  de  grandes  difficultés 
qui  tiennent  à  l'imperfection  de  l'analyse. 

Il  est  bon  d'observer  que  l'équation  précédente  aurait  pu  être  ob- 
tenue, immédiatement,  en  considérant  qu'à  un  instant  quelconque  la 

force  motrice  effective  n      s    se  compose  do  U  force  centrifuge 

fiÇ^ ,  ou  ^^  — T — ,  et  de  la  composante  gff.vai.t9,  de  ta  pesanteur 

ide  {t,  prise  dans  la  direction  de  la  ligne,  fixe  avec  le  corp;  M,  que  à 
est  obligé  de  parcourir,  ce  qui  donne,  sans  culcuj, 

c'estrk-dire,  l'équation  ci-dessus. 

iBo5^Dé8ignant,pariV,lapre83tDnm>rmalequ*exercetmde«cprp9^^  Fie.  14 
contre  l'àxe  tenaat  au  corps  H,  le  l<Kig  duquel  ce  cofps  ^  est  obligé 
de  se  mouvoir,  il  ett  éride»C  que  cette  pression  «st  égale  à  l'escés  de 
lacomposanle^^coSkiVj -de  l'action  de  te  pesanteur,  perpendiodaireà  . 
l'axe  dont  envient  (de  .parler,  sur'la  composante,  normale  à  NS,  dont 
i'aidoniKlt'espt!4uion(>&).artii»^;  pîieion  a^rt^se  eorp^j 
j'équation  .         ■    ■'  ■ 
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(«) Jv=^{^cos.»-^££i|±£^£^| 

.VltCMC  angulaire  et  conierration  dei  forces  viret  dam  le  cai  oh  le  lyatéme, 
mu  ea  vertu  d'une  impuliioa  initiale  y  n'en  sollicité  par  aocune  puitunce 
extérieure. 

iso6.  Si  les  mouvemCDis  des  corps  M  et  fi  sont  indépendants  de 
l'action  de  la  pesanteur,  condition  qu'on  obtient  en  rendant  vertical 
l'axe  de  rotation,  et  assujettissant  les  corps  fih  se  mouvoir  sur  l'hori- 
zontale, menée  du  centre  de  gravité  de  Af  à  cet  axe;  l'équation  (i), 
de  l'art.  1204,  deviendra ,  dans  ce  cas,  qui  rend  ^=-0, 

(1). . .'.  KddG>'^S\ft{2pti(iiit3-{-p'dda)  I  =0 
et  aura  pour  intégrale  par  rapport  au  temps 

da\K-^2:(fi(>')\=Cdt 
C  étant  une  constante  arbitraire,  d'oîi 


di  K  +  2  (fA(t»). 

Cest  la  valeur  de  la  vitesse  angulaire;  si  à  l'instant  oh  on  a  donné 
au  système,  l'impulsion  initiale  qui  l'a  mis  en  mouvement,  le  moment 

d'inertie  2 {^^*)  et  la  vitesse  angulaire — j —  ont  eu,  pour  valeurs  res- 
pectives S(fifo*)  et  }jo  la  valeur  de  C  sera ^o^  X+ ^(«^o')  | ,  d'où 

La  vitesse  angulaire,  à  un  instant  quelconque,  est  égale  au  produit  de 
la  vitesse  angulaire  initiale  par  le  rapport  entre  le  moment  d'inertie 
initial  du  système,  et  le  moment  d'inertie  considéré  au  même  instant. 

1307.' En  conservant  l'hypottièse  deg'=o,qui  réduit'l'équation  (2), 
de  l'art.  (1104),  à  ft{ddp~~çdro^)=^o,  multiplions  cette  équation, 
par  dç,  elle  àeviendra  ft  (dp ddp~—(>dpdio^)  et  la  somme  des  équa- 
tions pareilles ,  qui  ont  lieu  pour  tous  les',  corps  ^du'systâme,  sera  - 

(i.) S  \ft(dp'ddp-^pdpd(ii*)\-i^o-r   '■■     ' 

ajoutons,  à  cette  équation,  ie  produit,  par,  </<»,  de')^équation'('i)ide 
l'article  cité,  nous  aurons,  dans  l'hypothèse  de  ^=0.  ■    ■    ■ 
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-\-Kda>dda] 
et  en  intégrant  par  rapport  au  temps 

(3). ...  2  ]fi(d(}^-\-^>d<a*)  I  +Kde>'^  ^Bdl' 
B  étant  étant  une  constante  arbitraire ,  qui  se  détermine  d'après  les 

valeuis  initiales,  des  distances  f,  des  vitesses  -^  dans  le  sens  de  la  ligne 
perpendiculaire  à  l'aie  de  rotation  sur  laquelle  les  masses  fi  sont  assu- 
jetties à  se  mouvoir,  et  de  la  vîlesse  angulaire  —3 — , c'est-à-dire,  qu'ona 

<4) «=2(^-^)  +  ^lK+2(/'f>.-)l 

(>o  et  «o  étant  les  valeurs  initiales  de  f  et  a>. 

dp^  p^dta*  •  ,  .        .  ,  ,     , 

•^ — :  et  ^—j — —sont,  a  un  même  instant ,  les  quarres  des  compo- 
santes de  la  vitesse  absolue  de  fi,  respectivement  parallèle  et  perpen- 
diculaire à  une  même  ligne,  celle  sur  laquelle  ft  est  assujettie  k  se 

.    .   dp'A-P^de?*        ,  ,    ,  .  ,     , 

mouvoirj  ain^i  — ï — -~ . —  est  le  quarre  de  cette  vitesse  absolue, 

et  2?  (  C.X.  rTXC I  est  la  somme  des  forces  vives  de  tous  les 

corps  u;  pareillement  — -j est  la  somme  des  quarrés  des  vitesses  ab- 
solues des  molécules  du  corps  Mj  c'est-à-dire,  la  force  vive  totale 
de  M.  Le  premier  membre  de  l'équation  (3),  divisée-  par  dt*  ,  est 
donc  la  somme  des  forces  vives  de  tout  le  système,  qui  est  constants 
pendant  la  durée  du  mouvement,  B  étant  la  valeur  de  cette  somme 
de-forces  vives. 

Application  des  formulei  précédentea  &  quele[uea  exemplet, 

laoS,  Je  considère  d'abord  le  cqs  d'un  seul  corps  ft  mobile  sur  la 
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ligne  j  perpeii(Uculaire  à  i'axe  de  rotation  >  qui  passe  par  le  centre  de 
gravité  du  corps  Mj.et  je  suppose  cet  axe  vertical,  ce  qui  permet  de 
faire  la  pesanteur  .^=:0.'  Les  équations  (s)  de  l'art.  1A06  et  (3)  de 
l'art.  t207ideviennent,dans  ce  cas,  en  représentaDt,  par  Cla  quantité 
constante  {  K-^fifo'  |  ^o 

{da  _  C 

f£df»  +  {K+fi(>*)da*  =  Bdt'* 
éliminant  dt,  entre  ces  deux  équations,  on  a,  toutes  réductions  faites, 
l'équation  séparée , 


w- 


(x+w-)[(«+^<>-)5-.]j- 

qui  est  l'équation  polaire  de  la  courbe  décrite  parole  corps  ^. 

Si  on  élimine  da>  entre  les  deux  équarions  (t),  ob  aura  ,  pour 
déterminer  les  phénomènes  du  mouvement  du  corps  ft  le  long  de  ta 
ligne  perpendiculaire  à  t'axe  de  rotation ,  sur  laquelle  il  est  obligé  de 
te  mouvoir,  l'équation  suivante, 

1309.  Je  suppose,  maintenant,  qqe  le  nombre  des  corps  ft:  Ht  quel- 
conque, et  que  le  corps  M  est  une  ligne  inflexible  horizontale,  dont 
ta0iasseefitcei)s^  =  o,etle  long  de  laquelle  ces  corps^  sont  assujettis 
k  glisser,  pendant  que  leur  système  tourne  autour  d'un  axe  vertrcal 
auqud  la  ligne  inftexible  est  fixée  k  l'origise  des  distance»  p.  On.  peut 
encore  poser  ^"=0  dans  le  cas  dont  il  s'agit  ;  00  ai  par  hypothèse, 
Jls^o,  et  l'équalioB  (a),  de  l'art;  iao4,doBarr,  pour  iw  cocps  quel- 
eoMfue 

(  I  )  .  .  .  .  ddf  :=  f  dcD* 

les  équations  (2)  de  l'art.  1206  et  (3)  de  l'art.  1207  deviennent,  en 
conservant  ta  TettrC  C 
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(3> S\f*iétf»-¥^  ffiééàf).\=>Bdfi 

substituant,  dans  (3),  la  vakur  généraln  de  ft/a',  donnée  par  (i),  on  a 

i[/*(*/p*  +  Çtfdp^  \  =±iBàc» 
et>  en  intégrant,  par  rapport  au  temps^  oo  trouve 
par  une  i"  intégrarion. . . .    S{fi(fdç):=Btdt  •{■  ^Fdt 
et  par  une  2"  intégratioik  * . .  X-{fi^)  si»  Bi*-  +/'*  +  <? 
F  et  G  sont  deux  nouvelles  constantes  arbitraires  introduites  par  la 
double  intégration. 

Substituant^  pour  2  {ftp*),  s*  valeur  donnée  par  (a),  on  obtient 
finalement, 

,  ,       ■   j  Cdt 

équation  séparée  qui  donnera  le  raouvemeot  anguUnre  du  sygfiéne.  Oo 
a  vu  précédênuaeot  ceiqu'étaient  le&  constantes  C  et  B^  U.  v^eur  de 

la  yttesse  ^correspondante  &  /=6,  étant  »;«,  on  a  J^^a2(^^o,Co) 

etG=^(/<f»o). 

^'  et  (>'*  étant,  au  bout  du  temps  t,  Tes  distances  respectives,  à  l'axe 
de  rotation,  de  deux  des-  corps  fi,  que  je-désigpe  par /('  et  /t"jWk  a, 
d'après  l'équation  (i) 

dd(i'=fi'dta.*i  ddf/'=p''4m* 
d'où  on  conclut 

(5) p"ddp'-^^ddpf'^o.-  ■ 

et  en  intégrant  par  rapport  au  temps , 

(6) p."  d^—^'dp!' =C,dt  i  c,  ert,Uooii«taato*-bilrflire. 

on  aurait  entre  la  même  distance  p'  et  une  autre  distance  p"',  au  bout 
du  temps  â,  .'.■■...  t    ■    ' 

(?) .p"'dp''-p'dp"'=C,fdt   \    C„  Bit  1*  (JBOrtante  •rbilrair». 

et  on  déduit  ile  (6)  et  (7) 

diviaant-pan^^et'intélïraQt;  '..  '-,■■•- 

^  *'        f*  .J,,»roduit«Bar  l'intégratiottf 


,  M  J„ 
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On  aurait,  en  général,  pour  une  distance  f>(Bj. quelconque, 

(8) -Ç='S(.)^+/(.) 

^(d)  ety(D)  étant  des  constantes  par  rapport  au  temps. 

soit-i— -=^,  d'oïl  d^'^=çf  dip-\-'4'dç' ,  oo  aura 

par  l'équation  (6) ^ç'*d-^=.C,dt {9) 

pari-équation  (8). .../*(">  r-Ç^y=^t°MC^*C«.)+/(-))i»-(io) 

on  peut  former  autant  ^'équations,  «eiuWayçs  à  cette  dernière,  qu'il 
y  a  de  corps  ft,  en  donnant,  dans  chacune, à  *(„)  «t^fn)  1«  valeurs 
convenables  ;  1^  et  le  dénominateur  ^*  sont,  généralement ,  les  seules 
quantités  qui  leur  sont  communes;  faisant,  ensuite,  la  somme  de  toutes 
ces  équations,  on  a,  à  un  instant  quelconque 
■2^(<«f')=>''  (AV*+ft"^+A"');  '^'j  A''  «  À"' étant  des  constantes, 

Stibstituant,  dans  l'équation  (a),  pour  <// sa  valeur— -^p^— 

«t  pour  £(/£()')  ta  valeur  qu'onvient  de  trouver, on  a 

et  en  substituant  peur  t^e  sa  Valeur  (4) 

équation  séparée ,  de  laquelle  on  tirera  1^=^  (/} ,  (^  étant  le  signe 

'  '  ■  •'■  -      d'ô  '     '        '        ■    .  ' 

de  fonction)  et     ,    =a^^(f);  on  aura  donc,  en  combinant  cett« 

équation  aveg  ($),!&  valeur  de  ^  correspotidante  à  un  instant  quel* 

conque,  et  ^,  ou  -S-j-,  et  ç',  étant  ainsi  dooDues,  dn  en  conclun, 

pour  le  même'  instant,  l'une  quelconque  des  autres  distances  ^  par 
l'équation  dont  (8)  est  le  symbole  général. 
Les  donslantes  C/ef.C),  sont  données  -par.  les  valeurs  Joitiales  des 
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distancw  ^', ^"  ei^"'et  parlesvaleiirsinitialesdesyîtesses-rj— >  -4—» 

— ^ —  dos  masses  i^ ,  tt"  et  fi'",  dans  le  sens  de  la  ligne  perpendiculaire 

à  l'axe  de  rotation  qu'elles  sont  obligées  de  parcourir,  i^,,  et  les  ietyde 
difTérents  accents  sont  donnés  par  6',_,  C,,  et  par  les  valeurs  initiales  de 

ï—    C_  etc.  le»  autres  constantes  se  déduisent  de  .celles  dont  je  viens 

e    e 

de  parler;  ainsi  le  problême  du  mouvement  d'un  nombre  quelconque 
de  cor|)s ,  assujettis  à  glisser  le  long  d'une  lign?  inflexible  et  horizontale , 
tournant  autour  d'un  axe  vertical ,  est  complètement  résolu. 

lAio.  Je  vais  maintenant  avoir  égard  k  la  masse  du  corps  M ,  en 
conservant  la  condition  de  la  verticalité  de  l'axe  de  rotatioû  et  de 
\' horizontalité  de  la  ligne  perpendiculaire  k  cet  axe  et  passant  par  lé 
centre  de  gravité  àe  M ,  sur  laquelle  les  corps  fi  sont  assujettis  à  se 
mouvoir:  je  suppose  que  le  système  a  été  mis  en  mouvement  par 
une  impulsion  donnée  au  corps  M,  laquelle  a  déterminé  la  rotation, 
tant  de  ce  corps  M  que  des  CQrps  ^,  autour  de  l'axe  vertical  fixe. 

La  solution  de  ce  cas  se  ramène  facilement  à  celle  du  cas  qui  a  été 
résolu,  art.  iao8.  Pour  cela,  j'observe  que  l'impulsion' n'ayant  été 
donnée  qu'au  corps  M ,  chacun  des  corps  [t  n'a  pu  commencer  à  se 
mouvoir,  dans  le  sens  suivant  lequel  il  s'éloigne  de  l'axe  de  rotation,  qu'en 
vertu  de  la  force  centrifbge,  et  que,  par  .conséquent,  sa  vitesse  initiale; 
dans  ce  même  sens,  a  été  inOniment  petite  ou  nulle  ;  en  t^et  on  S,'dam 

l'équation  (6)  de   l'article    précédent   ^",~X~ — sL..*^'.  =:C,,  au 

^q  étant  la  vitesse  angulaire  initialie  du  système, d'où  > 

•■       c,=8.o</,((,'.i-p".)=-i. 

On  a  donc  p'' do'  —  p' dp"=o,  ou  — a—  =  — ^7— et  en  intégrant 


premier  instant  du  mouvement, .--^-^  =  go*po''^'j  ~f^=%'op"'di. 
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^'k=  J2,,^',  d'où  on  conclut,  pour  une  distance  f(")  quelconque, 

on  aura  ainsi  S(fip')=&  p'»  en  faisant  G  =  X{fiJ2^)et  remarquant 
^ue4«tt«  lagérJe  des  cûnstaetea  *f2,,  J2„,  /2^^,» . .  „^(,)aoa  ^,=  i, 
les  équations  (a)  de  l'art.  1206,  et  (3)  de  l'art.  1207  deviendront 

i     da  C  f     ObiervM!  que  l'éijuation  (  i  ) 

(a)..,  ?     dt     ^      K-i-  0^'»  Idonne  </jWf"î— /2(o)rf/ 

et  on  déduira  de  ces  deux  dernières  équations,  des  équations  séparées 
entre  dea  et  d^' ,  dt  et  d^' . ,  exactement  de  mômes  formes  que  les 
équations  (a)  et  (3}  de  l'art,  1208,  le  seul  changement  coiuistant  dam 
la  substitiition  de  S  k  fi. 

La  vitesse  angulaire  du  système*  et  toutes  les  circonatances  du  mou- 
vement d'une  des  masses  ^' ,  se  trouvant  ainsi  déterminées ,  on  aura  Jcs 
phénomènes  du  mouvement  des  autres  masses  ft",  /if" ,elQ.  par  les  éqiui- 
tionsque  représente  p(f)^iJ2^nj^(f' ,  les  constantes  lij  de  différents  accents, 
se  déduisant  des  positions  initiales  de  ft' j  ^u",  ^"' ,  etc.  qui  donnent  les 

valeurs  initiales  de  i-j- ,  ^-—  ,  -f- ■■  ,  etc. 

v'    e^     t' 

.itii.  On  arriverait  encore  aux  mêmes  résultats,  dans  le  cas  où  les 
corp4  fi't  ft",  etc.  auraient  des  vitesses  initiales  '^',  '^" ,  etc.  le  long  de  la  * 
ligne  surlequçUe  ils  sont  assujettis  à  se  mouvoir,  si  ces  vitesses  initiales 
étaieac,  entre  ell«B  dans  les  rapports  des  distances  initiales  p'm,  ^"a ,  etc. 
des  çfKftft't  f-" ,  etc,  qui  en  seraient  animés,  k  l'axe  de  rotatiof}.;  o{i 

aurait,  dans  ce  cas,  -^-3.=  ^^'^,  ,..£-  ,  z=8ç'\,  etc.,  9  étant  uo 

nombre  donné,  M  i'équation  p"<-r.-^"-^f^ff    ^  '^  j^C^  deviendrait 

ç"„.ffp't, — ç'Q.&f"<,  =  C,  d'où  C,=s:o,  comme  &  l'article  précédent, 

La  quantité  absolue,  qui  caractérise  chacun  des  cas  traités  dans  cet 

articleet  le  précédent,estia  constante  £jlaquelleap9urvaleur,(£u-t.iao7)j 

dans  le  cas  de  l'article  précédent. . . .      ,   °  j  X-fZ  {f*p*o  )  \ 
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i»ra.  J'ai  suppose,  jusqu'à  présent,  que  l'are  de  rotation  était  ver- 
tical, et  que  les  points  matériels  /*  se  mouvaient  dans  un  plan  hori- 
zontal, ce  qui  annulle  l'effet  de  ia  |>csanteur;  si  l'axe  de  rotation  est 
horizental,  le  corps  fi  continuant  à  se  mouvoir  sur  la  perpendiculaire 
à  cet  axe,  menée  par  le  centre  de  gravité  du  corps  M ,  ta  pesanteur 
aura  son  effet  tant  sur  le  corps  M.  que  sur  le  corps  «;  dans  ce  cas, 
on  fera  la  somme  des  équations  (i)  et  (2)  de  l'art.  1^04,  multipliées 
respectivement  par  d<a  et  par  dç  ,  la  seconde  étant  affectée  du 
signe  X  pour  indiquer  la  somme  de  toutes  les  équations  pareilles  qui 
s'appliquent  ^  chacun  des  corps  jU,  et  on  aura 


Cil     y\^{dçdd^-^dQde>*-\^*daddc3  \ 
' ,  iC  dci  ddcj 


g\  Z\^fi{^dGic<»x)  -H</^sin.«)]  \ 
+gaM,daco8.ai 


dt> 
et  en  intégrant  par  rapport  au  temps. 

Le  premier  membre  de  cette  équation  est  la  somme  des  forces  vires , 
au  bout  du  temps  t,  qui  n'est  plus  constante,  comme  à  l'art.  1107, 
mais  dépend  de  l'inclinaison  du  pendule  Mj  et  de  la  position  des 
corps  ft  sur  la  ligne  commune  que  ces  corps  ont  à  parcourir. 

D'autres  applications  que  je  pourrais'faire,  de  la  théorie  ejtposée 
depuis  l'art.  laos  jusqu'à  l'hrt.  1207,  offriraient' une  analyse  compliquée 
et  peu  satisfaisante,  sans  profit  pour  l'instruction  en  mécanique  ;  ainsi 
je  m'en  tiendrai  aui  problèmes  résolus  depuis  l'art.  1 208 ,  après  avoir 
rempli  l'objet  principal  que  je  m'étais  proposé ,  celui  de  donner  aux 
élèves  des  exemples  élémentaires  de  l'emploi  du  principe  de  la  conser* 
vation  des  forces  vives.  '      ' 

ESetideaintpulaioDiinîtiKlei  doonéuau  ajstfime  de  corps  dont  il  «été  queitioa 
dans  lea  troi<  cbapitrei  précédent*;  phénomènes  de  mouvement  qui  ool  lleit 
lorsqu'un  corps,  jissujeui  |  tourner  a)itour  ^'un  <iie  fixe,  en  choque  .plusieurs 
autres. 

iai3.  J'ai  suppôt,  dans  les   trois   chapitres  précédents,  que  les 

mouvements  initiaux ,  tant  du  corps  M  que  des   corps  ft ,  étaient 

I  S<i 
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connus ,  et,  c'est  d'après  cette  connaissance  et  celle  des  positions  initiales 
des  corps  /z,  que  se  déterminent  les  constantes  introduites  par  les  in- 
tégrations. Lorsque  la  première  impulsion  n'est  donnée  qu'au  corps  M, 
si  on  désigne  par  Q  le  moment,  par  rapport  à  l'axe  de  rotation»  de  la 
quantité  de  mouvement  qui  mesure  cette  impulsion,  la  vitesse  angulaire 

initiale  qiii  en  i-ésultera ,  pour  le  système,  sera — t^— — '■ ;  mais 

^    -,  -    ■  K^-£{fip^») 

si  on  donne,  m  même  temps,  des  impulsions  particulières,  à  chacun 
des  corps  ^,  fi" ,  etc.,  il  faudra  déterminer  les  trois  compcéantes  de 
chacune  de  ces  impulsions,  ta  première  dans  le  sens  de  la  ligne,  fixée 
au  corps  M ,  que  ces  corps  ^«',  ft" ,- etc.,  sont  assujieitis  à, parcourir,  la 
deuxième  dans  le  sens  pçrpendiculaîrc  k  cette  ligne  et  à  l'axe  de  ro- 
tation, et  la  troisième,  qui  n'a  aucun  effet,  perpendiculaire  aux  deux 
autres;  soient  ft'vo',  ft"  v<^',  eit. ,  les  premières  composantes,  ft' t/a, 
ft"  u"o ,  etc.,  les  secondes,  la  vitesse  angulaire  au  premier  instant, 

,          O  +  ^  (  /*  />o'A>  )  ■  .      .  , 

aura,  pourvaleur,  ^ „,    *  -r'-»  *f>  *  ce  premier  instant,  chacun 

des  corps  j«sci;i,  de  plus„'iinimé  de  la  vitesse  c  dans  le  sens  de  la  ligne, 
fixée  au  corps  M j  qu'il  est  obligé  de  parcourir. 

1214.  Ces  déterminations  conduisent,  naturelleraent ,  à  parler  du 
choc  qui  peut  s'exercer  entre..pQ.,(;orps  a^u)etti  à  tpurDei;  aiitour  d'un 
axe  fixe  et  ua  ou  plusieurs  autr^  cor ps.,Consi dérapt  topjouts  les  corps 
//,  //',  etc.  comme,  des  points  matériels,  jç  suppose  que  le  corps  M 
est  un  plan  matériel  sur  lequel  se  trouve  la  direction  de  l*axe  fixe  autour 
duquel  il  tourne;  je  mène,  dans  ce  plan,  une  ligne  passant)  par  son 
centre  de  graviré  et  perpendiculaire  à  l'axe  de  rotation;  j'appelle  cette 
ligne  axe  des  ^>  parce  que  c'est  sur  sa  longueur  , que  se  comptent  les 
distances  f>',  ^",etc.,  de  l'axe  de  rotation  aux  points tJupUn  niatériel  JM 
sur  lesquel  les  corps  ft',  ft",  etc.,  exercent  leurs  chocs;  tous  ces  corps 
sont  ceiist's  se  mouvoir  dans  un  sens  contraire  à  celui  de  la  rotation 
de  M  et  le  rencontrer  au  même  instant. 

Soit  P  le  moment,  par  rapport  à'  l'axe  de  rotation,  de  l'impulsion 
capable  d'imprimer  au  plan  matériel  M,  la  vitesse  angulaire  qu'il  a 
afant  le  choc  ;  décc^mposona  la  vitesse  de  chacun  des  corps  ft ,  prise 
à  l'instant  oîi  le  choc  s'exerce,  en  deux  autres  l'une  perpendiculaire  et 
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l'autre  parallèle  au  même  plan  doiH  la  position  .est  >âeti&ée  ccn^oue 
lorsque  les  corps  fn  rencontrent  le  cor{w  Af^  et  nommons  £7  la  preihière 
composante,  cette  lettre  U  devant  avoir  le  même  accent  que  le  corps  ^ 
dont  elle  représente  la  vitesse;  désignons  enliii'par  ^oi  la  vitesse  angu- 
lairedu  système,  à  l'instant  06  le  choc  est  consommé,  on  aura,  d'aprt-s 
le  principe  général  du  mouvement,  en  continuant  it  désigner,  par  K  , 
le  moment  d'inertie  de  M,  par  rapport  à  l'axe  de  rotation. 


ixi5.  Les  corps  ft  ayant  été  supposés  se^  mouvoir,  'avant  :te<  ctioc^, 
îlansdes  sens  contraires  à  celui  du  plan'rAatértel  ilf^  (foivntt-resttr  siir 
ce'plati  après  Ife  choc.  Lavîtesse  absolue  ifechacun  de'oes  ccM^)S>*,daM 
le  sens  perpendiculaire  au  plan  matériel  M,  a,  pour  valeur,  k  l'instant 
où  le  choc  est  effectué,  fo'^o;  ensuite  ^ étant  le  composante,  parallèle 
au  même  plan ,  de  sa  vitesse  à  l'instant  où  !e  choc  va  s'effectuer,  et  ^, 
l'angle  que  forme  la  direction  de  cette  vîtesse  avec  Taie  des  ji,  ^cos.^» 
et  /^sin.  ^o  seront,  respectivemerrt,  lesyîtesses,  parallèle  et  jïçrpendi- 
culaire  à  cet  aie,  qui  auront  lieu  immédiatement  après. le  choc;  la 
composante  ^cos.  ^o  se  conservera  sans  altération  s'il  ne  survient  pas  de 
changement  brusque  dans  le  mouvement  des  corps  fi  et  si  ces  corps  ne 
sont  sollicités  ni  par  la  pesanteur  ni  par  aucune  aptre  puissance  exté- 
rieure; il  n'en  sera  pas  de  même  de  la  composante  ^sin.  4'o,  la  seule 
force  centrifuge, qui  varie  avec  la  distance  duncorps^  à  l'axe  de  rotation, 
devant  produire  en  elle  des  changemems  instantanés.  Ainsi  chaque 
corps  fi  décrira,  sur  le  plan  matériel  Mj  une  courbe  dont  4'  sera  l'angle 
lie  projection  initial,  à  compter  de  l'instant  où  le  choc  vient  de  s!effec- 
tuer,  pjtr  rap])ort  à  une  parallèle  à  l'axe  des  p.  La  dctermina.tion.de 
cette  courbe,  et,  en  général,  celle  des  phénomènes  des  mouvements  du 
corps  M  et  des  corps  ft,  dépendent  de  la  théorie  exposée  depuis  l'ar- 
ticle  1203:  je  ne  m'y  arrêterai  pas  ayant  donné,  sur  cette  matière, 
tout  ce  qui  est  nécessaire  pour  les  premières  études,  et  je  me  homerïU'  à 
la  conséquence  suivuite- déduite  de  Inéquation  (J3)  de  l'article  pré* 
,'  oédent  et  qui  peut  être  utile  dansles  arts.  : 

iai6.  Je  suppose  que  le  choc  du  plan  Matériel  ilf  s'exerce  sur  un  seul 
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corps,  et  que  de  :plus  ce.corp3^,à  l'instant  du  choc,  se  meuve  perpen- 
diculairement au  plan  choquant ,  la  vitesse  angulaire  du  système  à 

rias'tant  où  le  choc  seraeffectut-,  aura,  pour  valeur,-  _"■■-- — ,1a  vî- 

tcsse  absolue  du  corps  choqué  étant— 4°-— -^ —  ;  (le  signe  supérieur, 

placé  devant  ftfo*  U,  se  rapporte  au  cas  où ,  avant  le  choc,  ^  se  meut 
dans  le  même  sens  que  Mj  et  le  signe  inférieur  se  rapporte  au  cas 
contraire).  On  voit  que,  pour  la  même  vitesse  £/,  antérieure  au  choc, 
la  vitesse  après  le  choc  dépend  de  la  distance  ft^,  à  l'axe  de  rotation, 
du  point  où  ce  .choc  a  lieu;  si  ^o  est  nul,  cette  vitesse  est  nulle  aussi; 
siftoest  inBni,^  demeurant  une  quantité  finie,  la  vîte&se  Z/.  antérieure 
au  choc,  se  conserve-sans'  altération;  entre  ces  deux  limites  il  y  a  un 
maximumàe  vitesse ,  après  le  choc,  qui  a  lieu  lorsque  le  choc  s'eflectue 

à  une  distance  ^o  donnée  par  i  équation  fa*  -^ ^-  fa ==o. 

p 
A  représentant  la  vitesse  angulaire  de  M.  avant  le  choc,,  on  a  A=^  -=• , 

d'où  P=AK,  et  cette  valeur  substituée  dans  l'équation  précédente 
la  change  en 

Si  le  corps  ft  est  immobile  avant  le  choc,  on  aura  ^t>-=l/—  » 

et  si  le  choc  a  lieu  au  centre  de  percussion,  la  valeur  de  ^o  sera, 

art.  1139,^0=  ~^>  en  désignant,  par  a,  la  distance- du  centre  de 

gravité  de  Af  à  l'axe  de  rotation.  Dans  ce  dernier  cas,  Taxe  ne  reçoit 
aucune. percussion,  mais  la  quantité  de  mouvement  communiquée  à  fi 
est  moàndre  que  dans  le  premier  cas;  ainsi  les  conditions  1rs  plus 
fàvoraUîK.à  la, conservation  de  l'axe. et  de  la  machine  où  des  corps 
par  lesquels  cet  axe  pourrait  être  retenu  ,  sont  différentes  de  celles  qui 
te  rapportent  au  maximiim  d'effet  produit  sur  le  corps- choqué  ft.. 


y  Google 

i 


Section  quathiàme.  445 

1217.  Supposonsque  la  masse  entière  du  plan  matériel  Jlf  soit  réunie 
au  point,  où  ce  plan  rencontre  et  choque  le  corps  fi,  ce  qui  revietrt 
à  considérer  cette  masse  comme  un  point  matériel  tenant  à  un  plan, 
dont  la  densité  est  infiniment  petite  ou  nulle,  et  sur  lequel  se  trouve 
un  axe  de  rotation  fixe.  Dans  ce  cas  les  corps  A/  et  ^  se  choquant  k  la 
distance  Ço  de  l'axe  {aCr  on  a  K  =  Mça*  et  l'équation  (J2)  de  l'ar- 
ticle I a  14  devient,  en  y  remplaçant  P  par  sa  valeur  ^A^  ou\-4JI/^»«, 

ji  ^  r°  —  C —  et  là  quantité  de  mouvement,  communiquée  à  u, 
a  pour  valeur 

(n")..../.M,=     ^^-^  f,. 

cette  équation  est  la  même  que  celle  qu'on  aurait  dans  lé  cas  de  deux 
corps  durs  et  libres  qui  seraient  animés ,  avant  le  choc,  des  vitesses  j^^» 
et  i  U.  Si  ^ f  Mf  fi  et  U  sont  des  quantités  données,  l'équilibre  a 
lieu  lorsque  fi  se  meut  dans  un  sens  contraire  à  celui  du  mouvement 

de  M  et  qu'on  a  Po  =     ,  ..  ;  si  «  est  en  repos  avant  le  choc,  sa 
'  j4  M  * 

quantité  de  mouvement  — Tr'  '  ^P""^  '^  choc,  sera  proportion- 

nelle k  fo. 

iai8.  Le  plan  matériel  M  étant  supposé,  comme  ci-dessus,  tourner 
autour  d'un  aie  fixe,  situé  dans  ce  plan,  désignons,  par  m^  un  de  ses 
éléments  de  masse,  par  x  et  z  les  distances  respectives  de  m  à  l'axe 
de  rotation  et  à  un  autre  axe  coupant  le  premier  à  angle  droit  et 
passant  par  le  centre  de  gravité  de  M,  par  a^  ta  distance  de  ce  centre  de 
gravité  de  M,  &  l'axe  de  rotation,  ou  axe  des  Zj  et  par  JJ  la  vitesse  angu- 
laire; la  quantité  de  mouvement  de  m  sera  y. rm,  et  toutes  les  quantités 
de  mouvement  pareilles,  dans  l'étendue  de  M ,  auront  une  résultante 
s=:£  (^xr/n),  OU  f^aMj  dont  la  direction,  perpendiculaire  au  plan  M, 

1  .         ■         -I-  .  ■S(«r"»ï)  I   ^*  j  I.       j 

Je  rencontrera  a  une  distance  — ^=-^ — — — -,  ou<i+- — ,  de  1  axe  de  rotation . 
i^aM  'a  ' 

ou  axe  des  s,  (A*  représente  la  quantité  par  laquelle  il  faut  multiplier  M 

pour  avoir  le  moment  d'inertie  de  cette  masse  M  par  rapport  k  un  axe 

parallèle  à  l'axe  de  rotation  et  passant  par  le  centre  de  gravité)  et  à 
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une  distance  — -^    .,' — :de  l'axe  des  x:  un  obstacle,  placé  au  point  de 

■  «Ai  ^  ^ 

rencontre,  recevrait,  de  la  part  du  corps  Mj  le  même  choc  que  si  ce 
corps  M  était  libre,  et  î)  ne  résulterait,  par  conséquent,  de  ce  choc, 
aucune  action  sur  l'axe;  aussi  voit-on  que  les  distances  j  ci -dessus 
trouvées,  sont  les  mêmes  qui  déterminent,  art,  i  IA9  ,  la  position  du 
aenlre  de  percussion  ('). 

Mourement,  d'uo  corps  pesant,  sur  udb  courbe  attachée  à  un  autre  corpi ,  oe 
dernier  corps  étant  assujetti  à  «e  mouvoir  sur  un  plan. 

1219.  Après  avoir  résolu  quelques  problèmes  sur  le  mouvement  dts 
sy^émes  qui  ont  des  points  ou  des  axes  fixes ,  je  vais  présenter  aux 
élèves  un  sujet  d'étude  sur  les  systèmes  qui,  sans  points  fixes,  sont 
assujettis  h  se  mouvoir  suivant  certaines  conditions;  cet  ordre  d'expo- 
sition est  celui  que  j'ai  suivi  dans  toutes  les  sections  précédentes  du 
cours, 
p.  ^BECNA  est  un  plan  matériel,  mis  dans  une  position  verticale, 

et  assujetti  à  se  mouvoir  sur.  l'horizontale  AXj  ce  plan  est  terminé,  à 
sa  partie  postérieure,  par  une  courbe  CNA,  continue,  et  sur  laquelle 
un  corps,  qu'on  peut  regarder  comme  un  point  matériel,  et  dont  je 
désigne  la  masse,  par  ^,  est  assujetti  à  se  mouvoir.  A  un  instant  donné. 


[*)  La  vitesse  angulaire  ^  coniervant  toujours  sa  valeur,  un  choc  exercé  , 
perpendiculairement  au  plan  matériel  jtf ,  et  mesuré  par  le  produit  Jj  tf  JV, 

arrËterolt  le  mouremenl  de  .IT  s'il  avait  lieu  à  la  distance  a-\ de  l'aie 

de  rotation.  Pour  obtenir  le  même  équilibre,  à  une  distance  quelconque  r  de 


est  infinie  ou  nulle ,  suivant  que  r  est  nul  ou  infini.  Si  on  suppose,  ensuite, 
comme  à  l'art.  1317^  toute  la  masse  du  plan  matériel  Af  concentrée  en  un  seul 
point  de  ce  plan ,  à  une  distance  r  de  l'axe  de  rotation ,  le  choc  capable  d'ar- 
rêter le  mouvement ,  et  qui  a ,  pour  mesure  ,  ^  r  M,  est  zéro  dans  le  cas  où  le 
précédent  est  infini  et  réciproquemeut ;  il  n'exitle,  donc,  de  maximum,  ni 
pour  l'un  ni  pour  l'autre  ,  au  centre  d'osciltatioD  ,  ainsi  que  l'ont  avancé 
quelques  auteurs. 
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que  je  prendrai  pour  l'origine  du  temps ,  le  corps  (i  est  posé  eu  hbut 
de  la  courbe,  en  C ,  et  abandonné  ii  la  pesanteur;  il  descend,  alors, 
le  long  de  la  courbe  CNA  et  exerce ,  par  son  mouvement ,  une 
pression  sur  celte  courbe  qui  détermine  le  plan  matériel  dont  je  re- 
présente la  masse  par  P,  à  se  mouvoif-sur  la  ligne  A^  et  dans  Je 
sens  AX.  Les  vitesses  initiales  àe  fi  tt  P  étant  supposées  nulles,  le 
corp  ft  est  continuellement  en  contact  avec  le  corps  P,  et  te  premier 
corps  en  décrivant,  sur  le  second,  la  courbe  CNA ,  décrit,  dans  l'es- 
pace, en  Tertu  du  mouvement  du  système,  une  courbe  C N' B. 

On  peut,  au  plan  matériel,  substituer  un  corps  dont  ce  plan  serait 
uneseclion  verticale,  passant  par  son  centre  de  gravité,  la  courbe  CNA 
étant  une  rainure^  ou  un  canal  dans  lequel  le  corps  fi  serait  introduit; 
tout  ce  qui  va  suivre  s'applique  indistinctement  à  cette  hypothèse  « 
à  la  prt'cédente. 

Soient,  au  bout  du  temps  t,  A'  H'  Ef  C  N'  A'' \a  aectioti  du  corps 
ABECNA j  ou  du  corps  P,  et  A"  la  position  du  corps  ft  sur  ce 
corps  P.  Abaissant,  du  point  C,  la  verticale  CD ^  je  mène  par  le 
point  N*  l'horizontale  NN' N",  la  tangente  Tt  à  la  courbe  A' N' C , 
la  normale  O  fX  à  la  même  courbe,  et  je  fais 

L'espace    parcouru    pendant   le   temps    /  ^   par    le    corps   P 

=  A  A'  =  NN'= » 

r,a  dcscenleveHicale  du  corps //,  pendant  le  temps  tf^=CN"=     ^ 
L'espace  horizontal   parcouru  j  pendant    le   temps  /,  par  le 

même  corps  =  A"  iV"  = ^ 

L'ordonnée   horizontale    de   la    courbe    CNA   dans  sa    po- 
sition initiale  =  A"'  iV  =» ; * ^' 

L'arc  de  courbe  parcouru,  par  le  corps  ^,sur  le  corps  P=CN'=:     s 
L'angle  /  T X  formé  par  l'élément   de  courbe  sur  lequel  le 
corps  /t  se  trouve  au  bout  du  temps  e,  et  par  l'horizon  =  .  , .     4> 
La  pression  normale  exercée  par  le  corps  ft  sur  le  corps  P...  II' 

La  force  accélératrice  due  à  la  pesanteur. g 

Je  cherche,  d'abord.,  les  expressions  des  forces  motrices  qui 
ont  lieu,  tant  dans  le  corps  ^  que  dans  le  corps  P,  et  je  commence 
par  celles  qui  dérivent  du  mouvement    particulier  de  ft  sur  P.  La 

vitesse  efTective  de^u^cn  iV',sur  la  courbe  CN'A',t%\.  égalée  --^;aiosi  ona. 
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force  motrice  effective  dans  le  sens  de  la  courbe  CN' A' , 

ou  dans  le  sens  N'T "  ,  . 


on  a,  de  plus,  la  force  centrifuge  dans  le  sens  iV  (/s^fi..  -r-j-  -t"  » 
en  observant  que  3-  est  la  valeur  du  rayon  de  courbure ,  d'oii  on  déduit 

CompoMatei  de  la  force   |   dans  le  sens  N'T..,.-  -i- — .■■■■■  .  '^. — -^ 
udsd^  \ 
*'         I  dans  le  sens   N' N" -£- ^— 


dl*       '    sin.^ 

Le  corps  ft  a,  de  plus,  une  vitesse— 7—,  parallèlement  à  jiX,  et 

dans  le  sens  jiX,  qui  lui  est  commune  avec  le  corps  Pj  ce  qui.suppose 
une  force  motrice  effective 

.  adâx 

du  corps  (t C^^ 

■                „                               Pddx 
du  corps  P — -j 

Passant  des  forces  motrices  qui  ont  lieu,  à  celles  qui  soot  imprimées, 
on  a, 

1».  La  réactioil  U,  exercée  par  le  corps  P  contre  le  corps^,  dans 
le  sens  iV'O^  dont  la  valeur  diffère  de  celle  qui  aurait  lieu  si  le 
corps  P  était  immobile,  et  dont  les  composantes  sont, 

Compoiantei  de  la  réac-  |  ^ t ..,. , —  — -; — '— 

tion   n  du   corp   p\  sm.  ^ 

contre  te  corpt/it,  dan*  1  77 

Je  «n.  N'N 


sin^ 


2».  La  force  motrice  g^  imprimée  au  corps  (i,  par  la  pesanteur, 
dont  les  composantes  sont 
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iN'T -4^t^ 
^,^,/ ^^cos--^ 
sin.^  ■ 

3".  La  composante,  parallèle  à  AX^  de  la  pression  II  du  corps^, 

contre  le  corps  P , IIs\n.<p 

La  composante  de  cette  pression^  perpendiculaire  ii  AX,  est  détruite 
par  la  résistance  du  plan  immobile^X 

laao.  On  a  ainsi  ,  pour  le  corps  ft,  deux  groupes  de  forces,  tant 
effectives  qu'imprimées,  un  de  ces  groupes  étant  composé  de  forces 
dont  les  directions  sont  sur  la  tangente  Ttj  l'autre  dé  forces  parallèles 
&  AX,  et,  pour  le  corps  P^  un  seul  groupe  de  forces  parallèles  à  AX, 
Le  principe  générai  du  mouvement  fournira  ainsi  trois  équations  ;  savoir, 
deux  pour  le  corps  ^,  et  une  pour  le  corps  P^  résultantes  de  l'égalité  à 
zéro  de  chacun  des  groupes  de  forces  dont  je  viens  de  parler,  égalité 
qu'on  formera  en  prenant,  soit  les  farces  efFectives  soit  les  forces  im- 
primées, avec  des  signe»  contraires  à  ceux  qwe  comportent  leur  sens 
d'action.  Ces  trois  équations  sont  les  suivantes, 

/   \  ^dds    ■    fidsd^      co8.^        gft  —  IIco%.4>  _ 

^  ^  dt*     '       dl*      '  sin.# '"         sin.^  ~° 

,  ,         ftddx, ,    fidsd<p    .  .  I  gficos.^ — 77"  

^  '  de*  ''       dt*       *  sin. ^  bin.^  '"" 

(3)....  — .; 77sin.^=o 

^   '  dt* 

Je  multiplie  (a)  par  Pj  (3)  par  ft,  et  retranchant  le  deuxième 

dd.T 


produit  du  premier,  —    ■'  ■■  «e  trouve  éliminé,  et  j'ai,  en  multipliant 


par  sin.  ^ 
d'oii  je  tire. 


^^Jf^  —  Pftgcoi.^  +  PU  +  /r/*gin.»  #=0 
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l'cquation   (  i  )  devient ,  en  y  substituant    celte   valeur   àe   12  , 

ftddA.  ùdsJ^tai.^     gft  ^      Pfigcos'.'ip  P/tdsei^cos  41 

di*         dt^     bin^     sin.^     (P+^in.V)s'n  ^     (P+/ sin.»if)i//*sin.^ 
réduisant  les  3'  et  4*  termes  en  un  seul,  et  divisant  par  ($., 
dds    dsdtpco^.^!     Pg+fffjts,\n.^^ — Pgcos.*ip  Pdsdçços.^       _ 

dt^      dt^  sin.^        (P +j«sin.^#)sin.^         (P4-(«sin.V)'''''*sin.^ 
on  a  ^^(i  — cos."^)  =  Pjf3in."iïi,  d'où 
dds      dsd^  cos.#      ^(P+^)sin.^ 


dl^        dl»     sm.<p        P  +^sin.^#        (P  +  ^sin.»^)^i*sin.^~ 
TL-duisant  les  i"  et  4"  termes  en  un  seul 

--,  dds  .ff.dsd^sin.ipcos.^ j;(P  +  ^)sin.^ 

multipliant  par  (P+//sin.»^)  ds  et  intégrant,  il  vient 
Pds^-\-ads'sin.'tp  /-n  1      \/-j     ■     1  jj  . 

{La  constante  est  nulle,  parce 
pOlhi!«,j'==OM/j..ill.#=<=0 


(7)       Jr-     £fffg+^»'"-'*_ 

or  dl^=dssin.^,  tlfdsiin.^=s^,  {l^  tx  s  ont  la  même  origine), 
ce  qui  change  les  équations  (6)  et  (7)  en 

La  courbe  CNA  étant  donnée,  on  a  des  équations  entre  ^,  s  et  i^ 
au  moyen  desquelles  deux  de  ces  indéterminées  peuvent  toujours  être 
exprimées  en  fonctions  Tune  de  l'autre;  ainsi  F  et  J' étant  des  signes 
de  fonction, ona8iD.«^  =  jF(f),i/ji=<f^(f),  et  les  équations  (8)  et 
(9)  deviennent 
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(10).. 


TT-y  p 


p-\-f^{noY 


j^_^cyp{j'(oY-\'/^ 


Les  intégrations  à  &)re  pour  déterminer  !e  mouvement  de  ju  dans 
!e  sens  de  la  courbe  CNA,  et  dans  le  sens  vertical ,  se  trouvent  ramenées 
aux  quadratures.  Il  s'agit  maintenant  de  déterminer  le  mouvement 
iiorizomal  de  P.  Pour  cela  je  multiplie  l'équation  (i)  par  C03. f  et 
retranchant  le  produit  de  (2},  j'ai 

.-//"  Mf        ~         dl'  *  "^ 

substituant(povri7sin.^>«a valeur—^ ,  déduite  de  l'équation  (3), 

intégrant  et  multipliant  par  dtj  j'ai 

IL»  coottftntfl  est  nulle.  Ici  ritcMe*  — 
de 
as 
et  — —  aytat  été  nippoteea  nuUu  au 
premier  initant  du  mouvetneat 
Substituant ,  dans  cette  dernière  équation ,  pour  ds,  sa  valeur  donnée 
par  l'équation  (8),  on  a, 

on  a,  ainsi,  la  vitesse  de  JP  à  un  instant  quelconque,  ta  relation, 
entre  f  et  #,  étant  donnée  lorsqu'on  connaît  la  courbe  CNA. 

Si  on  substitue ,  dans  l'équation  précédente ,  pour  dt^  sa  valeur  donpéç 
par  l'équation  (9)  on  aura 

j         udscos.é 

J'obserye  que  dsco>.4i=4g  à'ob/Js  «».#={'  eç 
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.    „.  fL^'    \      La  conitante  est  nulle  parce  qu'on  a,  en  même 

"IPZjI^I  temps,  ar  =  0  et  ^'  =  0. 
On  a,  par  l'éqtistîon  de  la  courbe  CNA,  ^'  en  fonction  de  ^,  et,  par 
la  deuxième  équation  (lo),  ^  en  fontion  de  t,  on  aura  donc  l'es- 
pace X,  parcouru  jjar  le  corps  P,  au  bout  d'un  temps  quelconque. 

laai.  La  trajectoire,  décrite  dans  iVspace  par  le  corps  ^,se  déduit 
bien  simplement  de  l'équation  (  i3)  de  l'article  précédent.  Retranchant 
px  de  l'un  et  l'autre  membre  de  cette  équation,  après  avoir  multi- 
plié chaque  membre  par  P-\-u,  et  faisant  attention  que  x-|-^=^, 
ou  ^' — x  =  f ,  il  vient 

Fig.  i5.  d'où [i:P::a::^::NN':N'N" 

chaque  point  N'  de  la  trajectoire  de  (i,  dans  l'espace,  partage  l'hori- 
zontale NN"  en  deux  parties  iVA''  et  N'  JV"  qui  sont,  entre  elles, 
dans  le  rapport  des  masses  fi  et  P ,  I  s  points  N  étant  pris  sur  la 
courbe  CNA  dans  sa  position  initiale. 

lias.  Le  mouvement  du  centre  de-  gravité,  du  système  des  deux 
corps  P  et  ^,  a  une  propriété  que  je  ne  dois  pas  omettre,  parce 
qu'elle  fournit  un  exemple  de  l'application  de  la  théorie  démontn-e, 
art.  1114  et  suivants.  La  pesanteur  est  la  seule  force  agissant  sur  le 
système  qui  ne  dépende  pas  des  actions  réciproques  Jes  corps  de  ce 
système;  ainsi,  d'après  les  articles  cités,  le  centre  de  gravité  ne  peut 
avoir  qu'un  mouvement  vertical ,  et  c'est  ce  qui  est  parfaitement  vérifié 
par  les  formules  précédentes;  en  effet  appelant  B  la  distance  du  point 
de  départ  C ,  du  corps  p,  à  la  verticale  passant  par  l'origine  des  x y 
et  E  la  distancera  la  même  verticale,  "du  centre  de  gravité  de  P, 
lorsque  le  corps  fi  part  du  point  Cj  la  distance,  du  centre  de  gravité 
commun,  à  la  même  verticale  fixe ,  devient,  au  bout  du  temps  /, 
■P(.i  +  £)+^(B-^) 

P^f^  ■■ 

expression  qui,  d'apii's  l'équalion  Px — fi^=o,  de  l'article  précétlent, 
se  change  en 

PE+ii.B 

c'est  la  distance"  initiale,  qui  est  conservée  pendant  toute  la  durée  du 
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mouvement;  le  centre  de  gravité  se  meut  doue,  constamment  dans  la 

même  verticale,  ainsi  qu'on  peut  le  conclure  de  la  théorie  ci-dessus  citée. 

iiaS.  Dans  le  cas  où  le  corps  P  serait  immobile,  ce  qui  revient  à 

supposer  la  masse  F  infîaic,  l'équation  (8),  de  l'article  laao,  donne 

—  =i/'a^^,  d'où  on  conclut  les  propriétés  du  mouvement  sur  une 
dt 

courbe  fixe,  démontrées  dans  la  deuxième  section  de  cette  deuxième 

partie  du  cours. 

iaa4.  Si  la  ligne,  parcourue  par  le  corps  ft  sur  le  corps  i*,  est  une 

ligne  droite,  l'angle  à  sera  constant,  on  aura  C=^s  %\w.è ,  ds=  ~— 

sin.  ^ 

et  en  faisant 


rt.  la: 


J-^sin.^^ 
l'équation  (8)  de  l'art.  laao  aura  pour  intégrale 


On  a  en  même  temps  ï=so  et  C^O}  ûaii  la 
conatante  est  nulle. 


d'où  on  tire  i^=-~a'i^;  substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (la) 
du  même  article  laao,  et  faisant 

cette  équation  (ta)  a,  pour  intégrale, 

(2)....X  =  iii> 

l'équation  (4),  de  l'article  cité,  devient,  en  observant  que  ^:ss: constante 

(3)....n=„ff       .ecot.4, 

x^  +  ^sin.^p 
enfin,  d'après  ce  qui  a  été  démontré,  art.  laao  et  taai ,  la  ligne  par* 
courue,  dans  l'espace,  parle  corps^,  est  une  droite  partant  du  point  C 
et  coupant  la  ligne  ji.D  en  un  point  qu'on  détermine,  en  cherchant, 
par  l'équation  (t3)  de  l'art.  laao,  la  valeur  de  x  correspondante  à 

^'■=AD=B ,  qui  est  a;  =  -^- ;  faisant  CD^^H,  on  a,  pour 

l'équation  de  la  trajectoire  rCctiligne  de^,  dans  l'espace 
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,  (4)....,=  S|+,^)f  ^' 

on  voit  par  les  t-quations  (i)  et  (2)  que  le  mouvement  de  chacun 
des  corps  fi  et  P  est  uoiformt-ment  varié,  et  l'équation  (3)  donne  le 
rapport  entre  la  pression  effective  que  ces  corps  exercent  l'un  sur 
l'autre,  et  la  pression  figcos.^ ,  qui  aurait  lieu  si  le  corps  P  était  im- 

P 

mobile j  ce  rapport  ~p : — ■    est  toujours  plus  petit  que  l'unité. 

Otcillationi  d'un  corp<  peMnt,  assujetti  1  le  mouvoir  lur  une  courbe  tenant 
à  un  corp*  mobile.  Détermiaiition  de  U  courbe  t^ntochrose ,  pour  cette 
espèce  d'oscillation. 

issd.  L'équation  suivante 

/Pds*-\-fidCi 
^g{P->rfi)K 

■  16.  4"'  ^*^  l'équation  (9)  de  l'art.  laao,  fournit  un  supplément  utile  et 
curieux  à  la  théorie  exposée  dans  le  chapitre  précédent.  BEE' B'  re- 
présente ou  un  plan  matériel  ou  un  corps  assujetti  aux  conditions 
énoncées  f  art.  1219,  et  dont  la  base  plane  B' B  glisse  sur  un  plan 
horizontal  fixe;  ce  corps  est  le  corps  P  de  l'article  cité;  le  corps  ^, 
du  même  article,  se  meut  sur  la  courbe  CAO  fixée  au  corps  mobileP, 
et  lorsque  le  temps  /=o,  il  est  supposé  partir  du  point  C sans  vitesse 
initiale,  le  corps  P  étant  aussi,  à  ce  premier  instant,  dans  i'état  de 
repos.  La  tangente  au  point  A ,  de  la  courbe  CAO ,  est  horizontale, 
et  lorsque  le  corps  ft  sera  parvenu  k  ce  point  A,  il  remontera,  en 
vertu  de  sa  vitesse  acquise,  le  long  de  la  branche  ACf ,  pour  faire, 
ensuite,  une  oscillation  en  sens  inverse,  à  laquelle  succéderont  d'autres 
oscillations,  tant  dans  le  sens  CAO  que  dans  le  sens  OCA.hs 
corps  P  A,  de  son  côté,  des  mouvements  qui  dépendent  de  ceux  du 
porps  jU. 

Je  suppose  qu'au  bout  du  temps  /  le  corps  ft  est  parvenu  au  point  N 
de  la  courbe  CAOj  je  trace  les  horizontales  AD,  QNN"j  CFC 
et  les  verticales  AF,  DCj  CN"  est  l'ordonnée  verticale  qui  a  été 
désignée  par  C >  ^^  ^**'"*  ''^''C  ^i  **  ^^  '^  hauteur  H.  Je  fais 
AQ=:Zj  QN^j,  arc  AN=^a,  et  j'ai  en  comparant  ces  indétçr- 
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minées  à  celU-s  qui  entrent  dans  la  valeur  de  dtj  ci-dessus  rapportée, 

ds'  =  da*  =  </y"  +  dz^ 
et  la  valeur  de  dt  prend  la  forme 

^  '■■■■     Y  ,Leip+fl)(H-,)-y  ^g({p+f.)(H->) 

si  après  avoir  substitué,  pour  dj^j  sa  valeur,  en  fonction  de  s  et  dz^ 
donnée  par  l'équation  de  la  courbe  Cj4C' ,  on  intégre  cette  équation 
de  manière  que  l'intégrale  s'évanouisse  lorsque  s  =^,  on  aura  le  temps 
de  la  descente  de  C  en  Nj  faisant,  ensuite,  dans  l'intégrale,  s  =  o, 
on  aura  le  temp  total  d'une  demi-oscillation,  ou  de  la  djescente  de 
C  en  A. 

laaô.  Ainsi  l'équation  de  la  courbe  CAO  étant  donnée,  on  aura 
toujours  les  moyens  de  calculer  la  durée  de  la  descente  depuis  un 
point  déterminé  C  jusqu'au  point  A  le  plus  abaissé;  mais  on  peut 
faire,  de  la  courbe  CAO ,  l'inconnue  du  problème,  et  chercher  à  la 
/  déterminer  d'après  des  conditions  qu'on  s'imposerait  ;  ces  conditions  sont, 
en  général,  susceptibles  d'être  énoncées  par  une  équation  de  la  forme 
dt=  G  Qdsj  0  étant  conslanle  etÇ  une  fonction  de  i  ■  ^        qua- 

tion  de  la  courbe  cherchée  est  »»  Q^ds*—-^^^'^'^^'^^^^^*  =o 


(6)  . 


^={^h^'P"(^-=)-^]}' 


Od  doit  avoir  une  équation  de  condition ,  entre  le»  constantes,  pour 
exprimer  que  la  tangente  de  la  courbe,  au  point  A,  est  horizontale, 

ou  qu'on  a  les  valeurs  simultanées  3=o,  r=o  et —  =o*  condï 

dj  ' 

tions  avec  lesquelles  la  forme  de  la  fonction  Q  doit  être  compatible. 
L'équation  (6)  pourrait,  d'ailleurs,  donnerlJeuipl«Bie«ïsaotrei$observa- 
tions  que  je  supprime  pour  abréger,  me  bornant  à  l'appliquer  à  un  cas  par- 

ticuUer,digne  de  temarque*,  celui  daoslequsl  anaurait<J=aT— 3==îa=:  - 
faisant,  pour  la  commodité  du  calcul,  0- 


-n- 
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dz\ 
on  a  donc 


/^l  —  I    arc<cos.= i — w 


La  constante  eit  nulle ,  parce  qu'on  a 
en  même  tempi,  ^=^o  et  £=H. 


faisant,  dans  cette  équation,  «sso,  pour  avoir  le  temps  total  de  la 
descente  de  C  en  A ,  la  hauteur  H  disparait  de  la  valeur  de  tj  qui 

devient,  /;=îjrl  l',  en  désignant,  par  ^,U  demi -circonférence 

dont  le  rayons  i, 

Ainsi  le  cas  que  fe  vieps  de  traiter  offre,  comme  celui  de  l'art.  971 , 
la  propriété  du  tautochronisme  ;  mais ,  eu  égard  au  mouvement  du 
corps  Pj  la  courbe  mobile  parcourue  par  fi,  sur  cç  corps,  n'est  pas 
la  même  que  la  courbe  fixe  de  l'article  cité.  Pour  déterminer  cette 
courbe  mobile,  on  substituera,  dans  Téquatioa  (6)  ,les  valeurs  de  & 
et  Q,  et  on  aura 

valeur  qui  ne  renferme  plus  la  ta  hauteur  H,  et  de  laquelle  on  déduit 


<,.j.i/^-^ 


l'équation  d'une  cycloïde  ordinaire  à  base  horizontale,  dont  le  cercle 


la 


générateur  aurait  un  diamètres=Cj  serait  dy^dit/  -~ 

cycloïde  étant  renversée  et  son  sommet  placé  en  Aj  l'équation  précé- 
dente est  donc  œlle  d'une  cycloïde  allongée ,  dont  les  ordonnées  hori- 
zontales sont,  à  celles  de  la  cycloïde  ordinaire,  dans  le  rapport  de 

yy^  à  yy.  pour 
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Pour  connaître  la  courbe  décrite,  dans  l'espace,  par  le  corps  fi,  on 
retranchera, de ^'  chacun  des  membres  de  l'équation  (  t3),  art.  1220^ 
et  faisant  attention  quef'  —  ^  =  f .  oh  aura  en  faisante D  =  B 

si  au  lieu  de  compter  les  abcisses  de  la  trajectoîi-e  décrite  dans  l'es-  F'g 
'pace,  à  compter  de  la  verticale  CD,  on  les  compte  à  partir  de  la 
verticale  AF»  c*  qu'on  les  désigne  par  »; ,  on  aura  r^=B — ^ ,  d^=. — dn 

P 

et  an  =  jf djr,  ou ,  en  substituant ,  pour  dj;  sa  valeur  ci-dessus , 

.la  trajectoire,  décrite  dans  l'espace,  est  une  cycloïde  racourcie,  dont 
les  ordonnées  horizontales  sont,  à  celles  de  la  cycloïde  ordinaire,  en7 
gendrée  par  un  cercle  dont  le  diamètre^  C,  dans  le  rapport  de  l/'P 
à  //jP+^  ;  les  ordonnées  horizontales,  de  cette  dernière  courbe, 
sont  moyennes  proportionnelles  géométriques  entre  celles  de  la  courbe 
décrite  sur  le  corps  P,  et  celles  de  la  courbe  décrite  dam  l'espace;  ît 
est  bien  entendu  qu'il  s'agit  ici  des  rapports  des  ordonnées  horizontales 
prises  k  une  même  hauteur  au-dessus  de  jiDf  et  comptées,  poOr 
chacune  des  trois  cycloïdes»  k  partir  de  son  axe  vertical  particulier, 
ou  de  U  verticale  passant  par  son  sommet. 

iÇkoM  de  plutiean  eorpt  «pbériqqM  par  un  Mul ,  l«  aorjii  choquant  et  le« 
corpi  choquéi  éUrat  ou  parfaîté|neiit  ^un,  ou  donéi  d'un  degr^  quelconque 
d'élàfticité, 

i%s,6.  Après  avoir  donné  quelques  ezemplea  de  la  détermination  des 
phénomènes  de  mouvement  des  systèmes  de  forme  variable ,  lorsque 
ces  systèmes  ne  sont  pas  libres ,  ou  que  leurs  mouvements  sont  assujettis 
à  certaines  conditions  indépendantes  des  actions  des  forces,  je  passe  aux 
systèmes  entièrement  libres ,  et  je  vais  traiter,  d'abord ,  le  cas  de  plusieurs 
corps  doués  d'un  degré  quelconque  d'élasticité,  on  supposant  que  l'un  de 
ces  corps  choque  tous  les  autres  ensemble. 

Je  désigne  par  m' ,  m",  m'",  etc.  les  masses  des  corps  choqués,  et^ 
par  ^,  la  masse  de  celui  qui  les  {rappe  toup  au  même  instapt. 
»  i58 
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On  peut  supposer  que  cea  différents  corps  sont  des  sphfrrw,  homo- 
gènes chacune  en  particulier,  mais  de  densités  difTérentes  les  unes  par 
rapport  aux  autres,  dont  les  centres  se  trouvent  situés  dans  un  même 
plan,  les  sphères  choquées  étant ,  à  l'instant  du  choc ,  posées  de  manière 
qu'elles  soient  toutes  tangentes  k  la  sphère  choquante. 
''S- 17-  Au  moment  du  choc,  le  corps  choquant  ft  est  supposé  placé  en  j4, 
et  nt  est  un  des  corps  choqués,  rangés  autour  de  lui;  la  vîtesse  initiale 
àeft,  dirigée  suivant  j^D,  est  représentée  par  U,  et  les  vitesses  initiales, 
respectives,  des  corps  choqués  m',  trJ' ,  etc.  sont  représentées  par  o', 
c/' ,  etc.  Je  traiterai  d'abord  le  cas  oh  ces  dernières  vîtesse^  ont  des 
directions  normales  aux  plans  tangents,  k  leurs  points  de  contact  avec 
le  corps  ^;  ainsi  la  vitesse  initiale  de  tn  est  supposée  dirigée  suivant 
la  ligne  AN,  qui  passe  par  les  centres  de  {t  et  mj  ce  cas  une  fois  ré- 
solu, celui  des  directions  quelconques  des  vitesses  initiales  n^a  plus  de 
difficulté,  comme  on  le  verra  bientôt. 

D'après  cette  hypothèse ,  les  directions  des  mouvemraisde  m'j  Wj  etc. 
après  le  choc,  doivent  être  les  mêmes  que  celles  des  vitesses  initiales; 
ainsi  le  mouvement  de  ;n  aura  lieu  mxyso^AN.i^  désigne  par //^  u'^etc. 
les  vitesses  respectives  de  m' ,  m" ,  etc.  après  le  choc,  dans  le  cas  de  ta 
dureté  parfaite,  et  par  a' ,  a",  etc.  les  angles  respectifs  que  forment  les 
directions  de  ces  vitesses  avec  celle  de  U.  Ces  angles  a',  a" ,  etc.  re- 
préseolés.en  général,  par  l'angle  N  JD,^cfat  donnés  par  les  positions 
initiales  des  corps. 

Les  quantités  de  mouvement  existantes,  dans  le  système,  avant  le 
choc,  ont,  toutes,  au  moment  où  ce  choc  va  avoir  lieu,  leurs  directions 
sur  des  lignes  passant  par  le  centre  de  la  sphère  choquante  ft\  ces 
quantités  de  mouvement  sont  fiU  et  m'a',  m" a"  etc.  et  les  sommes 
dé  leurs  composantes  respéctivemeilt  parallèles  et  perpendiculaires  kl'ate 
AD,<iM  à  la  direction  de  V,  ont,  pour  valeurs, /<  17 -f-£(mocoA.a) 
et  £  (/nosin.n).  En  divisant  chacune  de  ces  expressions  par  la  masse 
totale,  que  j'appelle  là,  on  a,  art.  11 16,  les  composantes  respectives 
de  la  vitesse  du  centre  de  gravité  du  système  total,  prises  parallèlement 
et  perpendiculairement  à  l'axe  AD. 

La  résultante  générale  de  ces  quantités  de  mouvement ,  que  je  dési- 
glKrai  par  MW,  la  lettre  W^  représentant,  art.  11 16,  la  vitesse  du 
centre  de  gravité,  et  A/ la  somme  des  masses  ^+  £(in)t  a  donc  pour 
Taleur 
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soit  jiiy  la  direction  de  cette  résultante ,  qui  est  aussi  celle  du  mou* 
veinent  du  centre  de  gravité,  je  nomme  ^  l'angle  D'  A  D  qu'elle 
forme  avec  la  direction  de  Vj  et  j'ai 

Je  puis,  au  moyen  de  ces  équations,  considérer  la  ligne  de  direc- 
tipn  A  D*,  de  PP^,  comme. une  ligne,  ou  aie,  donné  de  position  dans  le 
plan  des  centres  des  sphères,  et  prenant,  -d'abord,  le  système  à  l'instant 
où  les  phénomènes  du  choc  n'ont  encore  eu  lieu  qu'à  la  manière  des 
corps  durs,  je  fais,  pour  cet  instant, 

La  vitesse  du  corps  choquant  fit,  que  je  suppose  dirigée  sui- 
vant jiR'  = V 

L'angle  ff  AR  formé  par  cette  direction  et  par  celle  de  la 
résultante  générale  ÏV  Ms=z Xi 

L'angle  NAI^ ,  formé  par  la  direction  de  la  vitesse  u  de  l'un 
quelconque  des  corps  choqués  et  par  la  direction  de  la  résultante 
générale  ^itf= .* 

D'après  le  principe  de  la  conservation  du  mouvement  du  centre  de 
gravité ,  les  actions  réciproques  qui  viennent  de  s'exercer  entre  les 
corps  ne  changent  rîen,  soit  en  quantité  soit  en  direction,  à  la  vitesse 
du  centre  de  gravité;  ainsi  cette  vitesse  est  toujours  égale  &  la  somme 
des  quantités  de  mouvement  qui  ont  lieu  suivant  Alfj  divisée  par  la 
somme  des  masses,  la  somme  des  quantités  de  mouvement  qui  ont  lieu 
perpendiculairement  à  Aiy  devant  être  égale  à  zéro,  ce  qui  fournit 
les  deux  équations 

I  WM~ii.vcioi.I2 — £(macos.^)=: 


Ces  mêmes  équations  se  déduiraient  aisément  du  principe  général  du 
mouvement;  il  faut  maintenant  en  avoir  une  pour  chacun  des  corps 
choqués ,  et  on  l'obtient ,  en  considérant  qu'à  l'instant  oii  les  phéno- 
mènes du  choc  n'ont  encore  eu  lieu  qu'à  la  manière  des  corps  durs,  la 
vitesse  relative  de  ft  et  de  l'un  quelconque  des  corps  m,  doit  être  nulle, 
et  qu'ainsi  la  composante  de  v,  prise  suivant  la  direction  de  it,  est  égale 
&  u^  ce  qui  donne  V^uation  générale  u=:^cos.  (tf2  +  #)i  ot* 
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(3) u  =  ç(cos.J2cos.^ — sin.  J3sio.<^) 

et ,  en  substituant  cette  valeur  de  «  dans  les  équations  (  i  ) ,  ces  équation* 
deviennent 

IVM — fti'Cos.JJ — «-cos-ÛSC/ocos.*^)  1  _ 

+  ()sin./2£(msin.^cos.fï)  / 

fiism.-f2 — cos./22^(msin.^cos.^)  1  

+  8in.J2Z(/nsin.»^)  >  — « 

on  déduit,  de  ces  deux  dernières  équations, 

\fi  +  S  (mcos.'  ip)\cos.J2 —  {£(/nsin.^cos.^)jsîn.40 

J2  Vt  r  étant  ainsi  déterminées,  la  vitesse  u  de  l'un  quelconque  des 

corps  -m^  se  calcule  par  l'équation. (3),  ou  son  équivalente 

u=:i/cos.{S2-\'^),  U  direction  de  cette  vitesse  ayant  lieu  sur  la  ligne 
qui  joint  les  centres  àe  m  et  fi  et  dont  la  position ,  donnée  par  l'état 
initial  du  système,  fait  connaitre  les  angles  a^  et  on  a  ^  =  a — jé. 

isay.  Le  problème  est,  ainsi  parfaitement  résolu,  dans  l'hypothèse  de 
la  parfaite  dureté  des  corps,  applicable,  pour  le  cas  de  l'élasticité,  &  Tins* 
tant  où  cette  élasticité  est  prête  k  produire  son  efTet.  Je  puis  en  consé- 
quence, prendre  la  ligne  de  direction  ji  R'  de  f_,  dont  la  position  est 
déterminée  par  la  première  équatiofi  (5) ,  de  l'article  précédent,  comme 
un  axe  fixe  auquel  je  rapporterai  les  directions  des  autres  lignes. 

Je  nomme  a  l'angle  D' AR' ,  formé  par  les  directions  de  Pet  v}  je 
désigne  par  le  signe  général  e,  l'angle  R'  A  N  formé  par  v  et  par  l'une 
quelconque  des  vitesses  fi7,  ou  u ,  qui  ont  la  même  direction,  et  j'ai, 
par  le  principe  gécëcal  du  mouvement ,  au  moment  où  le  choc  est 
eflectué,  tes  équations  suivantes: 

7*  £/cos.  a  +  2  (wicï  COS.  e)  ^  ^c  +  Z  (/nu  COS.  «) 

fi  I/sin.  a  +  £  {ma  sin.  e)^2  (mu  sin.  e) 

ou ,  en  ^iminant  Uj  par  l'équfttion  géoértle ,  ii:=f  co«.  £,  qoirem^ 
\^) place  l'équation  «  =  cco».  (J2+^) 

^£7C08.  a  +  X(/HCÏCOS.£)=^.f.+  c2(wico8.*f) 

ft  u  sin.  a+.S  {mo  sin.  e)  ^  c  2  (m  sin.  «  cos.  e) 
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tn  conservailit  Uj  sous  le  signe ,  on  peut-  mettre  tes  deux  premièret 
équations  (6)  sous  la  forme 

\fiiVcQS.a^fic  +  2!\(u — a)mco».e\ 
''' J  ftUam.a:^ , ...  £{  (m — 0)mBin.c  [ 

Supposons  maintenant,  que  chacun  des  corps  m  soit  doué  d'une 
élasticité  ayant,  avecTélasticité  parfaite,  le  rapport  de  n:  1  (roj*»  l'ar- 
ticle 747).  Dans  ce  cas,  la  compression'  de  m,  produite  par  le  choc, 
étant  due  à  la  quantité  de  mouvement  (u — ea)  m,  une  partie  n  (u — aj)m 
de  cette  quantité  de  mouvement  est,  par  l'effet  do  l'élasticité,  gagnée 
par  mj  au  moyen  de  quoi,  lorsque  le  choc  est  consommé,  chacun  des 
corps  m  a  acquis,  outre  la  vitesse  Uj  ou  la  quantité  de  mouvement  um^ 
une  quantité  de  mouvement  n(u — to)m.  Sa  quantité  de  mouvement 
totale  est  donc 

UAZ  -(*  «(« — a^m^m  |(i+m)m  —  nol; 

etsaTttesse=(i  +n)u — n»^  expression  qui,  en  substituant,  à  u^  l'une 
des  valeurs  ccos.{J2  +  ^)  ou  c  cos.  e,  devient 

♦•(i  +n)  cos. (J2+  ^)  —  ne>,  ou,  i'(i  +n)co8.e — net. 

Les  quantités  r  et  J2  sont  données  par  les  formules  (5),  de  l'ar- 
ticle précédent,  et  on  a  a^/2' — j4j  *^J2  +  #^yi  + a;  les  angles  a 
sont  tous  donhés  par  l'état  initial  du  système  ;  les  angles  (p  sont  donnés 
par  cet  état  initial  et  par  la  position  connue  de  la  ligne  de  direction  ^  D' 
de  JVM. 

La  quantité  de  mouvement /i(u — ea^oij  gagnée,  par  chaque  corps/n^ 
dans  une  direction  qui  fait  un  angle  e  avec  celle  de  v,  sera  perdue,  dans 
la  même  direction,  par  le  corps ^^  ce  qui  changera  lavîtesse  v  en  une 
vitesse  w  que  je  suppose  dirigée  suivant  la  ligne  Ah  faisant,  SivtcABf, 
un  angle  =  ^j  et  on  aura  les  équations  suivantes, 

/g\                   /j"  \vco%.ff^=^(iv — nX\{ji — o)otcos.£  }. 
\  ^u'sin.^= nS\{u  —  (o)flisio.*  \ 

Substituant,  dans  ces  équations,  les  valeurs  de  X  )  (u — o)tnco$.€  \ 
et  deZ  j  (« — »)/n8in.eî,  tirées  des  équations  (7),  on  a 

/  \  J  H'Cos.^=(n  +  i)f — nUtw.<i 

\  ff  sin.  1?:=  n  î/lûn.  a 
d'oîi  on  déduit  ultérieurement 
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r  w»  =  (/ï+ i)"*»»— an(ra+ i)Z7i'cos.a  +  n»  C» 

(q)-  ■  •  ■    <  .         /)  nUain.  a 

f  (n  +  ijc— «Z/cos-iz 

et  toutes  les  inconnues  du  problème  se  trouvent  déterminées. 

1228.  Il  faut  maintenant  parler  du  cas  où  les  corps  m  sont  animés  de 
vitesses  initiales  fiiisant  des  angles  quelconques  avec  les  plans  tangents  aux 
sphères  ni' ,  m" ,  etc.  à  leur  .point  de  contact  avec  la  sphère  (x  ;  dans 
ce  cas,  qui  n'ajoute  aucune  difliculté  à  la  solution  du  problème,  on 
décomposera  d'abord  chacune  de  ces  yîtesses  en  deux  autres  dont  l'une 
soit  perpendiculaire  au  plan  de  contact,  et  l'autre  parallèle  à  ce  plan. 
On  cherchera  quelles  seraient  les  vitesses,  et  les  directions  de  mou- 
vement, api-ès  le  choc,  tant  du  corps  ft  que  des  corps  nij  dans  l'hy- 
polhèse  où  ces  derniers  n'auraient,  pour  vitesses ,  que  les  composantes 
normales  aux  plans  de  contact ,  ces  déterminations  se  feront  par  les 
formules  démontrées  ci -dessus,  et  donneront,  pour  la  vitesse  de  ^  et  a 
direction  de  son  mouvement,  des  valeurs  auxquelles  il  n'y  aura  rien  à 
changer,  cette  vitesse  et  cette  direction  étant  entièrement  indépendantes 
des  composantes  tangentielles  dont  je  viens  de  parler;  quant  à  la  vitesse 
de  chacun  des  corps  fi^  obtenue ,  ainsi  que  sa  direction ,  par  ce  premier 
calcul ,  il  faudra  la  combiner  avec  la  composante  tangentielle  de  sa 
vitesse  initiale,  et  on  aura  le  mouvement  effectif  de  ce  corps  après  le 
choc. 

Vfteue*  relativet ,  lonme  et  perte  de*  forces  vires,  après  le  choc. 

la&ç.  En  conservant ,  pour  les  phénomènes  de  choc  traités  dans  le 
chapitre  précédent  les  signiHcations  des  lettres  qui  entrent  dans  les 
formules,  si  on  veut  avoir,  pour  le  cas  de  l'élasticité,  l'expression  de 
la  vitesse  relative  du  corps  fi  et  d'un  des  corps  ffij  on  se  rappellera 
qu'après  le  choc  la  vitesse  de»iestf(i  +  n)  cos.£— n«,  la  vitesse 
àe  ft,  prise  dans  le  sens  de  celle  de  m,  étant  w  cos.  (^+c)*  ou 
TV  (cos.^cos.e — sin.^sin.«)  la  vitesse  relative  a  donc  pour  valeur 

wcGS-^cos.* — ivsin.^sio-e — (i  +n)cco8.e  +  n» 

substituant  les  valeurs  de  fv  cos.  ^  et  wsin.  adonnées  par  les  équations  (  9) 

de  l'art.  1 2^7 ,  cette  vitesse  relative  devient ,  toutes  réductions  faites , 

n[» — £?co8.(e — a)],  ou  n{ea — Z/co8.«).. .  ..(a) 
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La  vitesse  relative,  avant  le  choc,  était  Vco8.a — a,  elle  a  changé 
de  signe  et  s'-est  diminuée  dans  le  rapport  de  t:n. 

i23o.  La  somme  des  forces  vives  après  le  choc  a,  pour  valeur, 
^w^-|-2| /n[  (i +n)ccos.*— n«]"  I 
ou,  en  développant  la  quantité  qui  est  sous  le  signe  S 
(^.../*tvH-(i  +  n)c}f(i+n)^(OTCOS.**) — inS(mtDCOS^)\+n'£(mto») 

Dans  le  cas  de  l'élasticité  parfaite ,  qui  donne  n  =  i ,  cette  expression 
devient 

j«w*  +  4i'|'cZ(incos.*«)  —  S{tn«>co».e)\  +2(m(o*)  ■ 
on  tire,  de  la  première  équation,  (6),  de  l'art.  1237  cZ(mcos'c) 
~S {maco^e)  =^(27cos.a< — f);  substituant  cette  valeur  et  celle 
de  fi  tv^j  donnée  par  la  première  équation  (9)  de  l'article  cité  et  dans 
laquelle  on  fera  n  =  i ,  on  aura ,  toutes  .réduction!  faites,  l'expresuon 

Ainsi ,  dans  le  cas  de  l'élasticité  parfaite ,  les  forces  vives  sont  conservées. 
i£3i.  Faisant  n=c,  dans  l'expression  {S)  de  l'article  précédent, 
on  a  le  cas  de  la  parfaite  dureté,  et  cette  expression  devient 

y ^ïv*  +  v*Z{mc<M.*£) 

la  condition  de  n:s=o,  donne  évidemment  iv=o,  et  l'expression  {y) 
devient,  en  y -introduisant  cette  valeur, 

»^|/*  +  2(mcos.»«)  I 
la  perte  de  force  vive  est,  dans  ce  cas, 

ou,  /'{^* — v*)  —  S{mu*) 

Si  dans  l'expression  (/)  on  substitué,  pour  cZ(/ncos.»«),  sa  valeur, 
tirée  de  la  3"  équation  (6)  de  l'art.  is.s.j  qui  est  fi  (Ucos.a — f) 
+  .r(moco8.e)  et  celle  de /tw*^^»^,  donnée  par  la  condition  n  =  o, 
cette  expression  deviendra,  toutes  réductions  faites, 

:  cl^£/cos.«  +  Z(ffliwços.e)  j 
et  se  réduira  h  ftvZJcos.a  lorsque  les  vitesses  initiales  ta  seront  nulles. 

CTioc  dfl  deux  corpa ,  durs  ou  élastique* ,  et  de  formes  quelconques. 

laSa.  Deux  corps,  de  formes  quelconques,  étant  supposés  avoir, 
dans-ï'espacej  des  mouvemeiits  tels  qti'iis  doivent  se  rencontrer  et  se 
choquer,  je  représente  par  Af  et  M',  les  masses  de  ces  corps.  Consî- 
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(lérant  ensuite,  séparémenr,  le  corps  Mj  je  fais  .passer,  par  son  ceotrc 
de  gravité,  trois  axes ,  à  angles  droits  l'un  sur  l'autre,  fixes  dans  ce 
corps,  et  se  mouvant  avec  lui,  et  je  rends,  ce  centre  de  gravité,  l'ori- 
gine commune  des  coordonnées  x,}  y,  3  n,  mesurées  sur  les  aies  dont 
je  viens  de  parler,  et  servant  à  déterminer  les  positions  respectives  des 
molécules  de  M. 

A  l'instant  où  le  choc  est  prêt  à  s'effectuer,  le  centre  de  gravité  du 
corps  M  a  une  certaine  vitesse ,  dans  l'espace,  que  je  représente  par  Vj 
et  qui  mesure  son  mouvement  général  de  translation  ;  je  suppose  que 
ce  mouvement,  dû  à  une  impulsion  initiale,  n'est  modiHé  par  aucune 
puissance  extérieure  ;  de  plus,  les  molécules  de  M.  tournent  autour  d'un 
axe  passant  parle  centre  de  gravité  de  ce  corps,  axe  qui  est,  art.  1144, 
désigné  par  le  nomd'<zj;e  instantané  àt  rotation.  Je  représente  ^ej,g, 
les  cosinus  des  angles  que  forme,  respectivement,  la  direction  de  la 
vitesse  Vj  avec  les  axes  des  x,,  y,,  s,î  par  JJ  la  vitesse  angulaire  du 
corps  autour  de  l'axe  instantané  de  rotation,  et  par  a,  if,  y ,  les  angles 
respectife  formés  par  cet  axe  et  par  les  axes  desx,,j-,et  j,^- toutes  ces 
valeurs  étant  prises  à  l'intstant  où  le  choc  va  s'effectuer. 

Je  remarque  d'abord  que  les  produits  ^cos.ix,  ^cos.^,  et  Jjcos.)', 
sont  les  quantités  p ,  q  ti  r  de  l'art.  1144,  ce  qu'on  vérifiera  en  mul- 
tipliant chacune  des  équations  (6)  de  cet  article,  par  l'équation  {ta) 
de  l'article  1145.  On  a  vu,  art.  1146,  comment  on  simplifiait,  par 
l'emploi  de  ces  quantités,  les  expressions  des  composantes,  parallèles 
aux  a;,,  y,  et  s,,  de  Ja  vitesse  duc  au  mouvement  de  rotation,  d'un 
des  points  du  mobile;  faisant  donc  pour  abréger, 

^cos.aari/^*  JJcos.if=mj*  ^cos.ysesT»; 

On  a,  article  cité,  pour  les  valeurs  respectives  de  ces  composantes^ 
considérées  parrapport  à  la  molécule ,  ou  élément  du  corps  M ,  dont  les 
coordonnées  sont  x,jy,  et  x,,  et  dont  je  désïgqe  la  masse  par  dMi 
mZf — nj;j  nVf—is,j  Ijr, — mx^j 

Mais  cette  molécule,  a,  outre  ces  vitesses  dues  au  mouvement  de 
rotation  autour  du  centre  de  gravité,  la  vitesse  commune  c  de  trans- 
lation totale  du  corps,  dont  les  composantes,  parallèles  aux  a;,,^,,  e^  x, 
sont  ve,  vf,  vg,  de  manitre  que  les  composantes ,  respectivement 
parallèles  aux  mêmes  axes,  de  la  vitesse  absolue,  de  dMj  dans  l'espace  sont 
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Composante  de  la  vtttsie  (  x, ,ve-\-ms.  —  nr,    ^ 

absolue  de  la  molécule  if  il/,  I  »,  ,1  ,    , 

«yant  le  choc,  prise  paraliè-'j:»'/ vf  +  tix,  —  lz,     j- (l) 

loment  &  l'aie  dea  I    s, ^S'\~  ^Jff  — f>t^i  j 

A  l'instant  oîi  toutes  ces  valeurs  ont  lieu ,  le  choc  s'effectue ,  et  il  se 
fait  un  changement  brusque  dans  l'état  de  mouvement  de  toutes  les 
molécules  du  corps;  les  cor|)s  M  et  M'  étant ,  d'abord,  considérés 
comme  parfaitement  durs>et,  de  plus,  leur  contact,  au  moment  du 
choc,  étant  supposé  avoir  lieu  sur  un  point  unique  de  chacune  de  leurs 
surfaces,  le  corps  M  exerce,  en  ce  point,  sur  le  corps  Af ,  une  per- 
cussion mesurée  par  le  produit  PU  d'une  certaine  masse  I^  par  une 
vitesse  V ^  produit  que  je  représente  par  N j  la  même  lettre  devant 
représenter  la  réaction,  que  le  corps  M'  exerce  sur  M;  cette  action  et 
cette  réaction  sont  dirigées,  du  dehors  au  dedans  de  c.hacun  des  corps, 
perpendiculairement  au  plan  tangent  commun  rnené  par  leur  point  de 
contact. 

Je  puis  maintenant  considérer  cette  quantité  de  mouvement  inconnue 
Pu,  ou  Nj  comme  due  à  une  cause  motrice  quelconque ,  en  sup- 
posant toujours  qu'elle  est  imprimée  au  corps  Mj  normalement  à  s^ 
surface,  au  puint  oii  le  choc  a  lieu;  ta  même  hypothèse  pourra  se 
faire  sur  le  corps  M' ^  au  moyen  de  quoi  on  aura,  par  le  principe 
général  du  mouvement,  des  équations  d'équilibre  séparées,  lesquelles 
contiendront,  pour  chacun  des  corps,  la  quantité  commune  N^  équa- 
tions qu'il  s'agit  de  trouver. 

Soient  à  l'instant  où  le  choc  est  effectué,  u  la  vitesse  du  centre  de 
gravité,  ^  la  vitesse  angulaire,  autour  du  nouvel  axe  instantané  de 
rotation,  etpj  y  et  r  les  produits  de  ^  par  les  cosinus  respectils  des 
angles  que  cet  axe  fait  avec  les  cc,fjy;,  et  z,i  f ,  a,  r,  les  cosinus  des 
angles  respectifs,  formés  par  la  direction  de  n  et  par  les  ^,ij,  et  s,; 
^1  ^t  C  '^  coordonnées,  respectivement  parallèles  aux  C/jj",  et  s,, 
du  point  de  contact, et  enfin  a,  b  j  c^  les  cosinus  des  angles  respectifs 
que  la  direction  de  iV  fait  avec  les  ^,t^,  et  s,. 

On  aura  ,  immédiatement  après  le  choc,  les  expressions  suivantes 

des  com)>osantes,  parallèles  aux  axes  coordonnés,  de  la  vitesse  d'unp 

molécule  quelconque,  ou  élément  de  masse  £^ A/ _,  expressions  qui- se 

déduisent  des  mêmes  considérations  que  les  formules  (t)  ci-dessuj), 

f  5g 
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!»  vilrtse  f   X, uû-^qz,  —  rv,  ^ 

culorfilf,  I       '  f-r  /    /         j/  I 

eparallclj^/ «(7-|- rx,  — ^^,  V (i) 

(  3, «r  +  /j^, — yx,  j 
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Composante  de  I»  v 
■baolue  de  la  mnléculo  a 
après  le  cfaoc ,  prise  p 
lemeot  à  l'axe  des  1    3   «  r  +  Z»  V,  - 

Telles  sont  les  expressions  générales  des  vitesses  qui  ont  lieu  à 
l'instant  où  la  quantitédemouvementiV vient  d'être  imprimée  au  corps  3f, 
corps  dont  les  molécules  ont,  d'ailleurs,  au  moment  du  choc,  les  vitesses 
dont  j'ai  donné  ci  «dessus  les  valeurs,  formules  (i),  et  qu'on  doit  aussi 
regarder  comme  imprimées,  de  manière  qu'il  faut,  pour  appliquer 
le  principe  général  du  mouvement ,  considérer  comme  forces  imprimées 
dans  des  sens  respectivement  parallèles  aux  x,,ji  et  s^^  celles  dont  les 
valeurs  suivent,  savoir: 

1°.  Pour  ce  qui  concerne  la  quantité  de  mouvement  N ^ 

Na,Nb,Ncj 
a*.  Pour  ce  qui  concerne  chaque  molécule  dM  du  corps  M 
(ve  +  mz, —  nj,)dM;{v/-\'nXf — ls,)dM;(i'g-\-lj; — mx,)dM; 
et  poser  l'équation  d'équilibre  entre  ces  quantités  de  mouvement  et 
celles  qui  ont  lieu,  et  qui  sont  dues  aux  vitesses  dont  les  formules  (2) 
donnent  les  valeurs,  savoir 

(up  +  ^s, — Tj,')dM.i  (ua  +  rx,~~pz,)dMi  (uT+py, — qX/^dM; 
ces  dernières  étant  prises  avec  des  sens  d'action  contraires  à  ceux 
suivant  lesquels  elles  agissent. 

ia33.  Le  corps  étant  libre,  les  équations  cherchées  sont  au  nombw 
desix^art.  342  et  suivants, et  ont,  pour  prototypes,  les  équations  (a) 
et  (^)  de  l'art.  846,  dans  lesquelles  Z(Pccs.iz)  représente 

^a'\-f'\[{ve  +  mz,—nj,)—\u(t^qz,—  rj,)]dM\ 
ou,         Na'\-f\  [ce  —  up-\-{m  —  ^)s,-j-(/- — n)j',]'^Af  [ 
S(J'cos.S)  et  2!(I'co&.y)  représentant  les  sommes  des  composantes , 
respectivement  parallèles  aux  j',  et  aux  z,j  et  formées  de  la  même 
manière^  ainsi  on  a, 

Na  +/j  dM\ve — uç  +  {m — ef)z,  +  (''— n)^,]  1  =0 
Nb  +/1  dM[i>f^ua+  {n—r).T,-\-{j,~l)z,]\  =9 
Nc-\-f\dM[i-g-ur-\-{l~p)yM'}-'n>^\=° 

m'^-i:^)+f\[^-g—^r+{l-p)y,-\-{q-m)x;\x,dM\\ 

—A  ["e—nç + (m— 9)s,+('-— n):r,]  s^Jtf  t  J 
i  -yi[^^-«r+(/-/»ir/+(7-'«K]b'/^(r 
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Ces  intégrales  doivent  être  prises  dans  rt'tendue  entière  de  la  masse 
du  corps,  à  l'instant  où  le  choc  est  effectué;  se,, y,  et  %,  sont  les 
variables,  N ,  v ,  u,  f ,  ti,  ^  et  toutes  les  quantités  angulaires  doivent 
être  regardées  comme  constantes.  Les  propriétés  du  centre  de  gravité 
donnent  Heu  à  quelques  réductions,  et,  de  plus,  la  figure,  )a  grarideur 
et  l'état  physique  du  corps  étant  connus  on  peut  simplifier  considé- 
rablement l'analyse  en  prenant  pour  axe  des  x,j_y,,  z,  les  axes  prin- 
cipaux qui  se  coupent  au  centre  de  gravité  ;  on  a ,  soit  par  les  propriétés 
de  ce  centre,  soit  par  celles  des  axes  principaux, 

fx,dM=:.Q\fy^,dH^o\  /ZfdM=o 
fx^^M=o  \fx,z,dM=o;f^fi^M=o 
faisant,  ensuite,  comme      l'art.  ii54, 

JdM(x,'  +jy,^)  =  CjfdM(x,>  +  z,')=^Bj  fdM(z,*  +J,^)  =  J 
les  équations  (t)  deviennent ,  en  y  introduisant  ces  diverses  valeurs, 
et  faisant  attention  ^uc/dM:=.M 

Na  +  M  {ve —  up)  =  o 

Nb  +  mlvf—  utj)  =  o 

N c  +  Jflfg—  u  r)  =  o 

N(7ia—SÙ)  +  C(r~n)  =  o 

■^(^c— fa)  +  jB(9  — m)  =  o 

En  appliquant ,  au  corps  M'j  les  mêmes  raisonnements  qui  ont  conduit 
aux  équations  (  1)  et  (s.),  on  parviendra  à  des  équations,  absolument 
de  même  forme ,  entre  la  quantité  commune  N  et  les  quantités  corres- 
pondantes k  a,  bj  Cj  v  j  u,  etc.;  ainsi  il  suffira,  quant  à  ce  corps  iW^ 
de  copier  les  équations  précédentes  avec  la  seule  attention  d'indiquer 
que  les  lettres ,  autres  <\\ie  la  lettre  N,  n'ont  pas  les  mêmes  valeurs 
numériques,  ce  qui  pourra  se  faire  en  accentuant  celles  qui  n'ont  pas 
d'accents,  et  en  supprimant  l'accent  de  celles  qui  en  ont;  ainsi  les  six 
inconnues  p,  q ,  r,  uç,  ua y  ut,  relatives  au  mouvement  de  M^ 
seront  j  quand  il  s'agira  du  mouvement  de  M' ,  désignées  par  p',  g',  /, 
it'p',  u'a',  «'r* 

On  peut,  d'après  cette  convention,  considérer  les  six  équations  (2) 
comme  en  représentant  douze  ;  mais  le  problême ,  ayant  treize  inf 
connues,  savoir, 

^j  7^  '■j  p'i  ç't  r'j  "Pf  ua.  Ut,  u' ç' ,  u'(/ ,  uW  1  ff-^ 


(»)■ 


On  aura  pour  le  corp*  M' des 
ëquattoD*  absolinnont  de  même 
fonoe ,  ainsi  les  six  équaliona 
cî-à  cA(é,  doivent  être  consi- 
déréei  comme  ea  repréceatant 
douze. 
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on  a  bescin  d'une  treizième  équation  pour  calculer  les  valeurs  déter- 
minées de  toutes  ces  inconnues. 

Cette  treizième  équation  s'obtient,  en  considérant  que  !a  vitesse 
relative  des  points  par  lesquels  M  et  M'  se  touchent ,  prises  dans  le 
sens  de  la  normale  commune  qui  passe  par  ces  points,  sont  nulles  au 
moment  où  le  choc  est  opéré:  je  suppose  que  les  formes  des  corps  et 
les  circonstances  du  choc  sont  telles  que  les  corps  se  touchent  au  même 
point,  pendant  la  durée. de  Ifur  compression,  durée  qui  est,  d'ailleurs, 
censée  infiniment  petite,  et  j'observe  qu'à  l'instant  où  cette  compression 
cesse,  c'est-à-dire,  où  le  choc  est  opéré  à  la  manière  des  corps  durs, 
les  composantes,  parallèles  aux  x,,y,,  z,,  de  la  vitesse  du  point  de 
contact,  pris  sur  la  surface  du  corps  M,  sont,  respfctivementv 

"p+^C—''n,-  u(r-\-r^—pi;;  uT-\-pn—ij5; 

ex  'ressions  qu'on  obtient  en  substituant  dans  les  formules  (2)  de  l'ar- 
ticle précédent ,  à  ta  place  des  coordonnées  -r, ,  y, ,  z,  d'un  point 
quelconque,  les  coordonnées  particulières  f ,  i? ,  1^  du  puint  de  contact. 
Ces  composantes  font,  avec  la  direction  de  iV,  des  angles  respectifs, 
dont  les  cosinus  sont  a^  b ,  c  ,  donc  la  vitesse,  dans  le  sens  de  la 
direction  A",  du  point  de  la  surface  du  corps  M  oii  le  contact  a  lieu 
à  l'instant  du  choc,  a  pour  valeur 

qu'on  peut  mettre  sous  ta  forme 

7/(/7p-{-^(7-fcr)4-/'(c)î— A0  +  9C«C— c^)4-''(*f— «'î) 
on  aura  une  expression  absolument  semblable  pour  la  vitesse,  dans  la 
direction  de  N^  du  point  de  la  surface  du  corps  Af' j  où  le  contact  a 
lieu,  vitesse  dont  la  valeur  sera  ,  par  conséquent,  en  désignant,  ainsi 
qu'on  en  est  convenu,  par  des  lettres  accentuées,  les  quantités  relatives 
à  ce  second  corps,  dont  les  correspondantes,  dans  le  corps  Mj  sont 
représe:;  ëcs  par  les  mêmes  lettres  sans  accent, 

»'(<.v+iv+cV)+/(c'r,'-Ar)+7'(''r-<>'s')+'"{*r-«''i') 

y  et  V  désignant,  respectivement ,  la  i"et  la  2«  des  deux  valeurs 
précédentes,  on  exprimera  que  la  vitesse  relative  des  points  de  contact 
est  nulle,  en  posant  l'équation  /^=  —  V  ou  V-^-V  =  q,  ce  qui  donne 

(3) [     '^{'^e^-ba-\-cr)~\-p{cn~-bO-\-9{<—cH)  +  r{b^  —  an)l 

\^-u\a'p'Jrb'<^^-c'r')-\-p\c'r/-h'z')-\-q\a'C~c'^)^f'{b'^'~a'n')\ 
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avec  telle  équation  et  les  douze  précédentes,  représentées  par  (a), 
on  peurra  calculer  chacune  des  treize  inconnues, 

Pt   9>  /"j  P'r    1'  i    ^  t"C*    lit^ ,  Ut ,  u'  ç'  ,  ,  II'  a'  ,  u'  t'  el  Nf 

qui  ne  sont  qu'au  premier  degré  dans  ces  diverses  équations.  Quand 
on  aura  calculé  les  inconnues  up,  ua,  ut,  en  faisant 
«»p>+ «ao*-|- u»  T»  =  9, 

et  observant  que  ^"-f-o'»-l-T*=  r  ;  on  aura  n  =  ]/' Ç j  et  les  valeurs 

particulières  de  ç,  a  et  r  se  trouveront  égales  aux  quantités  connues 

Hp         uo         ur 


Pareillement  l'expression  ]/' p'-\~q*-\-r*  donnera  la  vitesse  angulaire 

aprèslechoc, et  en  représentant  cette  expressionpar/iT'j -^i  r—,  -^, 

seront,  respectivement,  les  cosinus  des  angles  formés  par  l'axe  instan- 
tané de  rotation  et  par  les  a?,  ^  j',  et  s,. 

Les  mêmes  observations  s'appliquent  aux  quantités  «'f>',  u'o^,  i/t' , 
p' ,  fj' ,  /;  ainsi  on  aura,  pour  chacun  des  deux  corps,  les  valeurs  sé- 
parées de  la  vitesse  du  centre  de  gravité^  des  angles  que  la  direction 
de  cette  vitesse  et  celle  de  l'axe  instantané  de  rotation  font  avec  les 
a:,,  y,,  z,,  et  enfin  de  la  vitesse  angulaire  autour  de  cet  ase. 

1234.  Le  cas  de  l'élasticité  se  déduit  aisément  de  ce  qui  précède; 
1rs  phénomènes,  dus  à  cette  propriété  des  corps,  ont  lieu  immédiatement 
après  l'instant  où  le  choc  s'est  opéré  à  la  manière  des  corps  durs,  et 
je  suppose  que  les  changements  dans  l'état  de  mouvement  de  M  et  Jif, 
depuis  le  moment  où  ils  sont  en  contact  jusqu'à  celui  où  l'élasticité  a 
complètement  produit  son  effet,  se  font  pendant  un  temps  qu'on  peut  re- 
garder comme  infiniment  petit.  D'après  cela, l'élasticité  de  Met  M} 
étant  à  l'élasticité  parfaite  dans  te  rapport  de  n  à  i  ,lorsqu'en  vertu 
de  ia  percussion  normale  iV,  qui  s'est  exercée  au  point  de  contact,  les 
éléments  de  surface  de  M  et  M ,  qui  se  touchent  à  ce  point,  ayant 
acquis  des  vitesses  égales,  n'exerceront  plus  d'action  l'un  sur  l'autre, 
l'effet  de  l'élasticité  sera  ,  conformément  aux  explications  détaillées 
que  j'ai  données  sur  celte  matière,  de  reproduire  sur  chaque  corps,  à 
k'urs  points  de  contact,  une  action  normale  nN  dirigée  du  dehors  au 
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dcflans.  Ainsi  nN  doit  6tre  combinée  avec  les  quantiu'i  dépendantes 
du  mouvement  de  Jif,  apri's  le  choc  à  la  manière  des  corps  durs, 
comme  A'  a  étc  combinée  avec  les  quantités  relatives  à  son  mouvement 
avant  le  choc;  des  considérations  absolument  semblables,  s'appliquent 
au  corps  JU'. 

Soient,  apiès  que  réiusiictié  a  produit  son  entier  effet,  iv  la  vitesse 
du  centre  de  gravité  de  M;  R,  S ,  T,  respectivement,  les  cosinus 
des  angles  forin(?s-  par  la  direction  de  tv  et  par  les  x-,,yf,Sf\  J2  la 
vitesse  angulaire,  X,  ft,  v,  tes  produits  de  12  parles  cosinus  respectifs 
des  angles  désignés  par/',,  h,  h,  que  le  nouvel  axe  instantané  de  ro- 
tation fait  avec  les  3:,^j,  et  %,\  d'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  les 
quantités  w ,  R,  S ,  T,  ^-tft,  v^  seront  substituées,  dans  les  équa- 
tions (2)  de  l'article  précédent,  aux  quantités  zt,  p,  o,  t,pf  q,  r, 
tft  ces  dernières  y  remplaceront  v ^  etf,  gj  Ij  m,  n;  les  termes  qui 
contiennent  N  ne  subiront  d*auirc  changement  que  celui  d'être  mul- 
tipliés par  nj  on  aura  ainsi, 

Nna-\-M(up — wR)  =  o 

Nnb  ■\-  M{ua~—wS)  =  o 

Nnc  +  M(nT—wT)=o 

Nn  {^e—^a)  +  B(it-~t/)=o 

On   peut   introduire,  dans    ces    équations,  les  quantités   initiales 

*'j  ^}fj>  8>  h  "ïj  "  '">"  ''^"  '^^  "■>  9>  "■>  ^'  P >  'h  '■j  ^"  ajoutant, 

à  chacune-,  sa  correspondante,  prise  dans  les  équations  (2)  de  l'article 

précédent,  et  on  aura 

,  ,T      .     -.r,  1    On  aura,  pour  le  corp»  HP ,  de» 

(«  +  l)iVfl+il/(('C— w/î)  =  o    •  '•*    ■  .f    -     '- 

{n\-x)Nb^M{vf—wS)^0 

\n-\-i)Nc^M{vg—wT)  =  o 

\n-\-i)N{Cb—ric)=^A{X~r)=o 


(0- 


(.).. 


équMtiontabsolumentdemëmefoi^ 
medanïleïquellcR  touteilesletlres, 
eicepléA'etn,  devront  être  accen- 
tuées, pour  indiqucrquc  Icsquanti-r 
tés  auxquelles  elles  correspondent 
appartiennent  à  ce  corps  M'  ',  ainsi 
les  six  équatioDs  ci-à  côté  doivent 
être  considérées  comme  en  reprér 
■entant  douze. 


Au  moyen  des  treize  équations  de  l'arlicle  précédent  (on  a  vu  que 
les  six  équations  (a)  en  représentent  douze)  on  arrivera  Jt  ime  équation 
qui  ne  renfermera  d'autre  inconnue  que  iV,  dont  on  substituera  la 
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valfur  dans  les  éqiialions  précédrntcs,  qui  ne  contiendront,  alors,  que 
les  douze  inconnues  wR,  wS,  wT,  À,  fi.,  v ;  m^ R' ^  \v' S' ,  WP , 
À' ,fi' ,  y',*  ces  douze  inconnues  étant  calculées,  on  aura  les  valeurs  sé- 
parées de  w,  R,  S,  2',  12,  j f  h ,  k,  et  de  leurs  correspondantes 
accentuées,  par  le  procédé  expliqué  à  la  fin  de  l'ariicle  piécédent;  on 
obtiendra  donc ,  dans  le  cas  de  l'élasticité  d'un  degré  quelconque,  comme 
dans  celui  de  la  dureté  parfaite,  les  vitesses  des  centres  de  gravilé,  les 
directions  de  ces  vitesses,  les  positions  des  axes  instantanés  de  rotation 
et  Ie8  vitesses  angulaires  autour  de  ces  axes. 

1235.  Les  CBS  particuliers  qu'on  aura  à  traiter  fourniront  ordînai- 
nairement  quelques  moyens  de  simplification,  mais  voici,  à  cet  égard, 
des  considérations  générales  que  je  ne  dois  pas  omettre.  Menons,  par 
le  point  de  contact,  deux  axes,  perpendiculaires  entre  eux,  tracés  sur 
le  plan,  tangent  aux  deux  corps,  qui  passe  par  ce  point,  et  décom- 
posons chacune  des  vitesses  initiales  v  et  /,  en  trois  autres,  dont  deux 
soient  parallèles  aux  axe3  dont  je  viens  de  parler,  et  la  troisième, 
|)erpendiculaire  au  plan  qui  renferme  ces  axes;  désignons  ces  compo- 
santes, par  X'"'^'  ^  >  po"""  1^  corps  M  ;,  par  x!  >  "4"'  >  <"'»  pour  le 
corps  iW,*  la  vitesse  du  centre  de  gravité,  du  système  des  deux  corps, 
sera,  art.  11 14,  et  suivants,  tant  avant  qu'après  le  choc,  égale  à 

et  on  aura  les  expressions  suivantes  des  cosinus  des  angles  formés  par 
la  direction  de  son  mouvement  et  par  les  axes  auxquels  ^i  ^1  ^'  '*' 
sont  parallèles. 

Mx-{--^xf     M^-^M^'      Mm^M'ip' 
^^^ M^M      *      m\m'      '      M-\-M 

J'observe  maintenant  que  rinvariabilité  desvaleur8(i)  et  (2)  doit  aussi 
exister,  en  particulier,  pour  chacune  des  quantités  de  mouvement  M^, 
^fi/'jAPpj'jili'^t',  puisque  ces  quantités  de  mouvement  ont  lieu  dans 
des  plans  perpendiculaires  aux  directions  tant  de  la  percussion  N ,  que 
des  réactions  nNi  cette  percussion  et  ces  réactions  n'ont  donc  d'effet 
que  sur  les  quantités  de  mouvement  Ma,  M! eJ  perpendiculaires  au 
pian  tangent,  et  cet  effet  consiste  à  diminuer  l'une  de  la  même  quan- 
tité dont  l*9utre  est  augmentée,  condition  nécessaire  pour  que  le  centre 
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(le  gravité  du  système  des  deux  corps  conserve  sa  vitesse  et  la  direction 

de  son  mouvement. 

11  suit,  delà,  !«.  que  si,  parla  direction  de  la  vitesse  initiale  cducenlrc 
de  gravité  du  corps  j?lf, on  mène  un  plan  perpendiculaire  au  plan  langent, 
H  et  w  auront  leui-s  directions  dans  ce  même  plan  ;  et  ce  que  je  viens  de 
dire,  de  la  vitesse  v  de  M,  est  applicable  à  la  vitesse  initiale  /  de  M'. 
a°.  Qu'il  faudra  se  borner,  dans  les  questions  particulières  qu'on  aura  à 
résoudre,  à  calculer  la  composante  de  la  vitesse  de  chaque  centre  de 
gravité,  |>erpendiculaire  au  plan  tangent,  laquelle  se  combinera  en- 
suite, avec  la  composante  invariable,  parallèle  à  ce  plan,  pour  donner 
la  vitesse  absolue  dans  l'espace.  J'ajouterai  que  lorsqu'on  aura  fait  ce 
calcul  pour  l'un  des  corps,  on  aura,  aisément,  le  résultat  relatifà  l'autre 
corps,  .car  en  nommant  ta,  et  'a/  ce  que  «  et  a'  deviennent,  respec- 
tivement, après  le  choc,  ona  Mca-\-M  a^  ^MGi,-\-M,(3l  et  qu'ainsi 
une  des  inconnues  a,  et  toi  étant  déterminée,  l'autre  s'en  déduit  im- 
.médiatement. 

Mouremcnt  d'un  fil  élastique  daus  le  lena  de  aa  longueur  et  retenu  par  deux 
pointa  fiiei. 

ia36.  Les  exemples  que  j'ai  donnés,  jusqu'à  présent,  de  l'analyse  du 
mouvement  d'un  système  de  forme  variable,  supposent  tous  que  les 
divers  points  de  ce  système  se  meuvent  dans  des  espaces  de  grandeurs 
finies;  mais  il  est  une  classe  de  problèmes,  également  curieux  et  im- 
portants, dans  lesquels  on  considère  les  limites  de  ces  espaces  comme 
infiniment  rapprochées ,  le  mouvement  de  chacun  des  points  du  système 
se  réduisaiit  à  des  oscillations  dont  la  loi  dépend  et  de  la  constitution 
de  ce  système  et  de  l'action  des  forces  qui  agissent  sur  lui.  J'ai  voulu, 
avant  4^  terminer  les  applications  des  principes  élémentaires,  faire 
connaître  aux  élèves  la  solution  d'un  de  ces  problèmes,  et  celui  que 
j'ai  choisi  est  célèbre  tant  dans  l'histoire  de  l'analyse  mathématique 
que  dans  celle  de  la  mécanique;  il  conduit  à  une  équation  aux  diffé? 
rencfs  partielles,  du  deuxième  ordre,  la  première  de  cet  ordre  qui  ait 
élé  intégrée  (").  Voici  l'état  de  la  question. 

(  *  ]  Celte  intégrale  ett  due  i  Dalembert ,  qui  l'a  publiée ,  pour  la  préenièFO 
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Une  corde,  ou  un  fil  tendu,  considérée  comme  une  ligne  droite  ma- 
térielle ,  a  ses  points  extrêmes  immobiles  ;  cette  corde  ,  ou  ce  fil ,  ex- 
tensible et  élastique,  dans  le  sens  de  sa  longueur,  mais,  d'ailleurs  par- 
faitement flexible  résiste,  en  vertu  de  son  élasticité,  aux  forces  qui 
tendent  à  le  courber.  La  tension  à  laquelle  cette  résistance  est  due 
peut  être  obtenue  par  divers  procédés;  on  sait  que  l'usage  ordinaire , 
pour  les  instruments  de  musique,  est  d'employer  des  chevilles  un  peu 
coniques,  qui  entrent,  à  frottement,  dans  des  trous  de  même  for- 
me, et  autour  desquelles,  les  cordes  sont  enroulées,  par  un  de  leurs 
bouts,  l'autre  bout  tenant  k  un  point  fixe;  les  chevilles,  plus  ou  moins 
tournées,  donnent  aux  cordes  différents  degrt'S  de  tension.  Mais  ce 
moyen,  ou  tout  autre  dont  on  voudrait  se  servir,  équivaut  toujours  â 
l'effet  d'un  poids,  suspendu  à  chaque  corde,  en  substituant,  h  l'arrêt, 
qui  tient,  un  de  ses  points,  fixe,  une  poulie,  infiniment  petite,  sur  la" 
quelle  ce  point  serait  soulenH,  et  donnant,  si  on  veut,  des  positions 
horizontales,  à  l'axe  de  la  poulie,  et  à  la  partie  de  la  corde  comprise 
entre  cette  poulie  et  celui  de  ses  points  qui  demeure  fixe. 

Ce  fil  a  pris,  k  un  instant,  et  par  des  causes  quelconques,  une 
certaine  forme^  et  en  vertu  tant  des  vitesses  dont  ses  différents  points 


foû ,  dans  le  volume  de  1747 ,  des  Mémoires  de  l'académie  de  Berlin ,  et  qui 
alDtégréd'autrei  équatiooi  en  différences  partielles,  dans  ses  écrits  sur  la  causa 
des  vents  et  sur  la  résistance  des  fluides.  Il  a,  ainsi,  la  priorité  quant  à  ce  qui 
concerne  les  applications  de  ce  genre  d'équations  aux  sciences  phjrsico-matbé- 
■natiquça,  mais  la  gloire  de  t'inreniion  du  calcul  intégral  aux  diflerences  par- 
tielles appartient  k  Léonard  Eulerj  ce  grand  géomètre  avait  intégré  en  1784 

l'équation  du  premier  ordre  de  la  forme  I  -r—   l='yCj')  +  l  ~r—  l^(«/^)* 

(^et  ^)  étant  des  signes  de  Fonction*;^  représente  un  paramètre^  constant 
pour  une  courbe  déterminée,  et  variable  d'une  courbe  à  l'autre,  x  et  ^  étant 
les  coordonnés  rectangulaires. (Voyez  son  mémoire,  qui  apour  titre,  Jlf^AcxA/^ 
invertiendi  equaiiones pro infinitis curvia ejusdem genertiJMkraoirftAeY&iiaAètmK 
de Pétersbourg,  année  1784  et  1735).  Il  a  ensuite  traité  fort  en  détail  la  théorie 
des  équations  aux  diSerences  parliellei,  dans  le  troisième  volume  de  son  calcul 
intégral ,  qui  est  le  premier  ouvrage  où  ce  calcul  soît  présenté  dé  manière  \ 
pouvoir  être  classé  parmi  les  méthode*  analytiques. 

I  60 
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sont  aniim's  que  de  sa  force  élastique,  cette  forme  doit  changer  dans 
les  iDstanls  suivants.  H  s'agit  de  trouver  la  lui  de  son  mouvement,  en 
supjwsant  que  les  plus  grands  écarts  de  ses  points,  par  rapport  à  l'axe 
rectiligne,  mené  d'un  des  pointa  fîies  à  l'autre,  sont  extrêmement  ou 
infiniment  petits. 

1287.  Prenant  un  de  ces  points  fixes,  pour  origine  des  coordonnées 
rectangulaires  de  la  courbe,  qui  est  supposée  plane,  et  comptant  les  x 
sur  la  droite  qui  passe  par  les  deux  points  fixes ,  je  conçois  une  in  - 
finité  d'ordonnées  j',  élevées  entre  ces  deux  points  fixes  dont  chacune 
correspond^  sur  Kt  courbe,  à  un  point  matériel  qu'on  peut  supposer 
être  un  des  éléments  désignés  par  dm^  de  la  masse  du  fil,  lié,  à  l'élé- 
ment suivant,  par  une  portion  élémentaire  ds  de  la  longueur  du  fil, 
cet  élément  ds ^  de  la  masse  duquel  on  peut,  dès-lors,  faire  abstrac- 
tion, tendant  à  rapprocher,  en  vertu  de  son  élasticité,  les  deux  points 
matériels  qui  sont  à  ses  extrémités. 

La  constitution  du  système  étant  ainsi  établie,  je  considère  parti- 
culièrement deux  des  éléments  consécutifs  de  la  courbe ,  qui ,  en  vertu 
de  leur  élasticité,  tirent  en  sens  contraire,  suivant  la  longueur  de  la 
courbe,  l'élément  de  masse  «fra. posé  entre  eux,  et  dont  les  coordonnées 
sont  X  et  y.  J'appelle  ^  et  ^  -H  d^  les  angles,  respectifs,  formés  par  ers 
éléments  de  courbe  et  par  l'axe  des  x ^  et  désignant  par  r,  la  tension 
du  fil,  laquelle,  vu  rhypolhî."se  des  vibrations  infiniment  petites,  peut 
être  censée  constante  dans  l'étendue  entière  de  la  courbe,  et  pendant 
toute  la  durée  du  mouvement ,  j'ai  les  forces  suivantes  données  par  cette 
tension  et  agissant  sur  l'élément  de  masse  dm ,  savoir; 

parallèlement  à  l'axe  I  =1"  ^ '■<^.'>='  *  >  "^'  '<^.°'-  <<*+''*) 

l^desjj' rsm.  ^  ,  et  rsm.  {^-\-d^') 

les  forces,  qui  composent  chacune  de  ces  couples,  agissent  dans  des  sens 
directement  opposés,  et  comme  l'hypothèse  des  oscillations  infiniment 
petites  permet  de  confondre  l'arc  4>  ^vec  son  sinus  ou  sa  tangente,  on 
a  i"*.  cos.(^4"'^^)  =  *^os.^=:  1  ;  2°.  rsin.(^-[-j/^)  —  r%\n.ç  =  rd^; 
la  résultante  de  la  première  couple  est  égale  à  zéro  ;  la  résultante  de  la 
seconde  est  égale  à  td^. 

Les  effets  dynamiques,  produits  sur  l'élément  de  masse  dm ,  étant, 
ainsi,  réduits  à  ceux  de  l'élasticité  des  éléments  de  courbe  qui  lui  sont 
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contigus,  on  peut  poser  i'cquation  de  son  mouvement  comme  s'il  était 
libre;  mais  avant  de  lui  appliquer  le  principe  gt-néral ,  il  faut  faire 
attention  que, d'après  les  conditions  qu'on  s'est  imposées  sur  l'étendue 
des  oscillations  et  d'apfès  la  petitesse  de  l'angle  ^  qui  en  résulte ,  1» 
longueur  d'un  arc  quelconque  de  la  courbe  ne  diffère  de  celle  de  la 
portion  de  l'axe  des  abcisses,  à  laquelle  elle  correspond,  que  d'unexjuan- 
tilé  négligeable  par  rapport  à  l'une  et  à  l'autre  longueur,  et  il  suit  de  là 
que  le  mouvement  de  l'élément  de  masse  dm  a  continuellement  lieu , soit 
dans  un  sens  soit  dans  l'autre ,  suivant  une  même  perpendiculaire  à  l'axe 
des  X ,  sur  laquelle  se  trouve  la  coordonnée  y  de  cet  élément  de  masse. 
Ces  préliminaires  posés,  la  force  motrice  imprimée,  et  celle  qui  a 

lieu,  sont,  respectivement,  rd^  et  |  —r^  1  dm ^  dt  étant  constant; 
ces  deux  forces  motrices  ont  leurs  directions  sur  une  même  ligne  droite, 
et  comme  tang.  ^  =  #=:-^,  d'où  (/^=|  — -^  |  dx  j  {^dx  est  sup- 
posée constante)  l'expression  de  la  premjère  se  change  en  rdx  I  — 'I-  |. 

\dx^J 

Cette  dernière  force  est  accélératrice  ou  retardatrice  dans  différentes 
circonstances  qui  dépendent  et  du  sens  du  mouvement  de  l'élément  de 
masse  dm^  et  de  la  position  du  centre  de  courbure  de  l'élément  de 
courbe  sur  lequel  dm  est  posé,  centre  qui  peut  être  ou  du  côté  de  l'axe 
des  X f  ou  du  côté  opposé,  par  rapport  à  ia  courbe;  établissant  les 
signes  des  quantités,  dans  chaque  cas,  relativement  à  ces  circonstances 
et  il  la  condition  de  prendre  positivement  les  vitesses  qui  tendent  & 
augmenter  lesjj'  positives,  on  a,  d'après  le  principe  général,  entre  la 
force  motrice  imprimée  et  celle  qui  a  lieu  la  relation  d'égalité 

^    ' dm'\dx»  )      \~d^) 

Cette  équation  est  applicable  à  toutes  les  hypothèses  qu'on  peut  faire 
sur  les  variations  des  masses  dm ,  d'un  point  à  l'autre  de  la  courbe;  si 
on  suppose  que  la  somme  des  niasses  élémentaires  dm,  étendues  sur 
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une  certaine  longueur  de  courbe,  est  proport ionoelle  à  cette  longueur, 
qui,  d'aprt's  ce  qu'on  a  dit  ci -dessus,  est  celle  de  la  partie  correspon- 
dante de  l'axe  des  x ^  ces  masses  élaot,  de  plus,  égales  eo  volume, 
on  aura  le  cas  du  fil  homogène  et  uniformément  gros  ;  désignant , 
dans  ce  cas,  par  p  la  masse  totale  du  fil  ou  de  la  corde  entre  ses  points 
fixés,  et  par  a  sa  longueur,  entre  les  mêmes  points,  la  proportion 

a:p::  dx  :  dm  donnera  dm  ^  '- — ,  et  l'équation  (  i  )  deviendra 
a 

w ^(^^X^) 

1238.  Il  me  reste  à  rapporter  à  des  notions  précises  la  mesure  de 
la  tension  t;  cette  tension  se  trouvant  obtenue  par  un  moyen  quel- 
conque, et  maintenue  dans  un  état  déterminé  et  constant,  son  effet  est, 
lorsque  la  corde  reçoit  un  ébranlement,  aprè$  lequel  elle  est  aban- 
donnée à  elle-même,  défaire  faire,  à  cette  corde,  pendant  la  première 
unité  de  temps  qui  suit  son  ébranlement,  un  certain  nombre  de  vibrations  ; 
or  supposons  qu'au  moyen  quelconque  de  tension  on  ait  substitué  , 
de  la  manière  indiquée  à  l'art.  i236,  le  poids  d'un  corps,  dont  la  masse 
serait  égale  k  P ,  de  quantité  telle  qu'il  fasse  faire,  à  la  corde ,  le 
même  nombre  d'oscillations  dans  les  mêmes  circonstances,  le  poids  sera 
évidemment  la  mesure  de  la  tension.  Lorsqu'il  s'agit  des  cordes  d'ins- 
truments de  musique,  l'identité  des  nombres  d'oscillations  se  reconnaît 
par  l'identité  des  sons ,  et  on  verra  bientôt  que  l'isochronisme  des 
oscillations  dispense  de  se  réduire  à  ne  considérer  que  celles  qui  ont 
iieu  pendant  la  première  unité  de  temps  du  mouvement. 

La  tension  réqui valant,  ainsi,  au  poids  d'un  corps  dont  la  masse=i', 
représente  une  force  qui ,  dans  le  premier  instant)  de  son  action ,  engen- 
drerait une  quantité  de  mouvement  élémentaire  Pgdt  (je  continue  à 
désigner,  par  g,  la  force  accélératrice  due  &  la  pesanteur  terrestre); 
on  a  donc  rdt^^Pgdt  ou  T=Pg  et  l'équation  (a)  de  l'article  pré- 
cédent devient  a  g   —  I  ■      ^  )  =  (  ■    .    ■'  J  ,  ou  en  faisant  »  pour 

.  abréger  a  g .  —  =  A» 
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P 

les  masses/*  et ^  étant  proportionnelles  à  leurs  poids, exprime  le 

rapport  entre  le  poids  capable  d'opérer  la  tension  actuelle  de  la  corde, 
et  le  poids  de  cette  corde. 

ii39.Lesélèvesferontattention  que  le  coefficient  différentiel!  —3-^  ) 

se  rapporte  exclusivement  aux  espaces  parcourus,  par  un  même  point  de 
la  courbe,  sur  la  perpendiculaire  à  l'axe  des  x  qui  passe  par  ce  points 
c'est-à-dire,  aux  variations  de  longueurs  àc y  correspondantes  aux  va- 
leurs/^ t-\-  fit,  e+  s,dt,  du  temps,  pour  une  même  valeur  de  x^  et  que 

le  coefficient  difTérentiel  1  ■  ,  "^  jse  rapporte  aux  variations  de  lon- 
gueurs des  coordonnées j'j  correspondantes  aux  abcisses  x,  x-\-dxj 
X  -^  %dx ,  pour  une  même  valeur  de  tj  ainsi  l'équations  (a) 
est  aux  difTérences  partielles  du  deuxième  ordre,  et  je  vais  intégrer 
cette  équation  en  n'employant  que  des  considérations  familières  à  tous 
ceux  qui  connaissent  les  simples  éléments  du  calcul  différentiel  et  in- 
tégral. 

D'après  !e  mode  de  variation  Ae  j,  fixé  par  l'état  de  la  question, 
on  doit  avoir jt=Jonction  (.Tj  t)  et,  par  conséquent, 

(i) dy=pdx-\-qdt 

p  et.  ({  étant  des  fonctions  de  x  et  /.  Soient 
,    ,  i  dp  =:  rdx  -f-  sdt 

^^' \dei=^t'dx\s'dl: 

r.jj-z' et /étant  aussi  des  fonctions  de  x  et  l,  on  aura,  parle  théorème 

connu,  /=J,  d'où  dq=sdx-\-^ dts   le  coefficient  / 

:=  I  -  .  •^..  j,  et  la  deuxième  équation  (a)  se  change  en 

dt,  =  sdxJ^\~j^\dt 
l'équation  (a),  de  l'arlicle  précédent,  donne,  en  observant  que 


-m 


< 


tlx)      \dx')' 
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et  les  deux  équations  (a)  deviennent 
Cil  \  dp=rdx-ysde 

^    ' \dq^sd.T-\-b*rdt 

Pajoute  la  première  de  ces  équations  à  la  deuxième,  et  je  l'en  retranche, 
Buccessivemcnt,  après  l'avoir  mullipliée  par^,  ce  qui  me  donne 
ih\  {^^  +i>dp=(ir  +  s)  {bdt-\-dx) 

^    ' \dq—bdp^\br~s){bdt—dx) 

Les  difTéremielles  dp  et  di}  étant,  équations  (i)  et  (a),  des  diffé- 
rentielle exactes,  les  deuxièmes  membres  de  ces  équations  (5)  doi- 
vent être  aussi  des  di (Turent ielles  exactes,  et,  par  conséquent,  on  a, 
7^  et  2  étant  des  signes  de  fonction, 

br-\-s^r{bt-\-x) 
br~'Sz='S.{bt—x) 
Les  équations  (5)  deviennent,  en  y  substituant  ces  valeurs  et  intégrant 


(e\     {q^'i'P=f\{bdt^dx)r{bf.\.x)\==^î.{ùt^x) 

^    '"'\q-bp=f\{bdt-dx)Z{bt-x)\^X{^'-^) 
X  étant  d 
s  valeurs 

,.J' 


\t  et  ^  étant  des  signes  de  fonctions. 

Les  valeurs  séparées  de  /^  et  ^  ^  déduites  de  ces  équations,  sont 

(7)- 

et  ces  valeurs,  introduites  dans  l'équation  (  i  ) ,  la  changent  en 

dj=J-\{td,-\-dx)^<^l,l+x)-lr(.l>d'-d:c)X,(.l-t-^)\ 
îb 

équation  séparée,  de  laquelle  on  déduit,  par  Timégration , 

W----y=-^  l/(i/+x)+r(««-^)  i 

y  et  i'' étant  des  signes  de  fonctions. 

1240.  On  peut  s'assurer,  par  la  diflèrentiation,  que  celte  équation 
satisfait  à  l'équation  (a)  de  l'article  ia38;  diŒérentiant,  d'abord,  par 
rapport  à  2^^  on  a  .       . 
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ensuite  la  difTérentiation,  par  rapport  à  t,  donne 

et  comparant  ensemble  les  valeurs  de  1  -^— ^  I  '^M  ~7"     )  o"  * 

qui  est  la  proposée.  On  serait  parvenu  au  même  résultat  en  supprimant 

le  facteur  — j-  de  l'équation  {S),  et  on  satisferait  encore  à  la  proposée 

en  substituant  ^(.r  —  A/)  à  F{bt — x),  ainsi  l'une  quelconque  des 
deux  cquatioiis 

\  '""'y=A^+i')+n''~'>')   ' 

est  tout  aussi  bien  l'intégrale  de  la  proposée  que  l'équation  (S),  et, 
en  général,  toute  équation  finie,  qui,  satisfaisant  à  une  équation  en 
différences  partielles  de  l'ordre  rij  renferme  un  nombre»  de  fonctions 
arbitraires,  doit  être  regardée  comme  l'intégrale  complète  decett«  équa- 
tion en  différences  partielles.  L'analyse  de  l'article  précédent  aurait  con- 
duit à  la  a«.  des  équations  (^),  si,  pour  avoir  la  a»,  équation  (5)  de  cet 
article,  on  eut  retranché  la  2«.  (4)  de  la  1".  (4),  celle-ci  étant  mul- 
tipliée par  à^  au  lieu  de  faire  l'opération  inverse. 

Propriétés  et  comtruction  de  l'éqaalioo  qui  donne  le  mouremeal  de  la 
cotde  vibrante. 

124T.  L'analyse>  eiposée  dans  le  chapitre  précédent,  nous  a  conduits 
à  l'équation 
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dans'  laquelle  a^  et^  sont  les  coordonnées  de  la  courbe  qui  renferme, 
au  bout  du  temps  ij  tous  les  points  du  (il  mis  en  oscillation,  ou  de 
la  corde  vibrante,  coordonnées  dont  l'origine  est  à  un  des  deux  points 
fixes  du  fi!  ou  de  la  corde;  la  constante  A  représentant  Tcxpression 

1/  -P.... ,  dans  laquelle  P  est  un  poids  qui  représente  et  mesure  la 

tension,  /}  le  poids  et  a  la  longueur  de  ta  corde  entre  ses  points  fixes. 

J'observe,  d'abord ,  que  les  points  de  U  corde  placés  à  l'origine  de  a, 

qui  est  l'origine  des  Xjjr,  etk  l'extrémité  de  a,  étant  immobiles,  on 

doit  avoir,  pour  uo«  valeur' quelconque  de  tj  les  valeurs  simultanées 

Lesquelles  substituées  dans  l'équation  précédente,  donnent 

1^)  //(*')=-■ F(*') 

*   [ Xf(il+a)=-F[it-a) 

soit  it — a  =  $,  on  aura 

/{*;+«)=/(f+2«),  F(,tl-a)==F(S), 
d'oîi,  s*,  équation  (a), 

/({+2»)=-F(J) 

mais  la  première  équation  (â)  nous  apprend  quelles  symbolesde  fonction 
y  et  i^  peuvent  être  remplacés  l'un  par  l'autre,  en  changeant  simpe- 
ment  le  signe  extérieur  qui  affecte  toute  la  fonction,  donc 
-F(S)=f(.S).'t 

changeant  dans  les  deux  membres^en  F  et,  par  1  rn^ 


conséquent  +  en  —  on  a 

F(S  +  "')  =  Fi() 
en  considérant  s.a  comme  une  différence  finie  de  ^,  c'est-à-dire,  en 
faisant  .^^^aa,  on  aura 

/(f  +  2")  -AS)=-^-AS),  Fis  +  >^)-F(S)=^.F(s) 

et  les  équations  (3)  équivalent  aux  suivantes 

^./(î)=Oi^.f(f)  =  o. 
Nous  découvrons,  par  ces  équations,  une  propriété  très-importante, 
des  fonctionsyet  Fj  prenant  ^,  pour  abcisse  d'une  courbe  qui  aurait. 
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pour  ordonnées,  soitj'(^)  soit  F  (f  ),  et  ayant  construit  un  are  de 
cette  courbe  correspondant  à  une  longueur  a  o  de  Taxe  des  abcisses, 
le  surplus  de  la  courbe  se  composera  d'arcs  semblables  et  égaux  à 
celui-là,  misa  la  suite  les  uns  des  autres;  je  vais  appliquer  cette  pro- 
priété k  la  construction  de  l'équation  (  i  )  établie  d'après  les  données 
du  problême. 

1242.  II  s'agit  de  trouver,  pour  une  valeur  déterminée  de  a;_,  les 
Taleurs  de  la  coordonnées^,  déduites  de  l'équation 

jr=.f{&t  +  x)-i-F{6t-~x) (l) 

et  correspondantes  aux  différentes  valeurs  de  tj  ou,  réciproquement, 
pour  une  v<Bleur  déterminée  de  t,  les  coordonnées  des  différents  points 
de  la  courbe  suivant  lesquelles  la  corde  est  pliée  k  l'instant  qui  ter- 
mine  le  temps  donné  f. 

Je  suppose,  d'abord,  pour  plus  de  généralité,  qu'à  l'instant  où  le 
temps  t  commence,  les  différents  points  de  la  corde  ont  des  vitesses 
finies  et  connues,  lesquelles  avec  la  figure  de  cette  corde,  au  même  ins- 
tant, constituent  les  données  initiales  du  problème. 

Or,  à  un  instant  quelconque  du  mouvement,  la  vitesse  du  point  dont 
les  coordonnées  sont  x  et  ^  a ,  pour  valeur ,  d'après  l'équation  (  i  )  de 
l'article  précédent, 

l,\f'(it  +  a:)  +  P(it-x)\ 

et  désignant,  par  Z7,  la  vitesse  dont  le  point,  correspondant  à  l'abçisse  :r, 
est  animé  k  l'instant  où  /=:0,  on  a, 

V=t\f(a,)+P(-x)i 
équation  qui,  multipliée  par  dan  et  intégrée,  donne 

l'équation  (i  )  donne,  à  ce  même  instant  où  /s=o, 

l^==f{3e)  +  F(^iv)    \  reitUv«leiwde>'lori5ue(=Bo. 

ou,  comme  on  peut,  d'après  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus,  substituery^à/* 
en  changeant  le  signe  extérieur  de  la  fonction, 

/(  Wx)+«C=i  i/{x)  +f(-x)  1 
on  déduit  de  ces  équatiQiu 

1  £1 
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j(=')=iU 


Ce  sont  ces  équations  que  je  vais  employer  pour  donner  une  construc- 
tion fort  simple  de  l'équation  (  i  )  de  l'article  précédent,  laquelle  par  le 
ch£,ngement  de  F  en/],  sous  la  condition  sus-cnoncée,  peut  s'écrire  ainsi , 

(t)  . . .  .jç-=/(^/+x)-/(«<-i) 
et  comme  on  a ,  ainsi  qu'on  le  verra  bientôt ,  pour  les  valeurs  des  lignes 
il  construire,  des  expressions  dans  lesquelles  la  constante  C  s'élimine 
toujours  d'elle-même,  la  valeur  de  celte  constante  peut  être  prise  abso- 
lument à  volonté,  et  pour  simplifier  je  la  supposerai  égale  à  zéro. 

1^48.  Les  équations  {y)  de  l'article  précédent  se  trouvent,  ainsi, 
réduites  à 


•  (/) 


S*  '"'  ""■  '•  AB  étant  la  longueur  de  la  corde,  A  et  B  ses  points  fixes  et  A 
l'origine  des  x ,y  et  Y ,  soient  >4M5  la  figure  initiale  de  celte  corde, 
celle  qui  a  lieu  lorsque  i  =  o,  et  faisons  AP^=x,  PM=  K;  puisque 
tes  vitesses  initiales  de  tous  les  points  M  sont  données,  on  pourra 
construire  une  courbe  AF'B  telle  que  l'ordonnée  Pf^  égale  l'espace 
qu'un  mobile  parcourerait ,  dans  l'unité  de  temps,  s'il  était  animé  de  la 
vitesse  U^  du  point  Mj  correspondante  à  la  valeur  e  =  o,  et  par  le 
moyen  de  cette  courbe  AVB  on  en  construira  une  troisit-me 
AWV  dans  laquelle  le  rectangle  fait  de  l'ordonnée  P/F"et  de  la 
constante^  sera  égal  k.  l'aire  APV  ^qm  k/{Vd.T)\  on  aura,  ainsi, 
les  quantités  doni.écs  par  l'état  initial  de  la  corde 

_f{Vdx) 


AP=x;  PM=^r:  PV=Vi  PW^t 


b 


dont  les  relations  sont  exprimées  par  les  équations  (j-'). 
'g->8,no».ieta.      pour  employer  ces  quantités  aux  déterminations  dont  j'ai  besoin,  je 
prends  un  autre  axe  A,B,,  séparé  du  premier,  pour  ne  pas  embrouiller 
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la  fîgurCi  mais  posé  de  manière  que  les  lignes  jé^A  et  B^B  soient  à 
angles  droits  sur  les  lignes  yi,B,  rt  ^B  et  je  construis ,  sur  cet  axe, 
une  courbe  -^,  Af,5  dont  une  ordonnée  quelconque  P,M,.  située  sur  le 
prolongement  de  Wj  ait  pour  valeur 

Prenant,  ensuite,  sur  le  prolongement  de  B^A,,  A',b,^A,B, ,  je 
conslruis,  sur  cet  axe  prolongé,  la  courbe  A,ft,s  telle  qu'en  pret^ant 
une  abcisse  ^,jr^  =  ^,F^  l'ordonnée  ;r,^,  correspondante ,  ait,  pour 
valeur, 

cette  dernière  courbe  coupe  son  axe  au  point  tj,,  où  on  a  AfU,  (n**.») 
=  Ah{ifi.  i)  =  l'abcisse  correspondante  à  l'intersection  ^^  ou  la  diffé- 
rence entre  FW  ex.  P M,  c'est-à-dire,  entre  ^-^ — r-^   et  f^  devient 

D 

nulle. 

De  plus  les  ordonnées  extrêmes,  B,  S  et  b^Sj  (n°.  2)  sont  de  même 
signe,  égales  entre  elles  et  à  l'ordonnée  extrême  B  XJ ,  (n",  1  )],  vu  qu'au 
point  5^  i'jlfoù  i' est  nulle  et  que  la   valeur  BU  àe  P  PV,  ou  de 

~ — -r — ,  à  ce  point,  est  la  valeur  commune  des  ordonnées  extrêmes 

É,S  et  b,s. 

On  a  ainsi  un  arc  de  courbe  Sft,A,M,S  tel  qu'en  prenant  l'origine 
des  X  en  A,,  comptant  les  x  positives  dans  le  sens  A,Bf  et  les  a:  né' 
gatives ,  dans  le  sens  A,  b,  une  ordonnée  quelconque  de  cet  arc  de 
courbe  a  pour  valeur  générale  f  (t ) ,'  expression  dans  laquelle  x  peut 
être  positive  ou  négative;  or  cet  arc  décoarbe  étant  construit  sur  une 
longueur  bfB^  de  l'axe  des  abcisses,  on  peut,  d'après  la  propriété 

fi^x  +  2<ï)W=y(.T),  démontrée  dans  l'article  précédent,  le  continuer 
indélinimenT  par  les  répétitions  successives  de-  l'arc  s  ft.,A,MfS  à  la 
droite  de  5B,  et  del'arc  SM,A,ft,s  à  la  gaeche  de  sb,. 

Rien  n'est  plus  plus  aisé,  maintenant,  que  de  construire  l'équation 

^=f{bt-\-x) — f{bt — x),  car  il  SdflRt  de  substituer,  dans  les  ex- 
pressionsy(^)  ety(  —  x)  ,  où  on  peut  donner  à  x  des  valeui* 
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absolument  arbilraircs,  bt -Y  x  kx  et  — {x — ht)  à — x  ,  et  de 
prendre,  en  ayant  égard  aux  signes,  la  dlfTérence  des  ordonnées 
correspondantes  à  ces  abcisses ,  l'origine  étant  en  A,  sur  la  courbe 
s  fi,ji,M,S  prolongée  indéfiniment  de  part  et  d'autre  du  point  ^,. 

1244.  Maison  peut  opérer,  immédiatement,  d'après  la  courbe  ^Afiff^ 
(jui  donne  la  figure  initiale  de  la  corde,  et  la  courbe  A  VB  des  vitesses. 
On  fera  attention  que  l'ordonnée  y"|  —  (x — ht)  \  prise  sur  la  courbe 
Sfi,A,M,S  se  déduit  des  ordonnées  des  courbes  AMB  et  AWJJ 
correspondantes  à  l'abcisse  x  —  bt ,  on  aura  donc  d'après  les  équa- 
tions (/)  de  l'M-ticle  précédent,  en  faisant  AP  =  Xj  PP'=Pp'=^bt, 
d'où  AP'^x-\-bty  et  Ap''=x — bt 

«  l'équation_/:=y"(i/+ar) — f(bt — m)  deviendra 

/      V  ,    C    ru  -imt  II  tiifC  P'  P'  L  l\ 

(a)....^  =  ^(^P'JM' +  ;.'«' (L- I 

On  voit  que  ,  si  la  constante  C  des  équations  (y)  de  l'article  1242, 
fut  restée  dans  les  équations  {y')  et ,  par  conséquent ,  dans  les 
équations  (i)  du  présent  article,  elle  se  serait  éliminée  d'elle  même, 
lorsqu'on  a  soustrait  l'un  de  l'autre  les  seconds  membres  de  ces  équa- 
tions (1),  pour  former  l'équation  (a),  il  était  donc  plus  simple  de 
supposer ,  dès  l'abord ,  cette  constante  nulle ,  ainsi  que  je  l'ai  fait. 

Lorsque  /  =  o,  on  a  A/  =  o,  PP'=  o,  Pp'=  o,  P'iA'^=p'm'=  P  M; 
d'oîi^=r7(2/'M)=J'^l'opdonnée  initiale,  ainsi  que  cela  doit  être, 
'jn".  I,  Pour  continuer  cette  construction,  quelles  que  soient  les  valeurs  de 
ac  et  de  t,  il  suffira  d'appliquer  aux  courbes  AMB  et  AVB^  la  pro> 
priété,  démontrée  art.  1241  ,  de  la  fonction^  Or,  l'équation  de  ta 
courbe  initiale  est  y  ^f^ct) — f{  —  x)  et  les  valeurs  de  JT  sont 
données  depuis  ^  =  o,  jusqu'à  ji'^a.  Si  on  suppose  x  négatif,  cette 
équation  deviendra  y=  — \\f(x)  — J'( — x)  j  ;  ainsi  du  côté  des  x 
négatives,  la  courbe  se  continuera  au-dessous  de  l'axe, suivant  ApB, 
en  portant  à  l'extrémité  d'une  abcisse  quelconque  A  a-  égale  b  AP , 
une  ordonnée  négative  ^^  égale  à  l'ordonnée  positive  PM.  On  cons- 


Digitizeaby  Google 


Sectiok  QUATRittir.  485 

truira  ainsi  ta  portion  de  courbe  Afib ,  qui  n'est  autre  chose  que  la 
coHtbe  AMB  mise  au-dessous  de  t'axe- dans  une  position  inverse, 
correspondante  &  une  tonguelir  d'axe  ^A^^f»  aprtsquoi  on  répétera 
indéfiniment  bfi  AMB^  qui  embrasse  une  longueur  s  a  de  de  t'axe  bB , 
à  droite  de  B,  et  BMAfibj  à  gauche  de  b. 
Une  opération  semblable  se  fera  sur  la  courbe  AVB,  car  on  a 

la  valeur  dey(  Udx),  devient,  en  y  rendant  x  négative  * 
SI,Udx)  =  -l,\fix)^f(,-x)\  d'oii 
U  z= —  b  \f{x)  — y  ( — X  \ ,  expression  de  U  correspondante  à 
un  abcisse  x  négative;  les  ordonnées  V  correspondante»  à  des  abcisses 
égales,  portées  de  part  et  d'autre  du  point  A,  sont  donc  égales  entre 
elles,  mais  situées  de  difTérents  côtés  par  rapport  à  t'axe  bB  j  et  la 
continuation  de  la  courbe  supérieure  sera,  du  côté  de  b,  U  courbe  in- 
férieure-rf  F',  ^j  semblable  et  égale  à  AFB,  mais  mise  dans  une  situa- 
tion inverse.  La  courbe  b  V,  AVB  embrassant  une  longueur  2  a  de  l'axe 
des  abcisses  x,  se  continuera  indéfiniment  par  les  répliques  de  b  V,  AVB 
à  la  droite  de  ^ ,  et  par  celles  de  BVAF,  ^  &  la  gauche  de  b ,  ta 
proprîétéy(^  -|-  aa)==/'(^),  donnée  par  la  première  équation  (3)  de 
l'article  (1^41) ,  s'étendant  à  toutes  les  dérivées  de  cette  équation  dont 
la  dérivée  de  l'ordre  (n)  est/C")  (^-|- a«)  =/Ci.)  (^). 

1245.  Voilà  donc  une  construction  très-simple,  établie  sur  toutes  les 
données  du  problème,  et  qui  se  rapporte  à  un  état  initial  quelconque 
du  fil  ou  de  la  corde.  L'hypothèse  des  vitesses  desdifférents  pointe  de  cette 
corde,  correspondantes  à  la  valeur /  =  o,  a  eu,  pour  principal  objet,  de 
donner  à  ta  solution  toute  la  généralité  possible  \  on  déduit,  en  peu  de  mots, 
de  cette  solution,  la  construction,  dans  le  cas  où  ta  corde  infléchie,  et 
abandonnée  à  elle-même,  part  de  l'état  de  repos  à  l'instant  oîi  on 
compte  i=  o. 

En  appliquant,  à  ce  cas,  la  règle  générale  énoncée  par  l'équation  (a)  Fig.  18,  n".  3. 
de  l'article  précédent,  on  voit  que  la  modification  à  faire,  à  cette  règle,* 
pour  l'objet  particulier  dont  il  s'agit  ici,  consiste  dans  la  suppression 
du  terme  relatif  à  l'aire  /?'P'£/  de  la  courbe  des  vitesses  initiales,  et    ■ 
dés-lors  les  opérations  sont  extrêmement  abrégées;  les  courbes  v4/if^£/'_, 
A  VB  n'existent  plus  et  tout  est  donné  par  la  figure  initiale  de  la  corde. 

Soit  A„M„B„  cette  figure  initiale,  A„  et  B„  étant  les  points  fixes; 
on  répétera  d'abord  ta  courbe  A,fM,fBi,  au-dessous  de  l'axe  A„Bf,t 
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en  Af,  fif,i>„,  en  la  pkcant  dans  une  situation  inrersç,  c'est-à-dire,' 
«n  faisant  yr„  ii.„  =  P„  Af  „  lorsque  A,,  ff„  =  A,,  P„ ,  après  quoi  on  con- 
tinuera indéfiniment  A„/c„^„JI/„S„à  la doite  de  B„  et  5„U„^„«,^,, 
à  la  gauche  de  b,, ,  le  tout  ainsi  qu'il  a  été  expliqué  à  l'article  précèdent. 

Ces  préparations  faites,  si  on  a  ji ,fP„=-x  et  qu'on  veuille,  pour 
cette  valeur  de  x,  avoir  la  valetir  de_j  au  bout  du  temps  t ,  on  portera, 
de  part  et  d'autre  dé  F„,  P,,?,^  P„p,=  bt,  et  traçant  les  ordon- 
nées P,^If  i't  p,m,  à  la  ■courbe  initiale,  on  aura  la  valeur  cherchée 
en  substituant,  dans  la  formule  (2)  de  l'article  précédent,  P^M,  et Pf/n^ 
rcspectivcmest,  à  P' M'  et  p' m'  et  ne  tenant  aucun  compte  de  l'aire 
soustractive;  il  en  résultera  la  formule  très-simple 
y  =  \{P,M,^-p,m,) 

1246.  Il  suit  de  ce  procédé  de  construction  que  si  le  temps,  au  bout  du- 
quel on  veut  avoir  la  vgdcur  ùe_y,  est  égal  à  -7-,  11  faut  porter,  de  chaque 

côté  de  P,f ,  les  valeursP,,  K=P,fk  =  è.  —r~=a=jé,.B,.,  et  l'ordonnée 
o 

cherchée  seray:=^(KN-\-kn)\  mais  d'après  la  nature  de  la  courbe, 

ou  les  équations  (3),  art.  1241,  KiV  et  An  distantes  entre  elles  de  a  « 

doivent  être  égales  et  de  même  signe,  donc^  =  KiV=An  ou  en 

prenant  B„îi,-=  B„K  =  b,,k=^  A „P„,y  ^hfn.  et  comrhe cette  pro- 

pficté  aurait  lieu  pour  une  ordonnée  quelconque ,  on  voit  qu'au  bout  du 

temps  -3-  la  courbure,  ji„nBf, ,  que  prend  la  corde,  est  sa  courbure 

initiale  A^,Mi,Bi,  inversée,  correspondante  à  la  position  qu'elle  aurait 
si  elle  faisait  une  demi-révolution  autour  de  A„B„  et  une  autre  demi- 
révolution  autour  d'une]perpendiculaire  à  A„B,,m<cnès  sur  le  milieu  de 
cette  ligne  dans  le  plan  dc  la  figure. 

Lorsque  la  courbe  initiale  A„  D  B,,  a  deux  branches  Â„Ii  et  DB„ 
égales  et  semblables  de  part  et  d'autre  de  l'ordonnée  CH ,  mené**  au 
milieu  AeA„B„,  si  on  veut  connaître  la  valeurque  prend  une  ordonnée  ini- 
tiale quelconque  P„M„a.\i  bout  d'un  temps  t= — ~,  ilfaut,  par  la  méthode 

de  construction,  porter,  de  part  et  d'autre  de  P,,;  sur  l'axe  dH^^  dea 
longueurs  égales  {a,  et  l'crdonnée  cherchée  sera  la  demi-somme 
des  ordonnées  élevées  auit  extrémités  de  ces  longueurs;  mais  quelque 
part  que  soi  t  P„  j  ces  ordonnées  seront  toujours,  ou  nulles ,  ou  égaleset  de 
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avec ladroite^,,Jff^,et c'est, d'après cequi  précède,  la  moitié  du  tcmps-^ 

qu'elle  emploie  pour  prendre  la  forme  de,  la  courbe  A„nB„  égale  et 
•emblable  à  la  courbe  primitive  y/„3f„5/,. 

Les  constructions  précédentes  pourfoient  aisément  se  rapporter 
aux  surfaces  courbes,  en  considérant  le  temps  /  comme  une  des  coor  - 
données  de  la  surface,  qui  aurait  pour  équation 

les  éltves  qui  voudront  connaître  ce  qui  a  été  fait,  relativement  à  ce 
mode  de  construction,  pourront  voir  le  mémoire  d'Arbogast,  sur  la 
nature  des  fonctions  arbitraires  j  couronné  à  l'acadL'mie  de  Pcters- 
bourg,  en  1790,  et  le  mémoire  de  Monge,  publié  dans  !e  i5*  cahier 
du  Journal  de  l'Ecole  Polytechnique. 

Cunséqucncei  déduites  de  ]a  théorie  précédente.  Divers  détails  rclatift  à  la 
corde 


1247.  La  théorie  et  les  formules,  précédemment  dcinontrées,  se 
concilient  avec  tous  les  faits  connus,  et  peuvent  être  employés  soit 
pour  soumettre  au  calcul,  soit  pour  expliquer  les  principaux  pliéno- 
iiicncs  du  mouvement  des  cordes  sonores,  mais  avant  qu'on  en-  eut 
enrichi  l'analyse  et  la  mécanique,  on  possédait,  pour  l'usage  de  la 
physique  et  des  arts ,  des  régies  de  calcul  absolument  identiques  avec 
celles  qui  sedéduiraïcntdecette  théorie  et  de  ces  formules.  Cette  identité 
tient  à  l'indépendance  qui  existe  entre  la  courbure  de  la  corde  et  la 
durée  dp  ses  vibrations,  durée  qui  est  donnée,  exclusivement,  par  la 
longueur,  la  densité  et  la  tension  de  cette  corde  ;  et  cette  indépendance 
est  une  conséquence  des  conditions  du  problême,  comme  on  le  verra 
bientôt. 

Sauveur,  membre  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris,  qui  fleurissait 
à  la  fin  du  XY'  siècle,  parait  être  te  premier  qui  ait  jeté  un  grand  jour 
sur  la  théorie  physico-mathématique  du  son;  il  a  déterminé,  par  dos 
procédés  fort  ingénieux,  le  nombre  absolu  de  pulsations  que  donnent 
un  tuyau  d'orgue  et  une  corde  sonore,  dans  des  circonstances  déter- 
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minces  {F'oyez  les  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences,  années  1700 

«  17.3). 

ia48.  Parent  mourut  en  1716,  et  Taylor  publia,  en  1717,  son  livre 

intitulé  Melhodus  incrementorum  direcla  et  inversa  ^  oii  il  donna 

une  solution  du  problème  de  la  corde  vibrante  beaucoup  plus  générale 

que  les  solutions  connues  jusqu'alors,  majs  n'offrant,  cependant,  qu'un 

cas  particulier  de  celle  que  noys  devons  à  Dalembert.  Daniel  Bemouilli 

adopta  et  enrichit  l'analyse  de  Taylor,  et  l'équation  suivante  comprend 

leur  solution  dans  le  sens  le  plus  étendu, 

,    .  .  .       JTX  jtbt     .    „  .     Hirx  zarit 

(  I  ) . . . ,  r=  ^sm. (OS— r  +  /)Sin cos. 

^    '         -^  a  ft      *  a  a 

,    -  .     Sjra;  3*3/ 

+  Csm.  — —  cos.  < 

'  0  a 

H-etç, 
/4fBfCf  etc.  étant  des  coefficients  constants,  a*  la  demi -circonférence 
dont  le  rayons  i  ,a  et  è  ayant  la  même  signification  que  ci-dessus. 
Cette  équation  donne  la  courbure  de  la  .corde  au  bout  du  temps  tj 
et  en  y  faisant  /^o  (on  suppose,  d'ailleurs,  que,  lorsque  t=o,  les 
vitesses  des  différents  points  de  la  corde  sont  naissantes)  on  a.  l'équa- 
tion suivante  de  la  courbe  initiale. 

/   \                   j  •     3tx   ,    „  .     ZfTX  ,    —  .     3^a»  , 
(a)  . ..  .j-=:y3siB.  — r-|-Zfsin. j-Csm. |-etc. 

L'équation  (i)  satisfait  très -bien  aux  conditions  établies  dans  le 
chapitre  précédent;  si ,  pour  une  valeur  déterminée  quelconque,  de  e, 
vous  construisez  un  arc  de  cette  courbe  qui  s'étende  depuis  l'abcisse 
a?=(n-\-o)a  Jusqu'à  l'abcisse  .T  =  (n-|-2)flj  ce  même  arc  se  répétera 
dans  les  intervalles  de  x=(n  +  s.)a  k  x  =  {n  +  ^)a,  de  x=(ra  +  4)a 
k  x=i(n  +  6)a  etc.  n  est  un  nombre,  entier  ou  fractionnaire,  et,  en 
supposant  n  :?=  I ,  chacun  des  arcs,  semblables  et  égaux ,  commencera  et 
se  terminera  sur  l'axe  même  des  Xj  qu'il  coupera  entre  ses  deux  points 
extrêmes,  de  manière  que  cet  axe  sera  rencontré  par  la  courbe  totale 
aux  points  correspondants  à  x=:0,  x  =  aj  x  =  2aj  x^Sa,  etc. 

L'équation  (2)  est  celle  de  la  courbe  initiale,  qui  doit  couper  l'axe 
aux  points  ci-dessus  indiqués,  parmi  lesquels  points  se  trouvent  les 
points  fixes  des  extrémités  de  la  corde;  on  peut  se  donner  entre  ces 
points  fixes,  un  nombre  arbitraire  d'autres  points,  et  déterminer  les 
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CQt'ncicnts  j4,  Bt  C,  etc.,  de  manière  que  la  courbe  initiale  passe 
par  ces  poiats  donnés  et  adapter ,  ainaï ,  l'équation  (s)  à  une  inlinité  de 
fibres  initiales.  ' 

1^49.  Dans  l'hypothtse  de  B=so,  Cs^o,  etc.  les  équations  (1)  et 
(a)  de  l'article  précédent  deviennent 

lorsque  /=o....jy=v«sin. 

Pour  une  valeur  quelconque  I  ^sin   .^^  cos    ^ 

de  *  j -^^  'a  'a 

et  donnent,  particulièrement,  la  solution  deTaylor,  la  courbure  assignée 
à  la  corde  étant  celle  d'une  trochoïde  prolongée  indéfiniment. 

ia5o.J*ai  dit,  précédemment,  quel'équation  de  Bemouillipouvaitsatis- 
faire  k  des  variétés  infinies  de  figures  initiales,  mais,  comme  cette  équa* 
tien  se  rapporte  à  une  forme  particulière  de  fonction ,  elle  n'a  pas  toute 
la  généralité  des  solutions  de  Dalembert  et  d'Euler,  qui ,  non  seulement 
embrassent  une  infinité  de  formes  différentes,  de  fonctions  analytiques, 
mais  satisfont  encore  k  une  infinité  de  cas  dans  lesquels  la  courbure  ini< 
tiale  de  la  corde  ne  serait  soumise  U  «uoune  loi  mathématique.  La  seulo 
restriction  &  oetle  dernière  propriété  tient  à  la  condition  des  oscillations 
infiniment  petites  et  des  angles,  de  même  ordre,  forméf)  par  l'axe  et 
par  chaque  élément  de  |a  courbe.  Encore  cette  restriction --n'est  t 
elle  applicable  qu'à  la  question  particulière  de  la  corde  vibrante , 

car  elle  n'existe  plus, si  on  considère  l'équation  A»  1  -y^  \^^\  —r^  ) 

et  son  intégrale  jï'=y(  A/ +  x)'+  F  {il — a'),  indépendamment  de 
toute  application  h  la  mécanique  ou  k  la  physique;  pour  s'en  convaincre, 
il  suffit  de  faire  attention  qu'en  prenant  ^ et  /pour les  deux  coordonnées 
d'une  surface  courbe,  dontj'  serait  la  troisième  coordonnée,  la  surface 
jyz=/(  l/t  +  x)-\-F  {bt —  x)  peut  se  construire  par  la  copibinaiaon  de 
deux  surfaces  cylindriques,  à  bases  quelconques,  dont  les  équations 
partipulières  seraient  7i^y(irf  +  tp)  et  r'  k=  F(i»t — a?)',  or,  on  saiÇ 
que  chacune  de  ces  dernières  équations  n'éqonçant  autre  cho^  sinonqu'uq 
certain  système  de  lignes,  dans  l'espace,  est  composé  de  droites  parallèles 
entre  elles,  lajsse  entièrement  arbitraire  la  forme  df  la  sectioq  de  ce  sys- 
tème, par  un  plan  perpepdicylfiire  avut  droites  (jui  le  composent.  Çf$< 
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im  cas  ar.îiloguc  à  celui  df  l'équation  î  =J'(x'  +J''),  laquelle  ('nonce, 
uniquement,  que  toutes  les  sections  d'une  surface  faites  perpendrcu- 
Jairement  à  un  axe  recliligne  de  position  donnée,  sont  des  sections  circu- 
laires, en  laissant  arbitraire  la  forme  de  In  section ,  par  un  plan  qui 
renfermerait  tous  les  centres  de  ces  sections  circulaires;  cette  dernière 
équation  est  celle  des  surfaces  de  .révolution. 

îi5i.  Daniel  Bernouilly  a  eu,  au  sujet  de  sa  solution,  d'assez  longues 
discussions  avecEuleret  Dalembert,  et  ceux-ci  ont  aussi  disputé  l'un 
contre  l'autre  sur  quelques  points;  d'autres  géomètres,  du  premier 
ordre,  se  sont  occupés  des  mêmes  questions,  et  tous  ces  débats  ont  jeté 
de  grandes  lumières  sur  les  propriétés  des  intégrales  des  équations  en 
dilTérences  partielles,  et  sur  l'interprétation  des  fonctions  arbitraires 
qui  .entrent  dans  ces  intégrales;  on  a  bien  prouvé  que  ces  fonctions 
pouvaient  être  continues  ,  discontinues ^  et  même,  avec  certaines 
restrictions,  discontiguè's j  Monge  a  rendu  ces  vérité»  manifestes  par 
la  considération  des  surfaces  courbes. 

1253.  En  mettant  l'équation  de  la  corde  vibrante  sous  la  forme 

-/{<-1)}-/{<'-t)} 

et  se  rappelant  que  j)'  reprend  les  mêmes  valeurs  et  le  même  signe, 
lorsque  les  quantités  qui  sont  sous  le  signe y>  varient  de  3  a^  soit  eu 

-,  on  aura  encore  une 
valeur  du  même^^  correspondante  à  la  même  abcisse  j? 

et,  comme  celte  identité  a  Heu  quel  que  soit  tj  si  on  fait  r=~-^,  ar 

sera  la  durée  constante  des  périodes  successives  pendant  lesquelles 
s'opèrent  tous  les  changements  possibles  de  forme  de  la  coî^e  vibrante, 
laquelle  reprend  toujours,  &  la  fîn  de  la  période,  la  même  forme  qu'elle 
avait  au  commencement;  ainsi,  voilà  un  isochronisme  qui  a  lieu  quel 
que  soit  l'état  de  niouvement  ou  de  repos  de  la  corde,  au  commence- 
ment de  la  première  période,  et  il  est  bien  important  de  remarquer 
que  la  durée  constante  de  chaque  période  est  absolument  indépendante 
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de  la  courbure  de  la  corde.  Voilà  pourquoi  le  problème  de  la  détt-r- 
mination  de  cette  durée  était  résolu,  ainsi  que  je  l'ai  dit,  art.  1247, 
avant  que  les  géomètres  fussent  parvenus  k  la  solution  générale  du  pro- 
blème de  la  corde  vibrante. 

Si  la  corde  part  de.l'étatde  repos,  on  voit  clairement  j  d'après  ce  qui  a 
été  ditj  art.  1345  et  1346,  que  le  mouvementj  pendant  chaque  période  qui 
comprend  l'allée  et  le  retour,  se  composeràde  deux  vibratiortsde  même 

durée,  exécutées  dans  (les  sens  opposés,  chacune  étant  de  —  unités  de 

temps;  et  dans  le  cas  indiqué  à  la  fin  de  l'art.  1146,  la  durée  de  la  pé-- 
riode  se  soudivise  en  quatre  parties  égales,  la  corde  se  confondant  avec 
Jadroite,  menée  entre  ses  points  fixes,  aux  instants  qui  terminent  la  pre- 
mière et  la  troisième  sous -division. 

J253.  La  durée  d'une  oscillation  d'un  pendule  simple,  dont  la  lon- 
gueur =  ^,  a  pour  valeur,  art.  956,  jrl/ — ,  ;r  étant  la  demi- cîrcoii- 
férence'qui  ajl'uivté  pour  rayon,  et^  la  force  accélératrice  dMe,à  la 
pesanteur  terrestre.  Si  on  égale  cette  valeur  à  ._- ,  en  se  rappelant  que 


¥ 


T 

ae  — t  pn  aura 


(■)• 


''  r^#p  ion.,ài.i, 


w- 


B  latitude  de  Paris , 


.telle  est  la  longueur  du  pendule  syochKOtie  aM^  pscilia^ions  de  la  corde; 

.  mais  le  calcul;  seul  peut  la  donner,  car  la.  construction  d'un,  |iâreii  pen- 
dule serait  impraticable  ;  le  maximum  de  la.  valeur  de  Xj  dans  notre 
système  musical ,  n'eet  que  d'environ  un  niilliinètre.  (Voyez  l'article 
suivant  et  Ja.  Qo(e:dc  l'article  ift5â)- 

1264.  En  désignant  par  TJ^  la  pt^nteur  d'une  unité  de  tongi^rde 
la  corde,  qui  cet  tîwjours  suppqs^ei,ho>PPgèpi?  çtuoifwipémept  grotse^ 

et  observant  que  all=pf  la  valeur  ?-=-|/  — ^  de  la  durée  d'une 
vibration,  devient 
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.<-.^ —y^ 

X  étant  la  demi-circonférence  dont  le  rayon=  i ,  A  la  pesanteur  de 
la  matière  de  la  corde  sous  l'unité  de  volume  ,  et  r  le  rayon  de  cette 
corde,  que  je  suppose  cylindrii^ue,  on  a  /7=:jrAr»,  et 

(=■) ^"""Y^ 

si  n  désigne  le  nombre  de  vibrations  que  fait  la  corde  pendant  i'uoité 

de  temps  on  aura  n  := ,  d  ou 

^_^^  C    Faisant  n  ■=  3i  ^  ce  qui  ett ,  à-(rè»'pcft- 

■    /  ~p     '  _.       \  près,  le  cas  d'une  corde  donnant  l'unis- 

(3)..nŒs|/-2 et>l=  ■ — ~ —  J  «on   du  tuyav  d'orgue  le  plui  Rrare, 

f       ap  n>fr»    1  (Voyez  là  note  de  Tart.  «ujvautJ,.on  a 

TÀ  =  p,™«"«00097 

le  dénominateur  V^ ap  pouvant  être  remplacé  par  l'une  des  expressions 
ji  PfJJ  ,  ou  ar  l^ ir/f.     .         , 

Ainsi  la  tension  d'une  corde,  de  matière  et  de  grosseur  donnée,  restant 
la  mérte,  la  durée  de  chaque  vibration  est  ^ro'portiotrtielle  k  ta  longueur 
de  cette  corde;  si  la  longueur  est  constante  et  que  sa  tension  varie,  la 
durée  d'une  de  ses  vibrations  sera  réciproquement  proportionnelle  k  la 
racine  quarrée  du  poids  capable  d'opérer  la  tension  ^  qu'on  est  dans 
l'usage  d'appeler  le  poids  l^dant ;  la  longueur  éfle  poids  tendant 
restant  les  mêmes,  rest  proportionnel  à  v  H  ,  cette  dernière  quantité 
étant,  parmi  les  cordes  cylindriques  de  même  matière,  proportionnelle 
au  rayon,  et,  en  gém'ral,  proportionnelle  au  produit  du  rayon,  par  la 
wcine  quarrée  de  la  pesanteur  spécifique. 

i»55.  Ce  qu'on  appelle,  en  musique,  inlerfalle ,  quand  on  consi- 
dère les  sons  relativentènt  à  leurs  degrés  ou  de  grave  ou  é'aigu, 
dépend  des  rapports  entrie  les  nombres  n;  Ou  lesilombres  r,  dotifiës 
par  les  vibrations  des  cordes  qui  rendent  ces  sons;  soient  n  et  n,,  t 
et  r,,  les  valeurs  de  ces  nombres,  pour  deux  cordes  sonores,  l'intervalle 
entre  le  son  rendu  par  la  corde  à,laqnelle  se  rapportent  n,  et  r,,  et  le 
'soft  r^du  par  l'autre  corde,  iesf  appelé  unisson,  tierce 3  tjuarlt j 
i  quinte i  octave,  etc.,  suivant  que  Vdn  »,■  respectivement, 

.  n, n, 6       n,        4  .    «/ 3  .    "/ 

n         'n         4'»         J'»         a'n  ' 
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r,  ^       '/ __4.  .   f,  __3      T,  _  a   ■  r^  _;,  _ 
r"       r~5'r        4'«"        3't       *' 
Si  les  deuï  cordes  dont  je  viens  de  parler  sont  de  mènne  métal ,  de 
mèine  diamètre  et  ont  une  même  tension  ,  ou ,  plus  simplement ,  si  on 
emploie  une  même  corde  d'une  tension  constante^  en  faisant  varier  sa 

longueur,  les  rapports  — i-,  I  inverses  des  rapports  — i-  I  se  trouvent 

donnés  parles  rapports  deslongueurs,  etTefret  produitsur  une  oreille, 
convenablement  e:iterc^e,  par  les  résoDi)4Dces>  cm  simultanées  tiu-eutï- 
cessives,  des  sons  auxquels  appartiennent  ces  rapports»  lui  fait  connaître 
les  intervalles  correspondants ,  «Mis^qu'il  soit  besoin  d'aucune  mesure 
ni  d'aucun  calcul.  Ainsi,  lorsqu'un  musicien  juge,  d'après  la  sensation 
qu'il  éprouve,  que  (jeux  sons. forment  un  intervalle id'octave,  on  peut 
en  conclure,  immédiatemeut,  que  si  on  divise,  par  un  arrêt  ou  un 
chevalet,  la  corde  qui  rend  le  plus  grave  des  deux  sons ,_.en_  deux 
parties  égales,  chaque  moitié  donnera  le  plus  aigu  de  ces  mêmes  sons, 
et  ainsi 'des  autres  intervalle»  (").■'';■■■  -    ''■  ■    •>'•'.        '    ■■  ■"  < 


(*)  Je  vait  entrer, flur  celle  matière,  dans  dci  détailiquipourrottlintéreiier 

■tiuel^ei lecleurt.  -    i  i     ■.  ji      '  ■  .•■i;..;;.)  ;^i.! 

Il  est  anez  ordinaire  aux  auteun  des  Traîlés  sur  la  Musique,  qui  veulent 
«'mployer  tei  èxpretimni  nlMéfiqàès  à^t  irUehialles ,  de  tl^ngnër4««  itH^rVaH*** 
ao!t  par  lei  rapports  entre  les  longuetlra  des  cordes  [ta  matière  de  ces  tordes, 
leursdiainèlres  et  leurs  tensions  étant  Mpposées  lek  mêmes)  soit  p«r  les  rïppérts, 
inverses)  de«  précédenu ,  eatre  les  «ombreS'  de  vibrafifius  qui  ont  >li<M'  pebdatjr 
un  Dtloie  temps'i  mais  cette  ^tiMqière   d'eii^fAMcr  Ie#  ikutvalhf  ats  A>itu^ 

-point  leur*,  vraie*  .vfdeHTB  ,)  lefqiM^lM,iSODt)jepré*enti«sparilbs  «iftàMits 
diési  Fappons!cQtM.  lesïWOOibiM'tles.'vihsatiotu  Gorpespôodants,  à.|uii)ip6iiie 
temps,  DU  les  logarîtlimea  dtf  «ea  rapports^  Ainsi  ,  par  exemples,  deux 
«aus  étant  à  la  quinte  llio  de  l'autre ,  'U  rapport  des  vibxàtîoDs  ««t  calni 

-  de  I-  :>f ,  ou  è«  (i^^^'i  '^^)^?  pwlibiU'qD  troisième  «on  Ji  la'-qninte-d» pKis  aigu, 
IfeVriippih*  dis  viljratîoblr'aêsitirbis^llflril** 'seront  (■!)»,  (4)''j  if^)*;  et,  en 

'g«ilét-Wr,poirràii«'sti'Uè'dï>'<sdili'itlit'^dttiti^1eà  linidea  Autres, on  àurall  ta  sé/i'e 

(l)^CI)^(l)^(î)^«ç •'a)(«'> , 

L'inUrvtiile  entre  le  premier  ^o,  et,  ta  «on  qui  correspond  à  l'exposant  (  a>  ) , 
est  fvi^fBiunent  égal  j^  ffljÇop%  Xmt^^'i^  «B^e  J^  .^fif?  PT«)n««"  poos,  l'un 
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1206.  Le  poids  tendant  P  a,  pour  valeur  générale,  /*  =  — £ — ; 

soient  deux  cordes  tendues  auxquelles  appartiennent >  respectivement, 

les  valeurs  o ,  n ,  p ,  P  et  /i,,  n,j  p,,  P,,  on  aura  -^^./r.'    '  , 

Jr         apn* 
d'où 


(•)■ 


ap  «■ 

ai  les  deux,  cordes  sont  de  mèitie  métalet  de  même  diamètre,  on  aura 

■  ;  — i-'t=t.ir^,  dou  ,      ■  . 

ft-         P      . 


w ^'-(^T 


^tant  de  fa  quintes  et  l'autre  de  i  quiote  ,  doBo  les  uutcTTaUes  rapportéa  au  pr^ 
mier  terme,  tout  ine>uré(  par  lea  expotanti  des  tenues  et  proportionnels  aux 
logaritliines  de  ces  tcraietj  et  les  inten'aUes,  entre  les  (ennes,  lont-mesurés 
par  les  diSërence*  entre  leurs  exposants  et  proportionnels  aux  dififêreuces  de 


déraiit  0.  conine  un  nombre  entier  ou  fraciionnaÎTe ,  ml  rendra  1b  raisonne  - 
ment  précédent  indépendant  de.  toute  valeur  particulière. 

Ayant  ainsi  le  véritable  mode  de  mesure  pour  les  intervalles,  il  reste  à 
délernûnci'  celui  qu'on  doit  prendre-  poun  unité ,  ou  itenoe  de  comparaison.  Le 
.choix  de  cette,  mrilé  est  vbttFaire  et  fe.;p«Me'que ,  dans  la.  système tvavsical 
liM>detat,!ile)tiçooT«nabIe:qKe  ce  «oh  le  ït>d'oU«TeyC'est-b>«lire,  le  demî- 
1on{iou>te:|)di]«'peiit  intervalle  ^-sar -les  "inMi ijuteats- il'  soos-fixe»,  tecordés 
suifant'le  -teinpA-amtnt  ^gdl.ljv  «yitéme'  de 'logarithmes  le  plus  commode 
.arec  Xxok  pareille  unité,  serait  «elui  dans  lequel  le  logarithme  de  i  étant  o,  le 
It^ariiJiBiei'deraa  aetist  i.  GhaqitenlogarîliHie.  représentant, u»  dns.dotize  in- 
tcrvalles'qut  partagent  /  en  parties  égales^  )f,gMi)nie.^^t|Ie  pfemfcr  |s(>n  cqr- 
retpondrait,  à  o,  se  trouverait  parfoile*.  peiqbret:ii<9V"'^  '  <^^  9^  ^*-  I^  1»^ 

«lu  système  lerait' =(/^»=i,o59463i.  '  - 

X'é>ehétie'de  coAventton  'doui-je  i^ens^deptrlcr^esticeUe^ont  plusieurs  mn- 
«icicns  ont  proposé  l'adoption- pour  l'accord  des  instruments  i  sons  fixes,  pro- 
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Au  moyen  de  celte  formtrie,  si  on  a  plusieurs  cordesdt!  même  m^Ul 
et  de  ni£-me  diamètre,  dont  les  longueurs  soient  données  et  qui  rendent 
des  sons  dont  les  intervalles  musicaux  soient,  aussi,  donnt'S ,  ort 
pourra,  du  poids  tendant  P,   d'une  de  ces  cordes ,  dcterminé-par 

position  contre  laquelle  d'aiilrca  musïcirna  ont  ckvé  des  difficultés  j  mais 
l'usage  qnç  je  fais  ici  de  celte  échelle  est  entièrement  indépendant  de  tout  partt 
qu'on  pourrait  prendre  à  cet  égard. 

Si ,  au  lieu  de  prendre  le  -r;  d'octave,  pour  unité ,  on  prenait  l'octave  en- 
licrc,  le  système  de  logarithme  le  plus  commode  pour  représenter  les  sons, 
dans  cette  hypothèse  ,  aurait  3  pour  base  ;  mais  le  premier  système  et  le  pre- 
mier choix  d'unité  dont  )'si  parlé  sont  pré&rables. 

J'ai  dit ,  dans  le  texte ,  qn'an  homme  exercé  pouvait  coDclure ,  du  sentiment 

de  l'oreille,  les  valeurs  des  rapports  -^,  ou  — L  ;  je  doit  ajouter  que  la  facilité 
"  r 

et  la  précision  de  ces  évaluations  varient,  considérahlement ,  suivant  les  dïBîé- 
rcnta  intervalles  des  sons  que  l'on  compare,  et  mémt  deviennent  impossibles, 
lorsque  ces  sons  sortent ,  quant  au  grave  et  à  l'aigu',  de  certaines  limites  au- 
delà  desquelles  ils  cessent  d'être  appréciahles.  On  peut  prendre  ^our  limite ,  au 
grave ,  le  son  rendu  par  le  tuyau  d'orgue  ,  à  bouche ,  qui  sonne  Vut  it  la  qua- 
trième octave  au-  dessous  de  Vut  de  la  clef;  sa  longueur  est  d'environ  lo  mètres. 
Les  facteurs  et  les  organistes  l'appellent  le  Jj  pieds.  Le  son  qui  forme  la  limite, 
k  l'aigu  est  d'environ  B^  octaves  au-dessus  du  précédent;  ainsi  l'ut,  J^^itWj, 
donnant  n  pulsations  dans  un  temps  donné  ,  Tut  le  plus  rapproché  de  la  limite 
à  l'aigu,  en  donne  un  nombre  n  x  a*  =  a56.n. 

Ces  dôterroinatïoDS  ne  fournissant  que  des  rappoMs ,  il  serait  curieux  et  même 
utile ,  pour  l'art  musical ,  d'avoir  les  nombres  absolus  de  vibrations  faites  par 
les  corps  sonores  dans  des  circonstances  déterminées.  Sauveur  dont  j'ai  parlé  à 
l'article  1347,  s'étant  occupé  de  cette  question  en  7700,  et  ayant  employé  un 
moyen  fort  ingénieux  (  Voyez  le  voluine  de  170e  de  l'Académie  Royale  des 
Sciences  de  Paris)  crut  avKnr  trouvé  que  le  tuyan  d'orgue,  à  bouche,  sonnant 
Vut  k  la  dotthU  octave  au-dessous  de  Yat  de  la  cle/,  tuyau  ovueri  dont  la  lon- 
gueur ut  d'enTiroti  a™,  6,oud{)ieds,  donnait  61  pulsations  par  seconde.  Treize 
ans  après,  des  recherches  snr  le  problème  de  la  corde  vibrante  j  dont  il 
conclut'  d»s  formule*  équivalues  k  celles  de  l'article  nS^,  le  conduisirent 
à  des  résultats  qui  donnaient ,  dans  les  nitetes  circonstances ,  des  nombres 
doubles  de  ceux  qu'il  avait  trouvés  d^abord;'  il  chercha  k  expliquer  ces  diffé- 
rences, en  disant  que  dans  ses  expériences  sur  les  tuyaux,  les  battements  ob- 
servés n'avaient  été  seusibles  k  ToreiUe  ,  et  par  conséquent ,  comptés ,  que  de 
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çxpérieocc ,  conclure  les  poids  teodaots  de  toutes  les  autres  puisque, 

par  hypothèse,  P,  — ^  et  — î- sont  données  dans  tout  le  système, 

M.  Charles,  membre  et  bibliothécaire  de  l'Iostltut^a  fait,  au  mois  de 


d«ux  en  dcUx ,  Ml  lieu  quo,  dans  Ira  calcula  relatif*  «uk  corde*  tonorc* ,  Vatl^ 
et  le  retour  «ont  compté*,  chacun ,  pbur  une  vibration. 

La  corde  sonore ,  qui  eit  à  l'utiifton  de  Vui  a  deux,  octave*  au'des*«uR  de  Vut 
6e  U  clef,  fait  donc ,  d'après  les  détenniiiaiion*  de  Sauvturi  i%\  vibrations  par 
seconde.  Pour  vénifier  ce  résultat ,  j'ai  pe«é  une  corde  de  Uitoa ,  <le  celles  que 
)es  facteurs  désignent  par  le  ii°.  7,  et  qui  >  longue  d«  I*",  4^j  sonnait,  aou* 
une  tension  de  i5ooo  mille  grammes,  l'unisson  Aafa  àdeus  oot ares  au-dessous 
du/a  de  la  clef;  le  poids  de  celte  corde  était  de  la  B"""™!""  ,  783,  ainsi  qd  « 

fl  =  i'«',48;  ^=:i2«"«n'«,  783;  F=ïi5ooo; 
et  la  formule  (3)  ^e  l'article  laS^  donne 


"  =  1/ 6 5Ô-  =  88,196 

y    1,48x13,783 


paruneiiutrç^pérlence  j'ai  fro|ivé  qu'une  corde  de  fer,  do  o^^^*5ZiS  de  Ion* 
gueur,du  poids  de  o,^"''"°'6i5,etsous  une  tension  de  iii34  grammes,  donnait 
un  son  plus  Jiaut  que  l'ut  de  la  clef  de  7^  d'oclarc  l^  formule  ci-dessot  c;tn 
dqnne,dan*  ce  ca*, 


,/,;8p88x...34  ^55 
■/    9,68ï5  X  o,6i5  '  * 


en  raipenant  les  nombres  des  vibrations,  obtenu*  par  les  deux  calculs précédcots, 
à  celui  que  donnerait  la  corde  moniéo  au  ton  de  l'ut  deuxième  octave  au-d«**oua 
de  l'ut  de  la  clef,  on  a, 

Par  le  premier  réiullat nimSa^aç 

Parle  deuxième  résultat R=7i3«,36 

observant  ensuite  que  l'f  ^ ,  dont  il  s'agit  ici ,  est  ceJui  dn  ton  d'orcheatre  ««tael, 
plus  haut  d'un  demi-ton ,  on  environ  de  -;t  d'octave ,  que  1'»^  de  l'anoieB  ton 
d-'égliae,  employé  par  Sauveur,  00  a  ultérieurement,  en  camenant  le  ton  d'or^. 
chestre  au  ton  d'égliae ,  le  nombre  de  vibrations  donné  par  Vut  double  octave 
au-dessou*  de  l'ut  de  la  clef,  à  TuDisaon  duquel  u  trouve  le. toysu  d'orgue^ 
^  bouche ,  ^e  8  pieds  ouvert,  savoir > 

DéterminiitioH  de  Sauveur.  ..,.,,«.-  iai,oo 
Premier  résallat  ci^deasua. .  ,.,...  1*4  1 
Peuxièine  résiliât '    ia3 
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décembre  1810,  ûh  rapport  intéressant  et.  curieux,  à  cette  compagnie 
savante ,  sur  les .  oouveaux  piano  de-  l'inrention-  de  M.  Schmidt ,  dans 


cea  divenes  dé  te  rml  Dation  a  oot,  cotre  elles,  un  accord  aussi  satisfaisant  qne 
la  nature  de  ce  g^re  de  recherche  peut  le  permetlre  ;  on  en  conclnt  que  le 
son  formant  la  limite, ;àu;grave^  des  sons  ihusioalement  appréciables,  celui 
^ue  fournit  le  tuyau  d'orgue  do  3ii  pieds,  ilonne  3i  vibrations  par  seconde, 
Vut ,  qui  se  trouTe  vers  l'auXre  limite  ,.  a  8  octaves  i^U' dessus  >  doDPttnt 
3i  X  2'^^7936  vibrations  dans  le  même  temps. 

II  est  aisé,  d'après  ce  qui  précède,  de  résoudre,  physiquement  le  problème 
du  son  fixe,  son  dont  la  déteirmination  est  fort  importante  en  musique.  On  a 
proposé  d'établir  ce  son  de  manière  que  les  npmibrcs,  de  libratioas,  donné* 
par  les  ut  des  diRerentes  octaves,  fussent  compris  dans  la  série  des  puissances 
de  a,  et  l'adoption  de  cette  propos ilîotk  n'occasionnerait  pas  de' changement 
lensible  dans  le  ton  d'orchestre  actuel,  car,  en  prenant  le  nombre  32  pour 
celui  des  vibratïous  de  l'ut  à  l'uniuon  du  32  pieds  de  l'orgue  «  on  ne  ferait  que 
changer,  la  série , 

3i,  63,  iix4,'s48,  etc.  -    '      <   ''    - 

en  cplle-ci, 

32  ,  64 ,  1 28 ,  256 ,  etc. 
et  le  nombre  33,  s'il  n'est  pas  précisément  le  véritable ,  en  difTcre  fort  peu. 

On  pourrait  opérer,  immédiatement ,  sur  la  corde  qui  sonne  Yut  répondant 
à  s56,  à  l'octave  grave,  au-dessous  de  Vut  de  la  clef,  ou  sur  celle  qui  sonnç 
l'ut  de  la  clef  et  fait  Su  vibrations,  par  seconde j  connaissapt.  exactement,  le 
poids  et  la  longueur  de  ]a  partie  do  cette  corde  comprise  entre  se*  point;  fixes , 

on  calculerait,  d'après  la  formule  P= ^laValèur'i*,  du  pôidd  tendant, 

correspoddanté  à  r=256,  ou  à  n^^Sta;  an  mettrMt,  «nsnite  ,  k  l'unisson 
de  U  corde  ainsi  tendue  ,  une  fourchette  d'acier^  Mireille  à  celles  que  les  mu- 
siciens désignent  par  le  notn'-de  diapasons ,  et  on  aurait  le  jnn  cherché',' qui 
ne  serait  sujet  qu'aux  très-légères  variations  ducs  'aux  changements  de  tem- 
pérature.   ■  ■■...■•  !  1  ■    ■  ■11,... 

Ayant  pris  une  corde  do  fer  du  n°.  i ,  celle  qu'on  emploie  ordinairement 
vers  le  milieu  du  clavier,  je  lui  ai  donné,  entre  le*  points  fixes  une  longueur 
de  o,™'""5825i  3,'"-4  dé  longueurde  cet(e  cordç,  puaient  '5,^''*'"'""36S 
ainsi   le  poids   de  o^&QiS    çtait   de  o,  """""jaaSo  ;   calculant,  la    valeur    . 

P= Onsk >  '      ''^  i'='i436ygrammes,  et  su#peifdaat,  k 

la      cde,  le  poids  de  143639  gramïneg ,  j'ai  ol^temi  le  son  répondant  ii.âja 
I  63 
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lequel  il  donne  l'évaluation  de. la  somme  des  poids  équivalentsaux 
tensions  de  toutes  les  cordes  de  ces  instruments;  d'après  les  eipériencei 


vibrations,  lequel  d'après  ce  qui  précède  ,  devrait  être  Vut,  son  fixe  ;  le  dio' 

paton  tf acier ,  taillé  pour  être  à  l'unisson    de  cet   ut,  doDue  lenaiblemeat 

l'unisson  de  celui  qui  sonnerait  Yut  de  l'orchestre  italien.  - 

J'ai  pris  une  autre  corde  blanche  du  nuinéro  imnédiatcmcot  plus  ^oi  qn« 

celui  de  U  précédente  ;  une  longueur  de  3,™'4  de  cette  corde  pesait  7,""3i5  , 

ce  qui  donne  i,^"°"'"236r  pour  le  poids  d'une  longueur  de  o,™'58aSi  lé 

poids  tendant  qui  ferait  rendre  à  ce*  o,'°'58i5  de  corde,  l'ut  de5i3  vibrations 

.            -,        ri     o,38a5Xi,a36iX(5ia)* 
par  seconde  j  aurait  pour  valeur  ?=  — _-  0= =  \<fi^  grammes  ; 

naais  la  corde  o'a  pat  été  capable  de- supporter  ce' poids;  en  le  réduisant  au 
quart,  c'est-à-dire j  à  48io,*''"™™*'75,  le  son  produit  a  été  exactement  l'oc- 
tave grave  de  celui  que  j'avais  obtenu  par  l'expérience  précédente ,  c'est-à-dire  , 

„,._,...  .  .  ,  .3  j  o,58î5Xi,236i><(a56)'' 
y  u/ae256vibrationsparseconde,  dont  le  poids  tendanl= a'»a " 

Dans  ces  diverses  expériences  que  je  rapporte  pour  montrer  leur  accord  avec 
U  théorie,  les  cordes  étaient  suspendues  verticalement  pour  éviter  l'emploi 
des  poulies  de  renvoi ,  et  les  erreurs  provenant  des  incertitudes  sur  l'évaluation 
du  frottement;  il  résulte,  de  cette  position, une  inégalité  de  tension  aux  diffé- 
rents points  de  la  corde,  vu  que  chaque  point  supporté,  outre  le  poids  tendant, 
celui  de  la  parité  de  la  corde  qui  lui  est  inférieure;  mais  cette  inégalité  est,  abso- 
lument ,  négligeable  dans  les  cas,  pareils  à  ceux  que  je  viens  de  citer,  ou  le 
po^ds  de  la  corde. peut  être  censé  infiniment  petit  par  rapport  au  poids  tendant. 

Comme  il  a  été  question ,  dans  cette  note ,  des  sons  rendus  par  tes  tuyaux ,  à 
bouche,  il  ne  sera  pas  inutile  de  donner ,  pour  ces  tuyau ,  U  formule  qui  cor* 

respond  à'  l'équation  n  ==  I  / j  le  prisme  d'air  <lKe  .renferme  u^  de  x^tt 


■'V- 


tuyaux,  mis  en  mouvement  par  une  masse  d'air  extérieur  ,  que  la  bouche, 
eu  un  souffiet ,  y  introduit  dans  la  dii:ectiçn  convenable,  fait  l'effet  de  la  corde 
vibrante ,  la  pression  de  l'athmosphère  remplai^aut  le  poids  tendant.  Je  me 
borne  à  cotte  indication  générale,  me  réservant  de  doniier,  aiUeurij  une  ex- 
plication plus  détaillée  des  conformités  et  des  difi'érences  existantes  entre  les 
phénomènes  que  présentent  les  corps  solides,  et  l'air,  mis  en  vibration.  Soient 
la  longneur  du  tuyauta;  l'aire  de  la  section  traniveriale  t=  ^^  ;  la  pe- 
santeur spécifique  de  i'air^m;  la  pesanteur  spécifique  du  tticrcure^JIf,  la 
hauteur  du  (baromètre  ^jt;  te  poids  p,  de  la  corde,  et  le  poids  tondant  Pi 
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it  les  calcul»  de  M.  Qiarles ,  iin  piano  monté  &  deux  cordes  par 
touche,,  depuis  le  fa  à  la  double  octareau-df^oùddu  fa  de  la  c1ef> 
jusqu'à  'l'ut  h  triple'  octave  au  -  dessus  de  l'iit  de  la'  clef  (  ce  qui  fait 
en  tout  cinq  octaves  et  une  quinte)  supporté,  par  là  tension  des  cordes, 
un  effort.de  i836  kilogrammes,  ou  8672  livres,  poids  de  marc;  Te 
même  pihno ,  monté  k  trois  cdrdëa ,  'supporterait  un  eflbrt  Aé  iyS^ 
kilogrammes,  ou  56o8  livres,  et  il  faut  ajouter  lao  kîîogrammès,  où 


auront,  ici»  pour  râleurs  reipectives,  mabb  et  Mkbb,  d'où  l'on  conclura  le 
nombre  n  tlei  vibràtioDi' ou  pulsatloni  par  seconde ,  eo  remplaçant  p  e\P  par 


CM  darnivTM  o^iewioii  y.  -dan*  l'équ«tioD  tv- 


=1/^,. 


X  étant  la  lt>Dguear  du  pendule  qui  bat  les  seconde! ,  et  ^la  demi-circo'Dférence 
dont  le  rajron  =  i ,   on  a  ^— ^  ^* ,  et  rétiuttibn  précédente  devient 


a   f      m 


Xk 


of)  peut , remarquer,  quct  la.tfctimt  transrerule^d,  du  tuyau,  a  diipam  de  U 
râleur  de,n,et  qVi'aiiui  le  gr^ve  ou.l'aigudu  son  rendu  par  ce  tuyftu  ae  dépen^ 
que  de  sa  longueur ,  ce  q^i  est  conforipe  k  l'expérience  j  maïs  cp  son  doit  bâtisse^ 
ou  baisser,  sentiblemcnt,  lorsque  l'atmosphère  subit  des  changements  qui  font 
varier  les  valeurs  de  m  et  de  *,  et ,  eh  cela ,  l'expérience  est  encore  d'accord 
avec  la  théorie'. 

Ou Ipeut  ^  dani  l'éjtat  moyen  de  l'almoiplièrf),  iSi4pj^MF— 'Ts^-rai^ If 010, 

'   '      ■  mètre  'm. 

ssio4,93«tit.=«,  76{ona.,Alaladtiidc*(lePari(,^i=9,    8088 


_àWl24l 


et  on  confclut  de  cm  valeurti/ —  «"It  ==^,7^ ;  à'ili  nis—^^,  et  <* 

.  .      ..       ..f,^'"    ,■..-      ......■■    .«I   ...    ■ 

■î  on  suppose  n— 3o,  on  aura  i»^9,'"***"5aï  ou  aj,?'*^*^,  c'eatia  IcHigueui- 
du  priame  d*hir  qu'il  bat  mettre  eil  vibration  j  d^a  l'état  mtTy eu  dé  Vàtmoiphêre , 
^joax  efatettirié.aoti'U'pliu  grave  de  l'éctadleimutiçal*. 
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245  livres  pour  les  pianos  k  3  cordes  rt  à  6  octaves,   ceqi^i  porte  Irur 

effort  jotal  à  3894  kilogrammçs,  ou  6753  livre^. 

1257.  La  théorie  de  la  corde  sonore,  exposée  depuis  l'article  i336, 
fournit  les  moyens  de  soumettre  au  calcul  plusieurs  phénomènes  im- 
portants; il  en  est  d'autres  dont  cette  théorie  donne  des  explications 
plus  ou,  moins  satisfaisantes,  et  dont  un  des  plus  curieux  est  le  phéno- 
mène des.  harmoniques.  Oii  »  reconnu  qu'en  faîssant  vibrer  un  corps 
sonore  quelconque  capable  de  produire  un  son  musical ,  ce  corps  faisait 
entendre,  outre  le  aon Jbndamenf al ^  (celui  auquel  se  rapportent,  dam 
le  cas  d'une  corde  tendue ,  les  formules  données  précédemment  )  la  série 
des  sons  dont  l^s  rapports  de  vibrations,  avec  ce  fondamental ,  sont 
f»  f>  ■7^  f  t  f 'c- 1  ou  bien ,  dans  le  cas  d'une  corde  homogène  et  unifor- 
mément grosse,  la  série  des -sons  que  rendraitnt  les  sous-divisiona 
J.  i»  "ïii.  Ptc-  <ïela  corde,  la  tension  demeurant  la  même.  Les  quatre 
premiers  sons  de  cette  série  sont  très-appréciables,  pour  des  oreilles 
exercées,  sur-tout  quand  le  son  fondamental  est  grave.  Ainsi ,  lorsqu'on 
fait  vibrer  une  corde  sonorej  la  sensation  qu'éprouve  l'oreille  se  com- 
pose de  l'ensemble  des  sons  que  rendraient  les  divisions  de  la  corde 
1 ,  i,  ^,  ^,  ^»  etc.,  et  c'est  de  I^  que  cette  série  a  pris  son  nom  de 
série  harmonique. 

Rameau  a  établi  son  système  d'harmonie ,  ou  de  basse  fonda  • 
merMale,,3ur  tes  faSxi  que-je  vims  dtf  citer,  en  considérant,  particu- 
lièrement, dans  la  séri*  harmoniqoe.les  téi'mes  i ,  j,  f;  un  autre  musicien 
célèbre,  Tartinî ,  a  pris,  pour  arriver  au  même  but,  une  route  inverse-, 
en  apparence,  de  celle  de  Rameau.  Il  a  remarqué  qu'en  faisant  entendre, 
ensemble,  deux  sons  voisins,  quelconques,  pris  parmi  ceux  qui  rem 
draient  les  sous-divisions  7,  f,-;)  j,  etc.,  d'une  corde,  sous  une  tension 
constante,  oti , entendait, 'en  même  femps,un  troisième  son  engendré 
par  les  deux  autres ,  et  qu'il  a  j  ugé  être  le  ,^on  ^  ;  Tartini  a  été  trompé 
par  l'identilé  des  octaves  et  a  pris,  paur  le  son  i ,  de  la  corde  entière, 
le  son  Y  de  sa  moitié  qui  est  l'octave  du  précédent.  La  production  de 
ce  troisième  son  âj  poMr-causej;itifiniment  pttibable.,  1^  coïncidences 
des  vibrations  des  deux  sons  générateurs,  coïncidences  qui,  pendant  un 
temps  dqoné^^ont  eiïnombi^  égal  à  celui  des  yibrat,ion8  de  la  corde, 1, 
pendant  le  même  temps; 'lorsque  ces  coincidencescnt lieu,  il  en  résulte 
d«s  renflements  de  .sons,  fmbattemenlSij  qui  af&ctant  l'oreille  plus 


Digitizeaby  Google 


Section  quatrième.  5oi 

fortement  que  les  vibrations  imermédiairea,  donnent  la  sensation  d'un 
àon  particulier,  distinct  des  deux  sons  réellement  produits  par  des  moyens 
mécaniques. 

1258;  Uo  phénomène  qui  n'est  point,  comme  le  précédent,  une 
Hlusion  des  sens ,  et  qui  tient  aux  lois  générales  des  actions  réci  - 
proques  des  corps,  est  le  mouvement  vibratoire  que  reçoivent,  spon-i 
tanément,  des  cordes,  sur  lesquelles  on  n'exerce  aucune  action  visible» 
poar  les  faire  vibrer ,  mais  qui  se  trouvent  dans  le  voisinage  et  sont 
montées  au  ton  des  harmoniques  d'une  corde  sonore  qu'on  fait  vibrer 
soit  en  la  pinçant,  soit  en  la  choquant,  soit  en  la  frottant. 

1259.  Voici  un  autre  fait  analogue  dm  précédent  ;  si  on  par- 
t^e,  par  un  obstacle  léger,  la  corde,  en  deux  parties,  dont  l'une  soit 
uoe  fraction  de  la  corde  totale  égale  h  un  des  termesd^  la  série  har* 
monique ,  ou  ,  en  général ,  si  les  deux  parties  sont  exactement  divisibles 
par  une  même  longueur,  laquelle  divisée  par  la  longueur  totale^  donne^ 
nécessairement,  un  des  termes  de  la  série  harmonique,  et  qu'on  fasse 
vibrer  une  de  ces  deux  parties ,  la  vibration  se  communiquera,  vu  la 
légèreté  de  l'obstacle ,  à  l'autre  partie,  et  la  corde  entièrese  partagera , 
spontanément,  en  sous-divisionS',  égales,  chacune,  au  plus  grand  divi- 
seur commun ,  formant  des  ventres  ^  séparés  par  des  nœuds  j  ou  points 
fixes,  et  le  son  résultant  sera  à  l'unisson  de  celui  qu'on  obtiendrait,  sous 
la  même  tension,  avec  une  seule  des  sous-divisions  ainsi  formées.  L& 
découverte  de  ce  phénomène  remarquable  est  due  à  Sauveur.  {Foyez  les 
Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris,  pour  l'année.  1700.)    ' 

M.  Claladni  parle,  dans  son  traité  d'acoustique,  d'un  râuHat  sin- 
gulier, obtenu  par  M.  Hellwag,  qui  ayant  divisé  une  c'orde  par  un  appui 
léger,  a  pu,  dans  certains  casi  obtenir  un  ion  plus  grave  que  celui  de 
l'une  et  l'autre  des  deux  divisions  de  la  corde,  (/^o/es  l'ouvrage  cité, 
section  2,  g  4a). 

1260.  Tout  ce  qui  précède  est,  exclusivement,  relatif  &  la  théorie  des 
vibrations  transversales  d'un  fil  élastique  da^  le  sens  de  sa  longueur, 
parfeitement  flexible,  et  tendu,  soit  par  un  poids,  soit  par  une  force 
équivalente^  un  poids;unfii,ou  une  verge,  capable  défaire  la  fonction 
d'un  ressort  y  pmt  aussi  produire  des  sons  en  yibrant  trdnsversalementj 
mais  il  n'est  pas  nécessaire  que  ses  deux  extrémités  soient  fixes;  elles 
peuvent  être  tmites  deux  libres ^  ou  Vvmejixe  et  l'autre  libre,  ou« 
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enOn,  l'iiue  simplement  appuyée  et  l'autre  //ire- Outre  ces  aoos  dus 
aux  vihrattoDs  transversales  sojt  du  Hl  parfaiteihent  flexible,  soit  du  fil 
ou  de  la  verge  à  ressort,  il  en  esl  d'autres  qu'on  obtient  en  faisant  vibrec 
ces  corps,  par  le  moyen  du  frottement,  datis  le  sens  longitudinal;  ces 
derniers  sons  se  trouvent  soumis  aux  mêmes  lois  que  ceux  des  tuyaux 
d'orgue  ,  produits  par  les  vibrations  longitudinales  des  prismes  d'air 
contenus. dans  les  tuyaux.  {^Voyez  l'ouvrage  ci-deasuscité,  §77).    ' 

Les  verges  ou  lames,  à  ressort ,  produisent  encore  des  sons  par  des 
vibrations  que  M.  Chladni  appelle  tournantes ,  et  qu'on  obtient  en 
frottant  ces  veines  dans  des  directions  obliques  à  leurs  longueurs;  il 
donne  à  ces  vibrations  l'épithéte  de  tournantes ,  parce  qu'il  suppose 
qu'elles,  sont  dues  à  un  mouvement  gyratoire  des  molécule«  du  coips 
sonore  autoLr  de  son  axe  longitudinal. 

'1 26 1  :  Enfin  les  questions  résolues  et  les  faits ekposéSj  depuisl'art.  ia36, 
se  rapportent ,  uniquement ,  au  cas  du  problème  du  corps  sonore  qu'on 
peut  appeler  linéaire  ,  parce  que  ce  ctwps  a  toujours  été  considéré 
comme  une  ligne  matérielle;  on  a  ouvert,  depuis  quelques  années,  un 
champ  immense  aux  recherches  des  géomètres  et  des  physiciens,  par 
les  expériences  qu'on  a  faites  sur  les  vibrations  des  surfaces  ^Bstiqucs. 
J'ai  dit,  dans  la  note  de  l'art,  846  que  le  premier  aperçu  des  phénomènes 
relatifs  a  cette  espèce  de  vibrations  était  dû  à  Galilée,  mais  il  ne  paraît  pas 
que,  pendant  les  XVII'et  XVU1'=  siècles,  on  ait  donné  aucune  eui te  à  sa  dé< 
couverte,  ou  même  qu'on  y  ait  fart  quelque  attention..  Un  physicien  . 
allemand,  M.  Chladni ,  après  s'être  occupé,'  pendant  plusieun  années, 
de  cette  matière,  a  publié,  à  Paris  ,  les  résultats'  de  ses  recherches, 
dans  un  ouvrage  qui  a  été  approuvé,  avec  éloge,  par  l'Institut  de 
France;  il  a.  prouvé  par  des  expérience?  curieuses  et  très -variées  que 
les  aurracea'd'e6:plaques  de  différentes  ictfmes,  qu'on  fait  resonner  de 
différentes  manières,  se  divisent  spontanément  en  plusieurs  surfaces 
partielle»,  vibrant  chacune  isolément,  et  séparées  entre  elles  par  des 
lignes  immobiles,  ou  axes  d'équilibre,  auxquelles  on  peut  faire  prendre 
une  infinité  de  formes  toutes  très-régulières.  Ces. surfaces  partieUes 
vibrantes  correspondent  aux  ventres  de  la  «orde  eonore,  découverts 
y&j  Sauveur  3  dont  j'ai  parlé  &  l'art,  isâp,  et  lesaxes  ^d'équilibre 
remplacent  \t%nœùds ^'aM  points  immobiles  qui  séparent  ces  ventres^ 
On  les  rend  sensibles  en  jetant  de  la  poussière  sur  la  plaque  avant  de 
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la  meurt  «n  vibration;  dès  que  cène  plaque  comfflience  à  vibrer,  la 
poussière  ^[undonne  les  portions  de  la  surface  tbtate  qui  sont  en  mou- 
vement ,  et  se  range  sur  les  axes  dVquilîbpé  dont  elle  rend  ainsi  la  forme 
parfaitement  visible.  Voyez,  ptftir  plus  de  détails  sur  ces  phénomènes, 
l'ouvrage  de  M.  Chladni,  intitulé  Traité'  d'acousiiçue  j  et,  pour  la 
partie  mathématique ,  un  Mémoire  de  M.  Poisson ,  inséré  dans 
la  collection  de  l'Institut ,  année  i8i2,  !!•  partie;  je  recommande,  iHisgi , 
aux  élèves  qui  voudront  s'instruire,  à  fond,  de  la  théorie  du  sooj  l'étude 
réfléchie,  des  Recherches  sur  la  nature  et  la  propagation  du  son  , 
de  Lagrange,  publiées  dans  les  deui  premiers  volumes!  des  Mémoires 
de  l'Académie  de  Turin;  et  celle  d'un  beau  Mémoire  de  M.  Poisson, 
publiée  dans  le  14"  cahier  du  Journal  de  l'Ëcole  Polytechnique. 

Equation  dii  mouTcment  applicable  à  tout  >yi(éme  de  corps,'  quelles  que  soient 
sa  forme  et  les  çondhioni  auxquelles  il  «st  as«u)etti.' 

iflôs.  Après  avoir  déduit,  des  notions  1rs  plus  élémentaires,  dans  la 
première  partie  de  ce  cours,  les  formules  et  les  méthodes  applicables 
à  l'équilibre  des  différents  systèmes  de  corps ,  nous  nous  sommes  élevés, 
par  des  généralisations  successives,  jusqu'il  up  principe  unique,  celui 
àei  vitesses  virtuelles  f  d'où  on  pouvait  faire  découler,  comme  d'une 
source  commune,  tous  les  principes  secondaires,  ou  toutes  les  propriétés 
dont  nous  nous  étions  servis  pour  résoudre  les  problèmes  de.St'atique^ 

Nous  pouvons  obtenir  le  même  avantage,  dans  la  Dynamique,  et 
il  est  aisé  de  prévoir  que  la  formule,  analogue  à  l'équation  déduite  du 
principe  des  virtuelles,  à  laquelle  nous  parviendrons,  ne  sera  que 
l'éncHiciation  la  plus  générale  du  principe  qui  a  servi  de  base  à  l'ana- 
\yse  de  toutes  les  questions,  relatives  au  mouvement,  traitées  depuis 
l'art.  io35;  et  comme  l'application  de  ce  principe  consiste  à  ramener 
les  cas  de  mouvement  àdes  cas  d'équilibre,  ce  sera,  ultérieurement,' 
le  principe  des  vîtesseç  virtuelles  qui  deviendra  ce  que  l'on  pourrait 
appeler  un  instrument  universel,  pour  la  solution  de  tous  tes  problèmes 
de  métttniqtie.  '■     .     ' 

ia63.  Un  corps,  ou  un  système  de  corp,  assujetti,  quant  k  sa  com- 
position, à  des  conditions  quelconques,  étant  sollicité  par  des  forces 
de  la  nature  de  celles  qui,  assujetties  à  la  loi  de  continuité,  et  jouissant. 
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en  général,  des  propriétés  dont  il  a  été  parlé  art.  718  et  719,  font 
-Varier  la  vitesse  par  degrés  insensibles ,  «oit  m  une  des  masses  élémen- 
taires du  corps  ou,  «ystéme  de  corps,  et  se  ,  y ,  s  le$  coordonnées  rec- 
tangulaires  de  m^  rapportées  à  trois  axes  (ixes  qui  se  coupent  en  un 
point  d'origine  commune.  La  molécule  m  est  censée  sollicitée  par.  des 
puissances  dont  le  nombre^  les  directions  et  les  intensités  sont  quelcoDqun>, 
l'une  desquelles,  si  elle  agissait,  seule,  sur  cette  molécule  libre  et  sé- 
parée du  système  dont  elle  fait  partie  ,  lui  communiquerait  une 
force  motrice  que  je  désigne  par  "Pm,  les  forces  motrices  qu'engen- 
dreraient chacune  des  autres  puissances,  dans  tes  mêmes  circonstances', 
étant,  respectivement,  Qm,  Rm,  etc. 

Ainsi,  P,  Çj  R,  etc.  étant  des  forces  accélératrices^  Pm,  Qbij 
Rnij  sont  les  forces  motrices  imprimées  à  la  molécule  mj  mais,  en  vertu 
tant  de  l'action  combinée  des  puissances  qui  agissent  sur  cette  molécule , 
que  de  sa  liitison  avec  les  autres  parties  du  système,  sa  vitesse  actuelle, 
que  je  désigne  par  v  j  variera  de  la  quantité  dv  et  la  force  motrice 

élective  à  laquelle  sefa  dye  celte  variation  aur?  pour  valepr-T—  m^ 

ou  4\  -~T-  \  *n,  en  représentant,  par  dSj  l'élément  de  courbe  par- 

couru  par  la  molécule  dm^  pendant  I  instant  dt  auquel  se  rapportent 
les  phénomènes  de  mouvement  que  nous  considérons. 

ds 
La  vitesse  —j-  ayant ,  pour  composantes  parallèles  aux  axes  coor- 
donnés, — ; — ,  — r-~  i  —r—  la  force  motrice  effective  de  m  ,  celle  qui  a 

'   d£  .  de      df  '  ^ 

lieu,  ^,  pour  composantes ,  <^  I  t-j—  j  m_,  di.~^  \mj  di  -5—  \m, 

'    ■  dt  dt  dt 

ddœ 
ou,  en  supposant  dt  constant,  ~r — 

Or ,  d'après  le  principe  général  du  mouvement ,  article  io38 , 
les  conditions   de  l'équilibre  doivent  exister  entre  ces  forces    rtw  ■» 
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trices,  qui  ont  lieu,  prises  dans  l'étendue  entière  du  système,  avec  des 

sens  d'action  tontraires  à  ceux  suivant  lesquels  elles  agissent  ^  et  les 

forces  motrices  imprimées,  Pm  ,  Q"t,  etc.  prises  également  dans 

l'étendue  entière  du  système;  et,  art.  5oi  et  suivants ,  ces  conditions 

sont  susceptibles  d'être  exprimées  par  une  équation  unique,  celle  que 

donne  le  principe  des  vitesses  virtuelles. 

Prenant, sur  les  directions  des  forces  Pirij  Qm,  Rm ,  etc.  des  points 

déterminés,  qui^  à  l'instant  oti  on  considère  les  actions  de  ces  forces, 

soient  à  des  distances  respectives  p  ^  q  ^r,  etc.  de  leur  point  commun 

d'application,  ou  de  la  molécule  m,  et  supposant  que  leurs  actions 

tendent  à  augmenter  les  distances  p j  <j ,  r,  etc.  on  aura,  en  ayant 

égard,  quant  à  la   notation,  à  l'observation  de   l'article  818,    la 

somme  des  moments  de  ces  forces  (le  mot  moment  étant  pris  avec 

la  signification  qui  lui  a  été  donnée,  art.  467)  égale  à 

{Pàp  +  Qàç  +'  Jiàr  +  etc.  )   utj    pour   la  molécule  m  ,  et  a. 

X  \m{Pâp-\-Ràr-\-etc.)  \   pour  tout   le  système.  La  somme  des 

.     ,  .       dd.T  ddy  dds  .    .    r 

moments  des  composantes  — , —  m,  — r^^—  m ,  — ; —  m  ,  de  la  force 
^  dt^  dl''  dt* 

motrice— 7—  »ï,  quia  heu,  est  I  — ; — àj>-\ ^àY+  —, —  ai    1  m, 

dt*       '^  V  '^i'  dl>     •^        dl*        J     * 

en  supposant   que   ces  forces  sont  prises   positivement    lorsqu'elles 

tendent  à  augmenter  les  coordonnées  x ,  j- ,  zj  celte  somme  des 

moments  peut,  article  476,  remplacer,  dans  l'analyse,  le  moment  de 

la  force  unique  —3 —  m  ,  et  en  prenant  les  forces  imprimées  dans  un 

sens  contraire   à  celui    suivant  lequel    elles   agissent ,  elle    devient 

—  I  -jY  àa:+  ~—Z-âj^  ,^.Z.  as  \mj  pour  U  molécule  m, et 

„f      rddx    ,  ddy  ^  ddz    .W  ,  . 

— Z {  mt  ~-j —  âx  +  -j-^  ày  +  —-j —  o«  I f  pour  tout  'e  système. 

Ainsi  les  conditions  de  l'équilibre  entre  les  forces  motrices  impri- 
mées et  celles  qui  ont  lieuj  conditions  qui  doivent  exister  en  vertu  du 
principe  général  du  mouvement,  étant  énoncées  d'après  le  principe  des 
vitesses  virtuelles,  donnent  l'équation 

1  64. 
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(S\m(Pàp  +  Qàç  +  Hdr +  etc.)  \ 

1264.  L'équation  (^)j  de  l'article  précédent,  est  composée  de  deux 
parties  ,  savoir  ,  la  somme  S  \  m  {Pàp  +  Çâq  +  Iiàr+ etc.)  |  qui , 
art.  5o6,est  la  quantité  à  égalera  zéro  pour  exprimer  que  les  puissances 
P',P",  etc.,  Ç',  ^',  etc.,  R',  fl",  etc.,  etc.  etc.,  appliquées  aux  diffé- 
rents points  du  système,  se  font  équilibre,  et  la  somme 

Z<  m\  — -^ — âx  H 7^21  ef  V  +  — ^L  àz  \i  due  au  mouvement  qui 

a  lieu  lorsque  les  puissances  ne  se  font  pas  équilibre;  cette  équation 
est  donc,  en  général,  pour  la  science  de  l'équilibre  et  du  mouvement» 
ce  que  l'équation  déduite,  d'abord,  du  principe  des  vitesses  virtuelles, 
était,  pour  la  partie  de  cette  science  qui  concerne,  particulièrement, 
l'équilibre;  et  on  voit,  en  effet,  que  l'équation  de  l'art.  5o6  n'est  qu'un 
cas  particulier  de  l'équation  (^). 

1265.  Le  mouvement  des  corps  composant  le  système  peut  être 
modifié  par  des  résistances  qui  dépendent  ou  de  ce  mouvement  même, 
ou  des  pressions  que  ces  corps  exercent  les  uns  sur  les  autres  ;  telles 
seraient  la  résistance  d'un  milieu  et  le  frottement.  Pour  avoir  égard  à  la 
première  espèce  de  résistance,  on  se  rappellera,  art.  789,  qu'elle  peut 
être  considérée  comme  une  force^  ordinairement  proportionnelle  à  une 
fonction  de  la  vitesse,  et  agissant  toujours  en  sens  contraire  du  mouve- 
ment actuel.  Ainsi  l'action,  sur  un  point  matériel, de  celte  force  que 
îe  désigne  par  /-_,  est  dirigée  suivant  la  tangente  à  la  courbe  que  parcourt 
ce  point,  et  son  moment=ràp\  en  appelant  ^  une  longueur  arbi- 
traire prise  sur  la  tangente,  it  partir  du  point  mobile.  On  a,  en  repré- 
s'entant  par^,  ^  et  v  les  coordonnées  de  l'autre  extrémité  de  ç 

(,=y  (x—À)*  +  Cr— ^)?  +  (a— r)« 

-<r+  -—àz 

là  distance  pétant  absolument  arbitraire,  rien  n'empêche  de  la  regarder 
comme  iniiniment  petite  et  de  poser  la  condition  ft=^dSfd'oh 
X — X^=dx,j'—{i:=^dj,  X — v^dz 
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valeur  qui,  adaptée,  convenablement,  aux  difTérents  cas  particuliers, 
fournira  le  moyen  d'introduire  dans  l'équation  (-^)  de  l'art,  i263,les 
moments  des  puissances  que  représente  la  résistance  du  milieu. 

L'équation  précédente  est  établie  dans  i'hypotbèse  de  l'immobilité 
du  milieu  dans  lequel  se  meuvent  les  corps  du  système;  si  ce  milieu 
est  lui-nième  en  mouvement  ,  sa  résistance  n'a  d'efTet  qu'en  vertu 
des  vitesses  relatives  ;  en  désignant  par  d^ ,  dn  et  d(^ ,  les  espaces 
élémentaires  respectifs  qu'il  parcourt  parallèlement  aux  x  jjr  et  z  pen- 
dant que  le  point  dont  je  viens  de  parler  décrit  l'élément  ds ,  ou 
l/'dx'  +  dj^  +  dz^  de  sa  trajectoii-e ,  et  faisant 


do=y{d.T:—d^y  +  {dy~dnY  +  {dz—dCY 
la  valeur  de  dp,  donnée  ci  -  dessus  ,  se  changera  en 

„.....,=  ^^...  +  ^r=£rL.^  +  ii^„. 

1266.  J'ai  supposé  que  les  actions  des  forces  appliquées  au  système 
étaient  soumises  à  la  loi  de  continuité ,  mais  si  ces  actions  étaient 
telles  qu'il  en  résultât  des  changements  brusques  dans  l'état  du  sys  - 
téme ,  il  n'y  aurait  qu'à  substituer,  aux  forces  motrices  imprimées, 
les  quantités  de  mouvement  imprimées,  et  ,  aux  forces  motrices  qui 
ont  lieu,  tes  quantités  de  mouvement  qui  ont  lieu;  soient  3T  ,  k  , 
ç  y  etc.  les  vitesses  finies  imprimées  à  la  molécule  m^  dans  les  di  • 
rections  des  lignes/^^  y^  r,  etc.^  et  p^,  \t,  »,  les  composantes,  res- 
pectivement parallèles  aux  «;^  j'  et  «  ^  de  l'augmentation  ou  de  la 
diminution  finie,  dç  la  vitesse  antérieure,  qui  en  résultera  pour  cette 
molécule ,  eu  égard  tant  aux  impulsions  s^,  k,  ç,  etc. ,  qu'à  sa  liaison 
avec  les  autres  points  matériels  du  système ,  l'équation  (^A),  ci*dessus 
citée  deviendra 

__f       S  ImC^rt^;?  +  «(^7 +prfr  + etc.)  î  /^/a 

Je  vais  maintenant  déduire ,  de  l'équation  {A) ,  les  propriétés  com- 
munes ,  sans  exception ,  à  tous  les  cas  de  mouvement  des  systèmes 
d'une  nature  quelconque ,  et  les  démonstrations  les  plus  générales  des 
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principes  de  la  conservation  du  monvement.du  centre  de  gravité ^ 
des  aires,  de  la  conservation  des  forces  vives  et  de  /a  moindre 
action j  principes  dont  j'ai  déjà  entretenu,  plusieurs  fois,  les  élèves, 
mais  dont  je  me  réservais  de  leur  donner  la  théorie  complète,  avec  ses 
principales  conséquences,  lorsqu'ils  auraient  été  suffisamment  préj^arés 
à  cette  étude. 

Principe  de  la  coniervalion  du  mouveinent  du  centre  de  gMVÎté. 

1267.  Le  principe  de  la  conservation  du  mouvement  du  centre  de 
gravité  a  été  démontré,  art.  11:4  et  suivants^  mais  il  n'en  sera  que 
plus  utile  de  le  donner  pour  premier  exemple  de  l'application  de  )a 
formule  générale  du  chapitre  précédent ,  afin  de  bien  faire  concevoir 
et  l'usage  et  les  avantages  de  cette  formule. 

Les  axes  des  x^j-  et  z  étant  fixes  dans  l'espace,  et  s;,, y,,  z,  étant, 
à  un  instant  quelconque  du  mouvement,  les  coordonnées  particulières 
dun  point  déterminé  du  système,  soient,  au  même  instant, 

x  =  ^,-yZ'->y—Ji-^^'^  5  =  3,  +  4*. 
^,  Ti  et  ^  seront  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  du  système, 
par  rapport  à  trois  plans  parallèles  aux  plans  coordonnés  fixes,  et  se 
coupant  au  point  qui  a  Xf,j-,  et  i,  pour  coordonnées  particulières, 
point  qui  est  l'origine  des  ^,  ï?  et  ^. 

On  déduit  des  équations  précédentes. 

àx  =  àx,  +  d^\  dy  =  ây,  +  âri\  ()i  =  à!i,  +  dC 

1268.  Avant  de  substituer  ces  valeurs  dans  l'équation  (^)>  de  l'ar- 
ticle ia63,  j'observe  que  les  forces  auxquelles  le  système  se  trouve 
soumis  sont,  en  général,  oa- intentes  ou  extérieures ,]es  première» 
provenant  des  actions  que  les  parties  du'  système  peuvent  exercer  les 
unes  sur  les  autres,  et  les  dernières  étant  indépendantes-de  ces  aotïon». 
Supposons  que  les  forces  de  la  première  espèce  «tistent  et  qu'un  point 
quelconque  du  système  attire  chacun  des  autres  proportionnellement 
à  sa  masse  et  à  une  certaine  fonction  de  la  distance;  inragingns,  pour 
plus  de  facilité,  le  système. divisé  en  moléoules.  de  mén)e  masse,  il  est 
évident  que  l'action-  et  la  réaction ,  qui  auront  lieu  entre  deux;  molé- 
cules quelconque,  seront  égales  et  dirigées  en  sens-  contraires;  donc 
les  termes  que  ces  molécules  introduiront  dans  la  somme 
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S  \  m  {Pàp  +  Qâg  +  etc.  )  (  se  détruiront ,  et  il  ne  restera,  sous  le 
signe  Z ,  que  les  termes  dûs  aux  actions  des  forces  extérieures.  Celles-ci 
étant  j  conformément  aux  lois  les  plus  générales  de  la  nature,  supposées 
fonctions  des  distances  de  leurs  points  d'application  à  leurs  centres 
d'action  j  qui  sont  des  points  fixes  pris  sur  leurs  directions,  on  peut, 
art.  824,  les  décomposer  ,  chacune ,  en  trois  autres,  parallèles  aux 
X ,y  et  3  et  dont  les  valeurs  sont  des  fonctions  des  coordonnées'  Xj 
j  cl  zàu  point  d'application;  X_,  J^  et  Z  étant  les  sommes  respectives 
de  ces  composantes  pour  un  des  points  du  système,  on  a,  art.  477, 

Xàx  +  râjy  +  Zâ&  =  Fâp  +  Qà(f  +  Bàr  +  etc. 
et  ces  valeurs  introduites  dans  l'équation  {A)  de  l'article  i263,  la 
changent  en 


(S). 


On  conçoit  aisément  qu'il  faut  étendre ,  aux  chocs  qui  s'exercent 
entre  les  corps  du  système,  ce  qui  est  dit,  précédemment,  sur  leurs 
actions  réciproques.  Les  termes  introduits,  par  les  chocs,  dans  l'équa- 
tion {A')  àeVàtl.  1S.66 ,  doivent  se  détmir-e  d'eux-mêmes,  puisque 
l'égalité  et  les  directions  contraires  de  l'action  et  de  la  réaction,  existent, 
entre  deux  corps  qui  se  choquent,  comme  entre  deux  corps  qui  s'at- 
tirent  ou  se  repoussent. 

1269.  Remplaçant,  dans  l'équation  (S)  de  l'article  précédent,  àx, 
ây ,  ai  par  leurs  valeurs  données,  ci -dessus,  on  aura  des  termes  mul- 
tipliés par  âXf,  àjy„  as,,  dans  lesquelles  ces  variations  pourront  être 
mises  hors  du  signe  ^,  puisqu'elles  se  rapportent  à  un  point  parti- 
culier du  système,  ou  qu'elles  n'énoncent,  en  général,  que  des  varia- 
tions de  distances  entre  les  plans' coordbnnés  fixes,  et  les  plans  qui  leur 
sont  parallèles  et  qui  passent  par  ce  point  particulier;  de  pluSj  ces  va- 
riations àx,,  âjf,  âZf,  entièrement  indépendantes  les  unes  des  autres, 
le  sont  aussi  des  variations  {f^»  an,  àÇ,({m  se  rapportent  spécialement 
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aux  plans  coordonnés  mobiles;  donc  les  termes  multipliés  par  àXfi 

dy,,  dz,,  doivent  être,  séparément,  égaux  à  zéro,  ce  qui  donne 


{■)• 


Ce»  équalioni  cor- 
O    rcipondent  aui  équa- 
tions (i)  de  l'art,  iiao. 


^!(--^>(= 

Supposons,  maintenant,  que  le  point,  dont  les  coordonnées  sont  X/, 
jy„  et  «, ,  en  Je  centre  de  gravité  du  système ,  on  aura 

et,  en  différentiant  par  rapport  au  temps, 

ces  valeurs  étant  introd^ite8  danscclles  de  ^j  m  —^-^  )  »  ^  i  '"'Ja  1' 
Z  I  m—, —  I ,  on  a 

Z  I  m  — - —   I  =  — -J-  Z  (m) 


et  les  équations  (i)  deviennent 


w- 


ddSf 
dâi, 


2(m)—S{Xm)  —  a 


X{m)  —  S  (Zm)  =  o 
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équations  équivalentes  aux  équations  (3)  de  l'art.  1120,  et  par  lesquelles 
toutes  lès  circonstances  du  mouvement  du  centre  de  gravité  se  trouvent 
déterminées. 

Si  le  système  ne  se  meut  qu'en  vertu  d'impulsions  initiales,  on  fera 
X=o,  J^=o,  Z=:o,  et  intégrant  on  aura  les  équations  de  la  fin  de 
l'art.  1 1 19;  enfin  on  a  vu,  par  l'article  précédent,  que  le  mouvement 
de  ce  centre  est  entièrement  indépendant  des  actions  réciproques  que 
les  corps  exercent  les  uns  sur  les  autres,  soit  par  attraction,  sbit  par 
choc  ou  par  pression,  propriété  dont  la  démonstration  avait  déjà  été 
donnée,  article  11 18;  les  équations  (2)  nous  redonnent  donc  ce  résultat 
général  :  «  Lorsqu'un  système  n'est  sollicité  par  aucune  force  extérieure, 
«  quels  que  soient  les  mouvements  de  ses  diverses  parties,  dus  tant  à  des 
«  impulsions  initiales  qu'à  des  forces  internes,  son  centre  dé  gravité, 
«  ou  est  en  repos,  ou  se  meut  d'un  mouvement  rectiligne  et  uniforme, 
«  dû  aux  impulsions  initiales,  et  qui  se  détermine  par  les  équations  (2) 
•  de  l'art.  1  laS,  comme  si  le  système  étoit  de  forme  invariable;  sans 
«  avoir  égard  aux /brces  internes  ,  ou  en  considérant  ces  forces  et  les 
«actions  réciproques  par  chocs  ou  pressions  comme  si  elles  n'exis- 
w  taîent  pas.  » 

J'ai  indiqué,  art.  1182  et  suivants,  quelques  cas  dans  lesquels  ces 
mêmes  propriétés  auraient  lieu ,  quoique  le  système  fût  sollicité  par 
des  forces  extérieures. 

Principes  des  airei. 

layo.  Les  Variations  àpj  âq ,  âr ,  ç\c.,dx ,  ây ,  an,  qui  entrent 
dans  la  formule  générale  {A)  de  l'article  i263,  doivent  être  assu- 
jetties aux  conditions  énoncées,  art.  458,  mais  il  y  a  une  infinité  de 
manières  de  satisfaire  â  ces  conditions.  Considérons ,  au  bout  du  temps  t^ 
un  système  de  points  matériels  en  mouvement  ,  les  positions  de  ces 
points  étant  rapportées  aux  trois  axes  coordonnés  fixes  des  x,  y  et  Zy 
et  imaginons ,  au  bout  du  temps  / ,  un  second  système  de  points , 
semblable  et  égal  à  celui  dont  il  s'agit ,  et  posé  de  manière  que  le  premier 
système  se  confondrait  avec  lui  s'il  tournait  d'abord  d'une  quantité 
angulaire  à^  autour  de  l'axe  des  s,  ensuite  d'une  quantité  angulaire 
rffij  autour  de  l'axe  desy^  et,  enfin,  d'une  quantité  angulaire  tJ^i  autour 
de  l'axe  des  x}  les  arcs  à^,  da  et  â^p  sont  indépendants  les  uns  des 
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autres,  et  de  valeurs  absolues  entièrement  arbitraires,  pourvu  qu'ils 
soient  infiniment  petits;  de  plus  l'origine  des  cogrdonnées  est  fixe  pen  - 
dantles  trois  rotations  desquelles    résultenfies  variations 

(^J2). . .  .àj;=:zàG} — j'â^;  âj  =  xà^ — ''à^p;  dz=:jà-ip — xàro. 

1S71.  Chacun  des  points  du  second  système,  dont  il  a  été  question 
dans  l'arlicle  précédent,  se  trouve,  ainsi,  placé  avec  le  point  qui  lui 
correspond  dans  le  premier  système,  sur  une  même  surface  spbériqiie, 
dont  le  centre  est  à  l'origine  des  coordonnées  ;  et  en  projetant  l'arc 
élémentaire  de  grand  cercle,  compris  entre  les  deux  points,  sur  la 
direction  de  la  puissance  appliquée  au  point  du  premier  système,  un 
a,  art.  455,  la  distance  élémentaire  par  laquelle  il  faut  multiplier  cette 
puissance  pour  avoir  son  moment. 

Il  suit  de  là  "que  les  moments  de  celles  des  forces  extérieures  dont 
le<  directions  passent  par  l'origine  des  coordonnées  sont  nuls,  puisque 
les  surfaces  sphériques,  sur  lesquelles  se  prennent  les  distances  élémen- 
taires à  projeter,  sur  ces  directions,  leur  sont  perpendiculaires.  Quant 
sjoTi  forces  internes ^  (celles  qui  résultent  des  attractions  réciproques 
des  corps  )  leurs  moments  sont  nuls ,  par  les  raisons  précédemment 
données,  quel  que  soit  le  mode  de  détermination  des  moments,  et  ce 
que  je  dis  ici  deg  forces  internes j  doit  s'appliquer  aux  actions  que  les 
corps  du  système  peuvent  exercer  les  uns  sur  les  autres  ^  par  pressions 
et  par  chocs. 

1273.  Substituant  dans  l'équation  générale  (B)  de  l'art.  1268,  les 
valeurs  de  àxj  ây j  àz,  données  par  les  équatiotïs  (i/2)  de  l'ar- 
ticle i2yo,  on  a,  en  observant  que  les  variations  â^,  àca,  âtii  sont 
'communes  ^  tous  les  points  du  système. 

(■) +  <f»? 


et  rindépendanç.e  çntce  les  variatioos  â^ ,  â«,  âji  ôçant  les  trois 
éq^ations  Siéparées 
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xddy  — j'ddx 

zddx~~xddz 


^{,„(z^-r._J±£îzz£^_)}=. 


dont   on  reconnaîlra  aisément  l'iclentité    avec  les  équations  {s.)   de 

l'art.  I J20;  on  a  xddy^jddx^d{^xdy — jdx)j 

zddx — xddz^d{zdw — xdi)  s  jddz  —  zddy^dijydz — zdj'); 
et,  art.  838,  les  quantités  xdy — jdx  ^  zdx  —  xdz,ydz  —  zdj 
sont  les  doubles  des  projections  respectires,  sur  les  plans  xj- ,'xi 
vtj'Zj  de  l'aire  élémentaire  engendrée  dans  l'espace ,  pendaiit  l'instant 
dty  par  le  rayon  vecteur  du  point  dont  les  coordonnées  sont  ^\,  ^ 
et  z.  Les  équations  (a)  renferment,  ainsi,  sous  un  point  de  vue  gé- 
néral et  applicable,  sans  exception,  à  toute  espèce  de  système,  lé 
principe  des  {lires ,  dont  les  équations  de  l'art.  887  n'offrent  qu'un 
cas  particulier. 

1278.  Lorsque  le  système  est  entièrement  llbrt,  les  équations  de 
l'article  précédent  ont  lieu,  quelque  part  qu'on  prenne  l'origine  com- 
mune des  coordonnées  x,jr,  z  et  des  rayons  vecteurs  qui  décrivent 
les  aires  instantanées  ^(^xdjy-^yd.v)^  ~{adx-^xdz),  \{jydz  —  a*/?'). 
Il  n'en  est  pas  de  même,  lorsque  le  système  a'un  point  fixe,  car  si  oii 
place  l'origine  ailleurs  qu'à  ce  même  points  les  quantités  ff^^'^fii,  âip, 
définies  art.  1270,  ne  peuvent  plus  être  communes,  chacune  en  par- 
ticulier, à  tout  le  système,  et  etitièreinent  indépehdantes  entre  elles, 
conditions  d'après  lesquelles  les  équations  (a)  dtf  l'article  précédent 
ont  été  établies;  le  point  fixe  est  -donc,  ^itt-ct  «as  le  seul  de  l'espëcè 
où  on  puisse  placer  l'origine  pour  que  les  équatiohs  citées  aient  lieu. 
Après  avoir  ainsi  placé  l'origine  à  wipoftitlflxe  du  système,  s'il 
existe,  dans  ce  système ,  un  antre  point  qui  s6it  fixe  aussi ,  on  retom- 
fcefa  encoredanS  l'impossibilité  d'aVbir  !éfe  ttoîs  qti^ntltfsic^^,  &ai],  â'-\f> 
éomiïiun'es  à  tous' les  éîérhénts  dé  niaSse';  fÀîiiS',  eri'lpîéh^t)  lâ'îîgtife 
qiii  passe  par  ces  deux  points  fixes  pour  Un  dês^  aXèS  •cûôi'doiiilfe';  ;pdiit 
l'aie  dés  z  par  exemple,  on  fera  â&i  =  CS ,  àS^'^'o  \  oH  ■àWf'a-V  'sr''- 
ticle  ia.jo,àx=s—jd^jâjy~xd^j  rfi  =  o,  et  cestpitriittéfrstibfetf- 
I  65 
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tuées  dans  l'équation  générale  (B)  de  l'art.  1268,  conduiront  k  l'équa- 
tion unique 

On  arriverait  aux  mêmes  conclusions  en  partant  de  la  proposition 
de  l'art.  384,  où  j'ai  dit  que  l'équilibre  d'un  système  quelconque  devait 
satisfaire  aux  conditions  de  l'équilibre  d'un  corps  de  forme  invariable, 
proposition  qui  a  servi  de  base  à  la  théorie  du  mouvement  du  centre 
de  gravité,  exposée  art.  1 1 1 4  et  suivants,  et  conduit  aux  équations  (  i  ) 
et  (2)  de  l'art.  1120,  desquelles  on  pourrait  déduire  les  résultats  ob- 
tenus depuis  l'art.  1267. 

1274.  Losqueles  points  du  système,  supposé  libre,  ne  sont  sollicités 
que  par  des  forces  dirigées  sur  l'origine  des  coordonnées,  et  par  des 
forces  internes  dues  aux  actions  que  ces  points  exercent  les  uns  sur  les 
autres,  tous  les  termes  des  équations  (2),  de  l'article  1^74»  qui 
contiennent  X^  fj  Z  disparaissent  et  il  reste 

xddy  — jrddx  \ 


{■)• 


de 
-,  {      iâàx  —  rrddz   \ 

■y" — JT^ — j=° 

OU,  en  intégrant  par  rapport  au  temps, 

les  rapports  entre  l'élément  du  temps  et  les  somme*  des  produits  des 
masses  par  les  projection^  des  aires  élémentaires  sont  des  quantités 
constantes;  les  équations  de  l'art.  840  nous  ont  déjà  fait  connaître  que 
le  mouvement  d'un  point  matériel  jouissait  de  cette  propriété,  dont  le 
mouvement  des  corps  célestes  nous  a  fourni,  art,  884  et  suivants,  une 
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belle  application,  et  nous  voyons,  par  les  équations  précédentes, 
qu'elle  appartient  k  un  système  assujetti  k  des  conditions  quelconques. 
1275.  On  conclut  aisément  de  ces  équations  la  propriété  rela- 
tive aux  aires  finies ,  mais ,  pour  mettre  cette  conclusion  dans  tout 
son  jour,  je  représente  par  712,,  7^,,,  71,/,  les  sommes  des  produits 
des  masses  par  les  projections  des  aires  finies  engendrées  au  bout 
du  temps  tj  projections  faites,  respectivement,  sur  les  plans  des  .tj-^  ses 
etjrzj  on  aura 

Z\m(xdy—jrdx)\  =  da,  "i  Oniupposera,  dansla  «uiteducal- 
2!  \  m{zdx — xdz)\  =da„  >cul,  que  les  valeur*  0/=o,«/,  =  o, 
S  [  m{jdx  —  ir(^)|=:i^fl,„  5'»///  =  «>«t /=ooiit  lieu  eosemble. 

et  en  difTérentiant 

.£  \  mi^xddy  — yddx")  \  ^  dda, 
S  j  m(xddx!  —  xddz)  \  =  dda„ 
S  \  m  (jrddx  —  xddj)  \  =  dda,„ 
substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (2)  de  l'art.  i27a>  on  lesl 
change  en  ■ 

idda,   =Z\m{rx  —  Xy)\dfl 

(i) Xd'i^,,  =  ^1oi{A:s— Za^ijrf/» 

\dda,„^'L\m\zy  —  rz)\dt* 

et  ces  dernières  équations ,  lorsque  les  puissances  dy  système  se  réduisent 
auxactions  réciproques  des  corps,  deviennent       '  ' 

(a) ,.'.  .dda,-=^^,  dda„^=o;  dda,„^=^o 

d'où ,  en  observant  qu'on  a ,  par  hypothèse ,  au  premier  instant  . 

a,ç=o,  a„^Of  af„=Oy  i^o,  .  ■       .  '1 

\daf:=Cfdtj  da„^^Cfidtj  da„i^=-c,„t 

(    <ï/  =:  c,t  J  a„  ~  c„  t  s  a,„  =s  c,„  t 

les  sommes  des  produits  des  masses  partes  projections  des  aires  décrites 
pendant  le  temps  tj  sont  proportionnelles  ^  ce  temps;  c'est^  dans  le 
sens  le  plus  étendu,  le'  théorème  de  l'art.  840,  et  la  propriété  énoncée 
P^r  les  équations  (3)  constitue,  spécialement,  ce  qu'on  appelle  la 
principe  de  la  conservation  des  aires. 
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5i6  ^  Dynamique  élémentaire. 

Du  plan  invariable. 

1376.  L'jdenlité  entre  les  expressions  des  aires  et  celles  des  moments 
a  été  démontrée ,  avec  tous  les  développements  nécessaires ,  dans  la 
Slatujiie ,  art.  sos  et  suivants;  les  questions  de  mouvement  nous  ont 
foprni,  art.  889,  une  première  occasion  de  faire  le  rapprochement  de 
ces  expressions ,  et  les  équations  (  2)  de  l'art.  1 272  nous  en  offrent  une 
seconde  dans  un  cas  général  qui  comprend  celui  de  l'art.  83p.  It  est 
aisé  de  voir  que  les  équations  citées  énoncent  l'égglilék  zéro  des  sommes 
des  moments,  tant  des  forces  motrices  imprimées,  que  des  forces  motrices 
qui  ont  lieu,  en  prenant  tes  forces  de  l'une  de  ces  deux  classes  avec  des 
sens  d'actions  contraires  à  ceux  suivant  lesquels  elles  agissent  effec- 
tivement. Cest  de  ces  mêmes  équations  que  j'ai  ensuite  déduit  les 
équations  (a)  de  l'art.  1474  et  les  équations  (3)  de  L'art.  1375,  qui 
renferment  le  principe  dç  WconserHnlion- des.  aires,  dans  le  sens  qu'on 
attribue  ordinairement  à  cette  dénomiiiatioD. 

Les  premiers  termes  de  ces  équations  (s)»  article  1274,  sont 
les  sommes  des  moments  des  quantités  de  mouvement  qui  ont 
lieu ,  prises  par  rapport  k  chacun  des  axes  des  z  ^  ^  et  a;  ^  les 
composantes  parallèles;  au)E  x^jr  et  «j,  de.  ces  quantités  de  mouve- 
ment,  étant,  pour  la  molécule  m,  dont  x  j- ,  et  «  sont  les  coor- 
données, égales  à  m  — r— ,  m  '^4~>  ^■~t'  >  ^laQ*>  1^  <^-  ^^  Tarticle 

cité,  les  sommes  de^  momeut?  dont  il  s'agit  sont  coûtantes  pendant 
toute  la  duréç  du  mouvement,  et  je  les  ai  représentées  pariVj  Af  et  L. 
Soient  .*^_,  S  et  des  angles  respectifs  que  forme  avec  les  x,  lesj' 
et  les  s^  la  droite,  passant  par  l'orif^e,  par  ropport  à  laquelle  la 
somme  des  moments  des  qHantités  de  mouvement  IMÏ  p^l  li^"  est  un 
maximum,  on  aura^  art.  170,  en  désignant,  par  K  co  moment 
maximum, 

■   /  N  .      •£  D      -M  ^      A" 

-  (a) cos.-4.=^^;  cos-JK^s  -w-î  cos.t'^w  -th--- 

Ces  valeurs,  applicables  &  ud  imtwitquelconquedu'mouvnneitt,  étant 
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constantes,  le  plan  passaqt  par  l'oplgrne  et  perpendiculaire  à  l'aie 
déterminé  par  les  angles  A ^  B ,  C,  a,  par  conséquent,  ûnç  position 
invariable,  d'où  on  a  donne  k-  ce  plan,,<j*ii  .fçrme_avec.  ceuï  desj'a, 
xz  et  a>y  les  angles  respcctife,  A ,  B  ç\.  C j  ^e  nom  dé  ^stv  invariable. 
J'ai  donné,  art.  1 148  et  suivants,  un  exemple  de  son  emploi,  dans  les 
problèmes  de  dynami^M.',  très-propres  à  en  faire  connaître  les  avantages  ; 
on  a  vu  aussi,  art.  507,  sa  propriété  relativement  aux  aires ,  mais  les 
détei-minationa  qxii  contérnent  ce  plan  ,  sont  préieritéès  ici  sous  un 
point  de  vue  beaucoup  plus  général. 

1277.  Le  plan  invariable-  exi»téra  toutes  les  fois  que  le?  corps  du  ■ 
système  ne  seront  soiimis  qu'à  leurs  attrai^tions  mutuelles  et  à  des 
forcer  extérieures  copStâmmçst  dirigées  sur  l'origine.  Sa  détermination 
ej^ige  que  l'on  connaisse,  à  un  certain  instaat  du  mouvement ,  les  masses, 
les  positions-j  les  vîtessesL  et  les  diréctionsTte  wus  Ire  corps  du  systêrfie, 
données  au  moyen  desquelles  on  calculera  les  premiers  membres  des  * 

équations  (a)  de  l'articlç  1A74,. respectivement  égaux  aux  sommes  de 
moments /.jM  et  iV. 

Si  après  avoir,  dëtartninc' Ib  position  dfe  ce  plan,  oh  le  preriU  poul- 
un  des  plan*  coopiiônfté* ,  po&r  Dephin  des  x ,  j ,  par  exetrpîe,  !a' 
somme  A" des  momenta,  par  rapport  à  l'asé^de*  3,  deviendrai  le  moment 
maximum,  et  on  aura,  art.  175,  jtf:=o,  i  =  o,  ces  derriiersrao- 
ments  se'  rapportant  à  des  axes  situés  dans  un  plan  perpendibulaire  à 
l'axe  du  plufr  grand  mditieint.  C'est  cetter  propriété  tjoî  conStîtut^  l'â^aii- 
tage  principal  du  pl&h  invariable ,  et  on- a  vti,  en  effet,  art.  itôi,  ^ 

qu'en  prenant  ce  plan,  pour  un  des<[dans  coordonnés,  d^uz  des  cons- 
tantes ari}itraires  qui  entrent  dans  les   intégrales  des  équations  du  é 
mouvement  de  iiotalroa>  s'évanouissent. 

1A78.  aSf.y,  et  a^étaiiiilbs  coordonnées  du  ceptre-de- gravité,. comp- 
tées sur  les  axes  fixes  de*  *»  j'  et  a,  faisons  pa^ér,  ,  pdr  ca  centre,  * 
trois  axes  rectangulaires^,partiilèles  aux  axes  fixes  des  x ^y,  çiz,  dési- 
gnons par^_,  ri  et-f  les  coordonnées,  rapportées  à  ces. axes,  respective- 
ment parallèleâaox  £V^J^  et  z^  nouS' aurons  ,.  en  suWtituant' dans  l&s  '    '      < 
équations  {i»)ide  Tarticle  -1594,  les  valeurs  ar, +^=aîj^, +^?i=Jf  et 
•i/  +  ^^=s>  les  équatîonb'SHivantisS' coirespondantes  aux  équati<His{i)  \ 
de  Pariicie  iia3 
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77'         '.         '  -'-  ~" 


dt 


JdQl 


(x,Js;—z,di,,)S(,m) 

dt  "'  dl 

(y,dx,  —  T,dr:)X{m)  S\!7i(ldn—Y,dg)\ 


+ 


or  le  mouvement  du  centre  de  gravité  létant  unift^rme  et  rçciiligne , 
et  rfi  étant  constant,  é/x,j  dj-,,çl  fizjU  sont  aussi  et  on  a ,  en  dcsi - 
gnant,  par  J,  et  B,,  les  valeurs  que  prennent  x,  ctj,  lorsque  t,  —  o 

4y^  ■   ^, B,  dz,      _j_  S,  '_      dx, 

4i^    1~'.        ~z^.      ^    dx,  ,1       x,—A,    ^    efy; 


z,dy'f — J/di, 


dx,  ,1       Xf  — -j4, 

B,ds     _    ^,dZ/  —  ^/^/, 


dl 


:  j,ds, 


dt 


^,dy. 


j'fdx  —  Xfdy,    ^    B,  dx,  - — 

dt,  ~  dt  ... 

Les.a".  mepfibres  de  ces  équations  sot(t,inv9riabik8pui|KîMfe  dsef,dy„dz, 
et  dt  sont  des  (lifFcreDlieiles,  constantes  ;  les  s"»,  rtembres  sont  donc 
aussi  invariables,,  et  y^  lt..,.[i  étant  des  cotKtantes,  les  équations  {ni) 
prennent  les  formes  suivantes,  qui  sont  les  mêmes  que  celles  des  êqua- 
tions:(i)de  l'art.  1174,  et,  deviennent  .exclusivement  applicables  aux 
coordopnées  dont  ce  centre  de^r^vité  est  l'origine,  et  ftux  mouvements 
des  molécules  du  ^yst^mc,  par- rapport  à  ce  centre;       1.  1 

Faisant  lé  moment  maximum 
Cy»  +^»  +^-;f=*,  le, 
angles  Tespectift  forméspar  le  - 
plan  inrariable  et  par  les  plans 
des-ç^*, iT'S  flt^^  auront,  pour 


(3). 


VJeut.i-rJ-r"" 


Les  valeurs  des  moments  constants  y,ii,i.,i  substituera  N ,  M 
et  L,  dans  les  équations  (s)  de' l'art.  1276,  pour  «voir  la  position  du  ■ 
plan  invariable  passaiit  par  lecéntte  de  gravité,  sont  donc  absolument 
indépendantes  de  la  vitesse  propre  de  ce  centre  et  de  sa  posi  tion  dans  l'es- 
pace; ce  plan  se  détermine  par  la  connaissance  tant  de  la  forme  du  système 
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que  des.mouvfmentsdesesdifltTentspoînfs  autour  du  centre  de'^avité. 

11279.  Lorsque  les  calculs  de  la  position  4u  plan  invariable,  passant 

par  le  centre  de  gravité  du  système ,  sont  faits  d'après  des  valeurs  de 

d£       dn       dr         .  !.,,•-■ 

£,71,^, — r— , — 1— }  — T^  )    existantes    ensemble,    a    une  t-poque 

particulière  du  mouvement,  cette  position  se  trouve  de'tenmiDéeipour 
tous  les  instants  du  mouvement  tant  antérieurs  que  postéi'ieurs  à^celui 
auquel  se  rapportent  les  calculs,  le  plan  dont  il  s'agit  demeurant  toujours 
parallèle  à  un  plan  fixCi  dans  l'espace,  pendantx^u'il  se  meut  avec  le  centre 
de  gravité  ;  (le  mouvement  du  système  n'est  censé  dû  qu'à  des  impulsions 
initiales  et  aux  attractions  que  ses  diverses  parties  exercent  les  unes  sur 
les  autres,  et,  par  cop^iquant,  le  moHV^mept  du  càntre  de  gravité  est 
uniforme  et  rectilîgnel.  Cette  belle  propriété  est  une  conséquence  immé- 
diate des  équations  (3)  de  l'art;  [précédent,  par  lesquelles  on  voit  que  les 
angles  formés  ^x  le  plan  invariable  et  par  des  axes  parallèles  à  des 
-ligne»  fixes,  dépendent,  <c8,Glu&iv!EWf nt ,  .deb  quanptés  y 3  (t.  et  }.  qui 
sont  .les  piêmes  à  chaque  instant;  miaîs  il  serfà  bon  de  remarquer  .qu'elle 
est,  aussi,  une  des  çonséqueoées  importantes  de  la, théorie  des  moments 
et  des  aires  exposées  art.  lây  et  suiy-ants,  et  les  théorèmes  d'oîi  elle  se  dé- 
duit particulièrement  sont  consignés  dans  les  art.  182  et  i83.  On  voit,  par 
ces  articles,  que  l'aifc  du  mometit  maximum,  qui  est  perpendiculaire 
au  plan  invariable,  fortne  un  angle  constat  avec  chacun  de^  axçsco- 
ordonmés  lorsque,  l'prigine  se.meutsur  une  parallèle  ^.  l'^xe.que  i'ai 
désigné  par  ligne  {K),  et  q^ii  est  parallèle  à  la  rf^su)tante>  générale 
qu'auraient  tes  forces  si  elles  étoient ,  chacune  parallèlement  à  sa 
direction,  appliquées  à  un  même  point  de  l'espace.  Or,  dans  le  cas 
dont  il  s'agit  îci,  les  forées  à  conâidérer  sont  les  qûaVitltéè  de  riîouve- 
ment  qui  animent  tous  les  éléments  de  masse'du  système;  les  moments 
de  ces  forces,  seules  données  du  calcul,  sont  invariables],  ft, -d'après 
les  propositions,  précédemment,  démontrées  sur  le.  Tnou-vement  dv 
centre  de  gravité, 'la  ligne  droite  qu'il  parcourt  estip-éciséméat  sur  la 
directioti  de  la  résuhAntè  de  tbiites  les  quantités  de  mouvement  'dtint 
je  yieiis  dê'parîer,'  en  les  ^jipôsanï  dirigées  sur  irè  'cedfre  parallèlement 
il  leurs  directions  respectives.^  '".      .  '       , 

Les  pressions  et  Les  cl^oçs  qM,e  les  corps  du  système  peuvent  ex,ercer 
les  uns  sur  les  autres  n'apportant  aucun  çh^gen^ejit.aux  phénomènes 
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qui  dépendent  de  la  conserration  des  aires  et  de  celle  des  moments 
k,-fjL  et  V-,  -ne  doivent,  par  conséquent,  avoir  aucune  influence  sur  la 
position  du  plan  invariable  qui  est  déterminée  par  ces  moments;  il  est 
bien  entendu  que  les  chocs  dont  il  s'agit  ici  sont  censés  être  indépen- 
dants de  toute  action  de  forces  extérieures,  et  provenir,  uniquement, 
du  mouvement  des  corps,  déterminé  par  des  impulsions  primitives 
et  .par  des  forces  internes.  (*) 

Du  principe 'de>  forces  vires. 

,  ;  1.380.  L'équalio»  générale  du  mouvement,  donnée  article  i263, 


(A)......o=i  vLr.^^»x+-^ 


dt'  dp      ■' 


#-)j 


rcnferhie  les  variations  àp,  âij,  etc.  âx,  èy ,  â%,  qui  sont  les  pro  - 
jectioris,  sur  les  directions  tant  des  forées  motrices  imprimées ,  que 
de  celles  qui  ont  lieu,  des  distances  inlîoiment  petites  entre  chaque 
point  du  système  que  l'on  considttie ,  et  chaque  point <i'un  autrt  système 
fictif;  ce  dernier  étant  assujetti  à  cette  seule  condition  que  les  points 
do  systêtrte  réel  puisSenti  sans  que  les  lois  de  leurs  liaisons  soient  violées, 
lïrendré  la  place  de  leui-s  corresperaiants  dans  le  système  fictif. 
■  Or  ;  le  mouvement  niime  du  système  faisant,  à  chaque  instant  , 
dianger  toOs  ses  points  de  position,  et  ce  changement  éttnt  supposé 


(•)  NptFR  syHême  planélaïre  doit,  tr«.pFobabIe«eDt,  être  lowinii  à  des 
Hclions  de  forces  .çxlérieurea  ,  càfiable»  âe  lui,  donner  un  mouvemeni  général 
dé  trftiisIatWV.d'ana  l'espace,  mais  on  peut  conclure  des  observations  faites 
dcfAiis  Meû  des  siècle» ,  qiio  ces  forcés  soiit  darts  le  cas  de  l'ort,  f  i8a ,  et  que 
la  transUtîon  qui  en-  résulte  n« -dérange  pâi  «)irfib>onient  les  mouvements  dfls 
atiît  impttlfflOM.  initiales  et  aux.  actions  réwproqwij.  ià.e^a  dono,  dans  ce 
■jstêDiej-iHi)?^»»iP>>m«.sW»  do»t  U  po«!i9¥  *•;  t«9«ver,d^nf»i^*e,dap«r«- 
P<?ji(io«  dv^Jr-J«^«f,<ù^7l^a«<^p,4^  édrt^oiij,  psgp  ap7,;o&,oo,To 

tude  de  son  nœud  ascendant,  rapportée  au  conlmen cernent  de  ce  siècle,  étojt 
de  ii4%7oo8  et  son  incliuaîsqn  à  récliptique  de  i^ySfiÀ  (division  centésimale 
du  cercle).  "Voyez  les  formule»  partlculièrcineni  relatWeB  à  cette  d^ermina- 
tfon,  ddns  1«  méetihii^ue  céleste  livre-  a,  drt.  63, 
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avoir  lieu  sans  que  le  système  soit  dénaturé,  l'équation  précédente  doit 
être  satisfaite,  si,  à  un  instant  quelconque,  on  prend,  pour  système 
fictif,  le  système  des  points  dont  ceux  du  système  réei  occuperont  les 
places  dans  l'instant  suivant,  le  système  fictif,  qu'on  choisit  alors,  rem- 
plissaiit  évidemment  la  seule  condition  h  laquelle  il  est  assujetti  ;  mais , 
dans  ce  cas,  les  variations  rf.r  ^  ày-j  àz  deviennent  identiques  avec  les 
différentielles  d.T j  dy ,  d%,  donc  l'équation,  équivalente  'a  celle  qui 
précède ,  posée  art.  i268j 

se  change  en 
(C^...s{m.'!âit±±it±±ÉÉl.=J,\m{Xdx^rdj^Zdi^\ 

1281.  L'emploi  de  l'équation  précédente  donne  lieu  à  quelques  ob- 
servations que  je  vais  d'abord  présenter  aux  élèves. 

Les  variations,  par  d,  qui  entrent  dans  les  équations  générales  des 
art.  ii63  et  1268^  sont  indépendantes  du  mouvement  réel  du  système  ; 
la  translation,  de  laquelle  on  les  fait  dépendre,  est  entièrement  hypo- 
thétiqucj  et  il  suffit  que  cette  translation  puisse  avoir  lieu  sans  'violer 
certaines  conditions;  mais  il  peut  arriver  que  les  équations  qui  ex- 
priment ces  conditions  renferment  le  temps;  tel  serait,  par  exemple, 
le  cas  dans  lequel  un  des  corps  du  système  se  mouverait  sur  une  courbe 
ou  sur  une  surface  assujettie,  elle-même,  à  un  mouvement,  qui  suivrait: 
une  certaine  loi ,  et  dont  l'équation  devrait  nécessairement  contenir 
le  temps  t}  cette  quantité  t  pourrait  être  assimilée  à  un  paramètre 
variable  dont  chaque  valeur  djîterminée  correspondrait  à  une  position 
déterminée  de  la  surface;  ainsi  une  des  équations  de  condition  du  sys- 
tème serait  de  la  forme 

(c)  . .  .  .y(/,  ^n^n  ^li  '^m  y^if>  ^11'  etc.)=:o 
x,,Xif,  ei^c.  jf,y„,  etc.  z,,  z„,  etc.  étant  les  coordonnées  des  diffé- 
rents points  du  système,  et  les  conditions  de  ce  système  étant  exprimées 
par  des  équations  entre  ces  coordonnées. 
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La  translation  hypothétique  et  arbitraire  de  laquelle  dépead  l'équatio» 
donnée  par  le  principe  des  vitesses  virtuelles,  et,  par  conséquent ,  l'une 
quelconque  dçs  équations  générales  ci-dessus  citées,  change,  par  les 
projections  des  dista  ces ,  entre  les  points  homologues,  sur  1rs  directions  ' 
des  puissances,  a?,,  ^,,  z,;  x,,,  etc.  en  x^-^  âx,,  j-f+dy^,  z,  +  àz,^ 
.T,, +tJ.r„,  etc.;  et  ces  dernières  coordonnées  doivent  satisfaire  à 
réqualion  de  condition  (c);  donc  la  différentielle,  ou  variation j  de 
cette  équation,  par  â,  prise  en  regardant  t  comme  constant,  doit  être 
égale  à  zéro,  ce  qui  donne 

mais  la  dinërcntielle  complète  de  (c)  prise  par  rapport  au  temps  t, 
en  considérant  toutes  les  coordonnées  des  points  du  système  comme 
des  fonctions  du  temps  qui  satisfont  à  cette  équation,  cette  diiTéren- 
ticlle,  dts-je,  doit  aussi  être  égale  à  zéro,  ce  qui  donne 

on  voit  que  cette  équation  satisfait  l\  celle  qui  précède ,  en  faisant 
(IXf^àXf,  (Iy,^âx,,  dy,^dz,t  dx^^^dx,,,  etc.,  et  supposant 
le  terme  Tdt  nul  ;  et  puisque,  sans  cette  dernière  condition,  la  coïn- 
cidence des  deux  équations  est  impossible,  il  est  évident  que  l'équation 
(  C)  de  l'article  précédent ,  établie  d'apfès  les.  valeurs  liypoihttiques 
dXf-=dx,,  ày,=  dj',,  etc. ,  n'a  lieu  qu'autant  que  les  équations  de 
condition, du  sysiéme  ne  renferment  pas  le  temps;  c'est. une  restriction, 
à  l'usage  de  cetteéquation,  qu'il  était  nécessaire  d'indiquer. 

1282.  J'ai  dérnontré,  art.  823,  que  V expression  Xdx-\- y djr-\-Zdz. 
était  intégrable  par  elle-même,  lorsque  les  forces  i",  P" ,  etc.,  dotit 
X.^  y  et  Z  sont  les  sommes  des  composantes,  respectivement  pa- 
rallèles aux  Xjjf  cl  s,  se  trouvaient  dirigées  sur  des  centres  fixes  et. 
fonctions  des  distances  de  leurs  points  d'application  k  ces  centres.  Il 
s'agissait,  dans  l'article  cité,  de  forces  appliquées  k  un  point  unique, 
et  l'expression  2  \  m{Xdx-\-Tdj'\-  Zc/a)  }  qui  fqrmç  le  2«  membre 
de  l'équation  (C)  de  l'art.  1280,  se  rapporte  à  up, nombre  quelconque 
de  forces  appliquées  à  difierents  points;  mais  cette  expression  repré- 
sente la  somme  des  termes  m'  (X  d.œ'  -\-  Y'  dj/  -\-  Z'  d  z'  )  ^ 
m"  {X' dx"-\-y"  dy'-^Z" di"),  etc.,  relatif  aux  forces  qui  soiU- 
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citent  les  masses  m' ,  m" ,  etc.  du  système,  et  on  peut  faire  sur  chacun 
de  ces  termes,  le  même  raisonnement  qu'on  a  fait  sur  le  tPrme  unîqtie 
de  l'art.  8a3;  la  propriété  démontrée  dans  cet  article  est  donc  appli- 
cable à  un  système  quelconque. 

Celte  même  propriété  s'étend  au  cas  des  attractions  mutuelles  des 
corps  du  système,  dans  l'hypdthèse  ôîi  ces  attractions  suivent  la  loi 
de  celles  du  système  du  monde-,  en  subâciiuant,  setilement»  à  l'iiivet^e 
du  quarré  de  la  distance,  orie  fonction  quelconque 'de  ^«Xtt  difi- 
tance.  Pour  le  démontrer,  je  désigne,  par  nt'  et  f«",  (teax  'lïiaSStfB'du 
système;  par /-^  leur  distance,  et  par_/"(r)  une  fonction  de.eette  dis- 
tance telle  que  la  force  accélératrice,  iinprihiéé  k  ot",  en  vertu  de 
l'action  de  m' ,  soit  m'y"(/-),  la  force  accélératrice  imprimée  Jiot',  en 
vertu  de  l'action  de  m"  étant  m"  j\r)i  ces  ex  pressions /zi'yi^ a)  et  m"f{f) 

représentent  ~  et  ■■  •  '■■•-  de  l'rtftîcle  916,  dtins  le  cas  de  l'attrnction 

newtortiennr,-i-  étant  représenté  pary(/'). 

Soient  maintenant  x' ,y ,  s';  x"  ,y"  ^  t."  les  coordoTfrt^es  respec- 
tives de  tn'  et  m" y  les  cosinus  des  angles  formés  par  la  ligne  r  et  par 

,                  ,                                            a/ — x"      y'  —  y"      5'  —  s"  , 

les  axes  des  a;  ,    y  et  »  seront ,  -i ïi — , et  les 

composantes  de  »»'/"(  r)  et  rft"J'(  r)  parallèles  aux  mêmes  axes  seront , 
en  faisant  attentioh  qtjè  tes  deux  forces  accHératrfces ,  dirigées  en  seris 
opposés,  deïVeW  «toir  des  sigHeîs  dïfTérehts 

"tj{r)  — J  m  Ad  -^    /     J  ^f{r) 

tf  ^f  \    ^'  —  *'          nTf\     y" -^y"          ,1  j-,  ^     ^" — ^ 
«'/(') -.-  ™"/W     ^     /     J  "^"/{r) 

d'où  on  tire 
et  la  quantité 

.   m'{:sdx'+rjy-\-z'Ji')-\-m!'^x"dx"+r"dy'+'z"dz") 
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que  les  forces  d'attractions  mutuelles,  de  m'  et  »»",  introduisent  dans 

la  somme  2/}»i(X</y  +  ^dy-|-Z(/z)  I  a,  pour  valeur, 

or,  le  quarré  de  la  distance  r  a  pour  valeur 

'•'=(^'-«")'+o-'-y')'+(«'-»")* 

et  en  dinerentîant  cette  équation  on  trouve  une  valeur  de  dr  égale  & 
la  quantité  qui  multiplie  m!  m" fi^r) ,  dans  l'expression  {_f"),  prise  avec 
un  signe  contraire,  donc 

m'  (X'  di^  +  Y'df  +  Z'  rfi'  )  /  ,     „  j   jr,  ^ 

+  m"{V'dx"^  r"dy"-YZ"d,")  j  =  -  "^  '^    '^^/(O 
équation  dont  le  2"  membre  est  la  différentielle  d'une  certaine  fonction 
d'une  seule  variable ,  et  par  conséquent  intégrable  par  lui  -  m^'nie. 

ia83.  Si  on  suppose  que  le  système  en  mouvement  se  trouve  dans 
les  cas  dont  it  est  question  aux  deux  articles  précédents,  et  si  on  fait 
^\m{Xdx-\-rdy-\-Zds,)\=dO,  on  déduira  de  l'équation  (C) 

...  r.  r-  -  dx^-\-d'Y^-\-di.^ 

de  1  art,  laoo,  en  taisant  attention  que ■ — -^ — ■ =  c'. 

,  _.  -^ ,        „,         „    ,        j,  (  JC  cit  la  constante  arbitraire  introduits 

(  Z?) Z(/7/('^l=  A -4- afl»  >  ,, 

^       '  ^  '  '  l       par  1  intégration. 

Le  premier  membre  de  cette  équation  est  la  somme  des  forces  vives 
du  système;  le  second  membre  se  compose  d'une  quantité  invariable  X 
cl  d'une  quantité  2^2^  qui  est  une  fonction  des  coordonnées  des  points 
du  système  ;  ainsi  la  somme  des  forces  vives  ,  est,  à  un  instant  quel- 
conque, donnée  uniquement,  par  los  positions  des  points  du  système, 
ou  par  leurs  coordonnées,  la  constante  K  étant  préalablement  déduite 
-  lié  valeurs  simultanées  et  connues,  de  ^(/nc*)  et  de  0\  2('»c*)  est 
absolument  indépendante  des  courbes  parcourues  par  les  corps  en 
mouvement  depuis  l'instant  correspondant  à  la  détermination  de  la  éons- 
lanle  A,  qui  peut  être  ou  le  premier  ou  tout  autre  instant  du  mouve- 
ment, jusqu'à  l'instant  quelconque  auquel  se  rapporte  l'évaluation  de 
cette  somjne,  laquelle  redevient  la  même  chaque  fois  que  tes  positions 
des  points  du  système  et,  par  conséquent,  la  fonction  ïP  redeviennent 
aussi  les  mêmes;  et  si  les  corps  du  système  ne  sont  sollicités  par  aucune 
puissance,  c'est-à-dire,  si  (P  =  o,  elle  est  constante  pendant  toute  la 
durée  du  mouvement. 
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L'équalion  (D)  de  laquelle  sont  conclues  toutes  ces  propriétés, 
énonce  le  principe  appelé  principe  générai  de  la  conservalion  des 
forces  vives.  Les  élèves  se  rappelleront  que  ce  principe  a  déjà  été 
vérifié  dans  le  choc  des  corps  élastiques,  et  que  des  questions  traitées 
dans  cette  seconde  partie  du  cours  nous  ont  conduit  ii  des  équations 
qui  sont  des  cas  particuliers  de  l'équation  {D). 

1284.  On  peut  imaginer  que  les  corps  du  système  agissent  les  uns  sur 
les  autres  par  l'intermède  de  ressorts  ;  et  pour  fixer  les  idées,  à  cet 
égard ,  on  peut  supposer  que  ces  ressorls  sont  de  l'espèce  de  ceux  qu'on 
appelle,  à  boudin,  formés  de  fils  élastiques,  tournés  en  spirales.  Un 
de  ces  ressorts,  contracté,  qui  se  trouverait  être  le  moyen  de  liaison 
entre  deux  corps,  pourrait  faire  alternativement  l'office  d'une  force  ré- 
pulsive ou  d'une  force  attractive  tendant  ou  à  éloigner  ou  à  rapprocher 
ces  corps  l'un  de  l'autre,  et  comme  l'hypothèse  la  plus  naturelle,  sur 
la  loi  de  cette  répulsion  ou  de  cette  attraction,  est  de  dire  qu'elles  sont 
fonctions  de  la  longueur  du  ressort,  puisque  cette  longueur  détermiijc 
son  plus  ou  moins  de  contraction  ou  de  tension,  la  force  dont  je  parle 
se  trouve  dans  la  classe  de  celles  qui  rendent  intégrable  le  a»  membre 
de  l'équation  (C)  de  l'art.  1280. 

Les  phénomènes  du  choc  des  corps  élastiques,  depuis  l'instant  du  . 
contact  jusqu'à  celui  de  la  séparation  des  corps  peuvent  être  assimilés 
à  ceux  qui  auraient  lieu  si  on  interposait,  entre  ces  corps,  des  ressorts 
comme  ceux  dont  nous  venons  de  parler,  et  dont  la  masse  serait  sup- 
posée négligeable;  d'où  on  conclut,  d'après  ce  qui  est  dit  k  l'article 
précédent,  que  dans  le  cas  de  l'élasticité  parfaite,  la  somme  des  forces 
vives  est  la  même,  au  commencement  et  à  la  fin  du  choc,  les  corps 
du  système  reprenant  ,  au  2*  de  ces  Instants,  leurs  figures  initiales^ 
mais  que  cette  somme  doit  varier  pendant  la  durée  du  choc. 

Perte  de  forces  Tiv0«  occasionnée  par  les  cbangements  brusquei  qui  peuvent 
aurveoir  dans  le  système. 

ia85.  Lorsque  les  mouvemeints  des  corps  du  système  sont  modifiés 
par  des  frottements  des  résistandes  de  milieux,  et,  en  général,  par  des 
puissances  et  des  résistances  dans  les  expressions  desquelles  entrent  les 
vitesses  ,  l'expression  S  \  m{Xda^-\-Fdj-\-Zdi)  \  n'est  plus  inté- 
grable par  elle-même;  il  y  a  une  perte  de  force  vive  qui  peut  aller 
graduellement  jusqu'à  son  extinction  totale. 
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L'évaluation  de  cette  jjerte  dépepd  de  la  loi  des  r&istances  dont  la 
détermination  exacte  est  presque  toujours  d'une  grande  difficulté;  il 
est  une  autre  cause  de  perte  sur  laquelle  on  a  un  théorème  général, 
dû  k  M.  Camot,  celle  <[m  est  relative  aux  changements  brusques  pro- 
venants des  chocs  qui  s'exercent  entre  les  corps  du  système.  Soit, 
pour  une  moU'cLile  m  j  quelconque^  U, .  Vf,,  U,,,;  F,,  V,,,  V,,,,  les 
composantes,  respectives,  de  sa  vîlcïse  au  moment  où  le  choc  va 
s'exercer,  et  immédiatement  après  le  choc,  prises  parallèlement  aux 
axes  des  œ ,  j  et  s  ^  les  vitesses  perdues,  évaluées  dans  les  sens  pa- 
rallèles aux  mêmes  axes  seront  //,■ — V,,  Z/„ — /^„,  i/,„  —  '^m  î  O''. 
art.  io36,  les  conditions  de  l'équilibre  doivent  exister  entre  les  quan- 
tités de  mouvement  m{U,  —  F,),  m  (  V„  —  V,,),  m  {U,„~V,„) 
perdues  dans  l'élenduc  entière  du  système,  et,  d'une  autre  part,  par 
l'elTet  du  déplacement  des  points  de  ce  sysléme,  immédiatement  après 
le  choc ,  la  molécule  quelconque  m  parcourt  dans  les  sens  des  Xj^  et  z 
des  espaces  élémentaires  respectifs  V^dt,  V„dlj  V,„dt,  au  moyen 
des  vitesses  V,,  V„,  V,„  qui  lui  restent;  ces  espaces  peuvent  donc^ 
art.  1 280 ,  être  introduits  comme  facteurs  des  puissances,  ou  des  quan- 
tilcs  de  mouvement  qui  représentent  ces  puissances ,  dans  l'équation  , 
donnée  par  le  principe  dés  vitesses  virtuelles,  par  laquelle  on  exprimera 
les  conditions  de  l'équilibre  dont  je  viens  de  parler;  et  on  aura,  en 
supprimant  le  facteur  commun  dt j 

s\m{{v,-r,)  v,^{u„  -  r„)r„+(£r,„-  F„,)^„,]|  =  o 

celte  équation  est  identique  avec  la  suivante 

C     »[£//  -r,'  -(P,  -  r,  ).]! 

j  z  ?+»[£?„■  -  r„.  -  (F,,  -  F„  )»  ]  V  =  o 
i^m\p,„'~  r,„'-{v„,- v,„Y\  \ 

ce  dont  on  s'assurera  aisément,  en  développant  les  carrés  et  réduisant. 
Or  J]  et  frétant  respectivement,  les  vîteosw  absolues  la  molécule 
quelconque  m ,  avant  et  après  le  choc  on  a 

r*  =  F,*  -i-  F,,'  +  F,,,' 
et  faisant  pour  abréger 
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l't'qualion  précédeniCj  divisée  par  ~,  peut  se  meltre  sous  la  forme 

(£) S  (mU^)  ^  2(mF')  =  S(m  fT') 

ainsi  la'perte  S(mV^)  — -2(m  F^*)  de  forces  vives  a  pour  valeur  une 
somme  de  forces  vives,*hypothélique,  celle  qu'aurait  le  système  si 
chacun  de  ses  points  matériels  se  trouvoil  animé  de  la  vîiesse  qu'il  a 
perdue  par  l'effet  du  clioc. 

Positions  du  tyiléme  correspoudanle*  aui  maxima  et  minioia  dci  sommes 
des  forces  rivesj  à  la  stabilité  et  &  U  non  stabilité  de  l'équilibre. 

1286.  La  propriété  du  mouvement  dont  je  vais  donner  une  démons- 
tration générale  a  déjà  été,  dans  la  I".  partie  du  cours,  art.  5i6j  déduite 
par  anticipation  de  l'équation  des  forces  vives,  ou  équation  (73)  de 
l'art.  1283,  et  il  est  convenable  que  je  rappelle  cette  propriété  puisque 
j'ai  démontré  l'équation  citée  ;  on  voit  en  effet  par  la  relation 

qu'elle  établit  entre  ^(fln'«)  et  (P,  que  la  somme  S{mt^)àes  forces 
sera  un  maximum  ou  uamiaimuni  lorsque  d  '  S  {ntv')  sera  nul  ou 
lorsqu'on  aura  d 0  =  0;  mais  art.  1288, 

i/0  =  2\m(Xi/x  +  rdj'  +  Zdt)\ 
ainsi  ^^mt^)  est  un  maximum  ou  un  minimum  lorsque 

y:\m(Xd.T+r(/j+zdz\=^o. 

Le  système  en  mouvement  se  trouvant  dans  les  cas  énoncés  aux  art. 
ia8i  et  1282  et,  par  conséquent,  la  substitution  des  différentielles  par  </j 
aux  variations  par  (^^  étant  permise,  cette  équation  est  celle  qui  doit 
être  satisfaite  dans  le  cas  où  les  puissances  .ippliquées  au  système  se 
font  équilibre,  donc  la  sOmme  des  forces  vives  est  un  maximum  ou  un 
minimum,  ou,  pour  donner  une  énonciation  plus  complète,  la  diffé- 
rentielle de  cette  somme  est  égale  à  zéro  lorsque  le  système  passe  par 
les  positions  dans  lesquelles  il  faudrait  le  mettre,  d'abord,  pour  que  les 
forces  qui  y  sont  appliquées  se  fissent  équilibre  ;  il  ne  franchit  ces  posi  - 
tions  qu'en  vertu  des  mouvements  acquis  par  les  différents  corps  qui  le 
composent. C'est  le  théorème  de  Courthron  conclu,  par  anticipation, 
à  l'art.  5i6,  ainsi  que  j'en  ai  prévenu  ci>dessus,  de  l'équation  générale 
qui,  ensuite,  a  été  démontrée  art.  1283. 


Digitizeaby  Google 


5^8  Dynamique  ÉtéMEKTAiEE. 

laSy.Ona  vu,  art.  5i 4, que,  lorsqu'il  s'agissait  d'un  syslême  pesant, 
l'cqualion  ii0  =^o  exprimait  que  le  centre  de  gravité  du  système  était 
pu  à  son  plus  grand  abbaissement  ou  à  sa  plus  grande  élévation.  La  pre- 
mière position  correspond  au  maximum  et  la,seconde  au  minimum  de 
forces  vives.  De  plus,  ces  mêmes  positions  sont  respectivement  l'une  celle 
de  l'équilibre  stable ,  à  laquelle  le  système  revient  lorsqu'il  en  a  été 
écarté  d'une  quantité  qui  ne  passe  pas  certaines  limites,  el  l'autre  celle 
de  l'équilibre  non  stable  dont  le  système  continue  à  s'éloigner  pour  peu 
qu'il  en  ait  été  primitivement  écarté;  cette  propriété  est  assez  manifeste 
quand  il  s'agit  des  systèmes  pesants,  mais  sa  démonstration,  étendue  à 
un  système  quelconque,  est  un  peu  compliquée,  et  même  pour  la  rendre 
complète,  et  l'appliquer  au  second  cas,  j'aurais  besoin  de  m'appuyer 
d'une  des  ibéories  que  je  n'ai  point  exposées  dans  ce  traité  par  la  néces- 
sité de  le  resserrer  dans  des  bornes  convenables. 

On  trouvera  cette  démonstration  dans  la  Mécanique  analjliqiie  de 
Lagrange,  i".  partie  section  3j  et  a«.  partie  section  ^j{')  et  on 
verra  qu'après  avoir  démontré  le  i",  cas,  dans  la  première  partie,  il  a 
été  obligé  de  renvoyer  le  complément  de  la  démonstration  du  2'.  cas, 
au  g  où  il  traite  des  oscillations  très-petites  d'un  sj'stême  de  corps 
autour  de  leurs  points  d'éijuilihre. 

Priocipe  de  la  moindre  action. 

1288.  Le  principe  de  la  moindre  action  a  été  démontré,  art.  844, 
dans  le  mouvement  d'un  point  matériel;  et  il  s'agit  ici  d'étendre  la 
démonstration  à  un  système  quelconque,  ou  de  prouver  que  S{mfvds) 
est  toujours  un  maximum  ou  un  minimum  lorsque  le  système  en 
mouvement  se  trouve,  d'ailleurs, dans  les  cas  énoncés  art.  izSietisSa, 
m  étant  la  masse  d'un  des  points  matériels  du  système,  csa  vitesse  et 
ds  l'élément  de  ia  trajectoire  qu'il  décrit  ;  la  marche  de  raisonnement 


qu 


va  me  conduire  au  résultat  cherché,  est  entièrement  semblable  à 


celle  que  j'ai  suivie  à  l'article  cité.  On  a 


(')  Deuxicme  Édition ,  Parit  1811  et  i8i5. 
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'^^■ir-- rf<.  ^     ■      • 

on  a,  de  plus,  art.  ia83 

iP  =/,  X\m{Xdx  +  r^j  +  zd%-)  \ 
et  réquation  ^  (m  t^)  =:  A  +  a  iP,  de  cet  ârticlei  peut,  en. profitant  delà 
faculté  qu'on  a  de  transposer  let  8ig>e8^iet£>4C'jnetlite'eousla.&irtné 

difl^rentiant  par  â,  observant,  comme  à  l'art.  844,  que  la  fonction 
ivàwf\{Xdx  +  Ydy  +  Zdt)\  doit  avoir  les  mêmes  coefficients  dif- 
férentiels soit  qu'on  la  difTérentie  par  d  soit  qu'on  la  difTc'renlie  par  àj 
et  qu'ainsi  à/{Xdx  +  rd^  +  Zdz)  —  Xàx  +  ràj  +  Zàz  on  a  , 

__    „    „,  ,  ddx  ddy         dds 

substituant  a  X,  Y,  Z  leurs  valeur»  — -y- —  .  — 7— —  .  — 7- —  ,  usant 
'  dt*      '     di^     '     dl»    ' 

de  la  faculté  qu'on  a  de  transposer  les  signes  d  et  â 3  observant  que 

ddxâx  +  dxddx  +  ddyày-\-djrdâjr  +  ddzdz  +  didàz=d{dxàx  +  djây  +  dzdi) 

et  multipliant  par  dt,  difTérentielle  constante,  l'équation  précédente 

devient 

et  on  en  déduit,  par  .l'intégration  sous  le  signe  £_, 

les  trajectoires  eflectives  et  les  trajectoires  variées  étant  supposées 

avoir  des  origines  communes,  ce  qui  donne  aux  premières  limites, 

âx:=.o,àj  =  o,âx  =  o,  on  a,  en  même  temps  âS{m/vds)^Q  et 

_/'       dxâx-\-dyây-\-dzdi  \  ,,  ,  .    ,     , 

£\  m -jr- l=o,doucon.rton/e=:so;si, déplus, 

ces  trajectoires,  effectives  et  variées ,  se  terminent  aui  mêmes  points,  ou 
I  67 
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qu'on  ait,  encore,  aux  secoodea  limites»  àx  ==0,  à_y  =  o,  i^x  =s  o, 

chacune  des  intégrales,  par/*^  qui  forment  la  somme  21  {mfvds)  sera 
-nulle ,  d'où 

ainsi  2{m/v^)  sera  un  maximum  ou  un-mioimum  ;  c'est  le  théorème 
de  l'art.  844  étendu  à  un  SLystême  quelconque. 


Fin   DE   LA   QUATmfcME   SECtION   DE   LA  DYNAMIQUE 
XT   DE  LA   SECONDE   FAETIE   DES  LEÇONS   DE   MÉCANIQUE. 
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Froprïéics  générales  du  mouvement  d'un  point  matériel  pesant  assujetti  à  par- 
courir une  courbe  quelconque  fixe  et  conlinuc.  9^5 
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Déiîaition  du  penduU  simple.  Propriétéa  de  loa  mourement  dant  le  videj  let 
amplitudes  des  oscUUtioni  étant  quelconques.  Vitesse*  absolue  et  angulaire. 
Tension  du  fil.  ç^ 

Valeur  du  temps  employé  par  le  pendule  simple  à  faire,  dans  le  vide,  une 
oscillation  de  grandeur  Baie  quelconque.  gS^ 

Examen  particulier  du  raouvemeat  du  pendule  fimple  faisant  de  petites  oscil- 
lations dans  le  vide.  Définitions  de  Visocfironis^e  et  du  sjrnchronitme.     9^7 

Usage  du  pendule  simple  pour  déterminer  la  loi  de  la  pesanteur  priïs  de  la  surface 
de  la  terre.  Vérités  physiques  dont  on  doit,  à  cet  instrument,  la  décourerte 
ou  la  confirmation.  96a 

Mouvement  d'nn  point  matériel  pesant  sur  une  cycloïde.  971 

Expression  de  la  force  accélératrice  quij  lorsqu'elle  a  lieu  sur  une  courbe  quel- 
conque ,  rend  cette  courbe  tautochrone.  976 

pu  tautochronisme  considéré  sous  un  point  de  vue  plus  général  qu'il  ne  l'a  été 
dans  le  chapitre  précédent.  Le  mouvement  dans  le  vide,  dH  Ji  la  seule  pe- 
santeur, comporte  une  infinité  de  courbes  tautocfarones.  Cas  dans  lequel  le 
tautochronisme  appartient  exclusivement  à  la  cycloïde.  978 

Du  tautochronisme  considéré  dans  les  courbes  &  double  courbure.  985 

Définition  de  la  propriété  qui  rend  une  courbe  brschyslochrone.  Solution  élé- 
mentaire du  problème  de  la  brachystochrone  dans  le  vide ,  les  deux  points 
extrêmes  de  la  courbe  parcourue  étant  fixes.  9^ 

Principes  de  la  méthode  des  variations  pour  servir  d'Introduction  i  la  solution 
générale  du  problême  de  la  brachystochrone.  991 

Application  des  principes  exposés  dans  le  chapitre  précédent,  &  une  solution 
du  problème  de  la  brachystochrone ,  plus  générale  que  celle  des  articles 
989  et  99e.  I0O3 

Considérations  générales  sur  le  mouvement  d'un  point  matériel  qui  a  lieu  sur 
une  surface  courbe  donnée.  Equations  de  ce  mouvement.  Expression  géné- 
rale de  la  vitesse.  Auire*  propriétés  générales.  Principe  de  la  moindre  action. 
Equation  diSérentielle  de. la  trajectoire,  lorsque  le  corpe  ne  se  meut  qu'en 
vertu  d'une  impulsion  initiale.  ..  loi^ 

Détermination  générale  de  la  pression  qu'exerce,  contre  une  surface  courbe, 
un  point  matériel  soUicitépar  des  puissances  quelconques  et  assujetti  à  se  mou- 
voir sur  cette  surface.  ioa6 

Application  de  la  théorie  démontrée  dans  Iç  chapitre  précédent,  à  la  recherche 
des  lois  du  mouvement  d'un  .point  matériel  pesant,  assujetti  à  se  mouvoir  sur 
■ne  surface  sphérique.  Pendule  il  oscillations  coniques.  .  1037 
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■THÉORIE  GÉNÉRALE  DU  MOUVEMENT        ,' 

SOIT  d'uk  système  de  points  matériels, 
.  SOITD'UN. CORPS  SOLJDE-CONTIHU,  EN  ^YANT  EGARD  , 
A  LBUR.  ÉTENDUE  ET  A  LEUR  FORMÉ  ,     ' 
ET  EN  SUPPOSANT  LEUR  FORME  INVARIABLE. 

Çbtervationi  prélîinin«ir«j.  Principe  général  du  ipouvcmcnt  applicable ,  lans 
«iceptîoç^^  &  tpiu  le*  problèmes  de  Dynamique.  ^      io32 

Exemples  de  l'applicalioD  dû  principe  général  du  mouvement,  au  cboc  des 
corps  jouÏMantd'uM  de^ré  çpiekonçpe  d'élasticilé.  ,  .  loSg 

Mouvement  de  deux  corps  poses  sur  deux  plans  inclinés  auosscs,  en  suppo- 
sant que  l'un  de  ces  corps  ,  qui  descend  ,  détermine  l'asceniion  de  l'autre,  par 
l'Intermède  d'un  treuil^  et  en  ayant,  ou  non  ,  égard  au  frollcmenl.        1041 

Mouvement  de  deux  corps  peSr^tils  suspendus  respectivement  à  U  roue  et  à  l'arbrv 
d'un  ir^t^  CD  ayant  égard  à  là  masse  du  treuil  et  à  celles  des  cordes.     1045 

Thé^iriede  la  joachîfic  d'A^-Wood,  en  faisant  entrer  en  considération  la  masse 
-  de  la  corde  ou  du  fil  et  celle  de  la  poulie.  io5i 

Mouvement  d'un  corps  sollicité  par  dcs.puissances  quelconques  et  assujctûà  sa 
mouvoir  autour  d'un  axe  fixe.  io5p 

Des  momepts  d'içertie  coniidéfés  par^aj^port.  aux  axes  e|  par  rapport  aj^x 
plans.  ,  ,        -     .  ,       106^ 

ÇoniidéraiîoDS  particulières  sur  les  momeijits  d'inertie  pris  par  rapport  aux. 
axes.  '  Ï077 

Formules  pour  te  calcul  des  momeols  d'inerûc  de  difiSÉrenls  corps.  1087 

Du  pendule  composé  et  du  centré  d  oscillation.  lo^S 

Propriétés  et  usages  du  pendule  composé;  appareil  nouveau  pour  mesurer  la 
longueur  du  pendule  simple  qui  bat'les'ltftMndek.  "  iioo 

Suite  de  ce  qui  a  été  dit ,  dans  la  première  section  de  cette  seconde  partie  du 
Cours  ,  sur'Ia  conformité  Ait  principes  généfRux  de  la' -DyDamîqtlc  aux 
phénomènes  observés.  un 

Bu. mouvement  du  centre  de  gravité  d*un  système  daciirps  oil  de  point*, aMtÉ^ 
riels  \  de  'forma  variable  od  Jnmariable.  Gobservatioii  dn  moarttàmkÂffiU 
oentre  et  de  la  somme  des  movients ,  lorsque  le  >y>lém«  n'est  pM'«0llMf (é 
par  des'foroes.eitérieiirea..  ^  .  1.     .  ':•  )■•!:■  .vit^ 

J^^plioMîoB  de  la  théorie  précédente  au  moiiveiBBAt  d'un  corps  xoUde  de  forme 
iAvaiiable.  ...  _  .     -    ■      .     .  .  .    ivtt 

Détermination  des  chocs  exercés ,  contre  wi  axe  fixe ,  en  vertu  dM- impulsions 
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douué»  k  un  corpa  asnijettî  k  toarner  autour  de  cet  axe.  Conditions  d*aprè» 
letquelle*  il  ne  résulte  de*  choc*  donné*  au  coipt,  aucun  choc  «ut  l'axe.  Théo- 
rie générale  du  centre  de  percuMÎon.  1137 

De*  eObrta  que  supporte  l'axe  immobile  de  rotation  ,  lorsque  te  corps  a  reçu 
l'impulsion  initiale  qui  lu  imprime  son  moaTement.  Conditions  qui  rendent 
ces  efiorts  nuls.  Ii3£ 

Formulvs  de  géométrie  analytique  pour  servir  d«  préparation  à  la  théorie  gé- 
nérale du  mouvement  de  rotation  d'un  corps  solide.  1 138. 

Pe  l'axe  instantané  de  rotation  dans  te  mouvement  d'un  corps  de  forme  in- 
invariable,  auteur  dSin  point  fixe.  ii^a 

Vitesse  angulaire  du  corps  autour  de  l'axe  instantané  de  rotation;  composantes  « 
parallèles  aux  axes,  de*  forces  accélératrices  de  tts  diflërenls  points.     ii^S 

Déterminations  relatives  au  moment  principal  qui  se  rapporte  au  point  fiie 
autour  duquel  le  mobile  est  assujetti  à  tourner.  '  11^ 

Déterminations  ultérieures ,  relatives  à  la  théorie  générale  dn  mouvement  d'un 
corps  solide  autour  d'un  point  fixe.  '  ii53 

Application  de  la  théorie  exposée  dans  les  chapitres  précédents ,  au  cas  de  la 
pesanteur  terrestre.  rr56 

Siamen  particulier  du  cas  où  le  corps ,  mu  par  une  impulsion  initiale ,  n'est, 
après  cette  impulsion  reçue  »  soumis  k  aucune  force  extérieure.  •'-  Usage  des 
propriétés  de  faxe  principal  et  du  pTao  principal  des  moments,  pour  simpli- 
fier l'analyse  du  mouvement  de  rotation.  ii57 

Premier  exemple  deTapp^cation  des  formules  du  mouvement  de  rotation.    1164 

Second  exemple  de  l'application  des  formules  du  mouvement  de  rotation.  riyS 

Observations  sitr  l'application  de  la  théorie  exposée  dans  h*  chapitres  pré- 
précédents,  au  mouvement  d'un  corps  libre.  ix8e 

pu  mouvement  d'un  corps  solide  sur  un  plan  fixe.  iiSfi 

S  E  C  T  I  0  N    I  V. 

ÇVr  TRAITS  DU  XOVVEMENT  DES    CORPS 

£T  DES  SYSTÈMES  DE  CORPS  D£  FORME  VAJtlABLE. 

Observations  préliminaires^  1196 

Dvr  variations  qu'éprouvent  les  durées  des  osciUattoos  d'un  pendtJeaomposé, 
iMvqa'on  déplace  une  partie  de  la  masse  de  ce  pendule  1198 

Meuvement  d'un  système  de  corps  composé  d'un  corps  X,  teuroast  autour 
«l'un  ax»£st~,  at'd'un  nombre  qoslcenque  de.corps.^y  assujettis  à  se  mouvoiv 
sur  la  perpendiculaire  menée  du  centre  de  gravité  du  corps  M  sur  Van  fiae 
de  TotalioB.  .  uoa 
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yit«M«  angoUir*  et  coDMrration  de*  forces  vires  dans  le  cas  où  le  t}ratéme, 

mu  en  rertu  d'une  impulsion  initiale ,  n'est  sollicité  par  aucune  puissanc* 

extérieure.  ï»o*> 

Application  des  formules  précédentes  à  quelques  exemples.  i3o8 

Effets  des  impidsîons  initiales  données  au  système  de  corps  dont  il  a  été  question 

dans  les  trois  chapitres  précédents  ;  phénomènes  de  mouTement  qui  ont  lieu 

lorsqu'un  corpsi  assujetti  k  tourner  autour  d'nn  axe  fixe,  en  choque  plusieurs 

autres.  iai3 

Mouvement,  d'un  corps  pesant ,  sur  une  conriie  attachée  k  un  autre  corps ,  oc 

dernier  corps  étant  assujetti  à  se  mouvoir  sur  un  plan.  1219 

Oscillations  d'un  corps  pesant,  assujetti  k  se  mouvoir  sur  une  courbe  tenant 

à  un  corps  mobile.  Détermination  de  la  courbe  tautochrone,  pour  cette 

espèce  d'oscillation.  laaS 

Chocs  de  plusieurs  corps  spbériqnes  par  un  teu] ,  le  corps  choquant  et  les 

corps  choqués  étant  ou  parfaitement  durs,  ou  doués  d'un  degré  quelconque 

d'élasticité.  iaa6 

Vitesses  relatives ,  somme  et  perte  des  Forces  vives,  après  le  choc.  1239 

Choc  de  deux  corps ,  durs  ou  élastiques,  et  de  formes  quelconques.  tsSa 

Mouvement  d'un  fil  élastique  dans  le  sens  de  sa  longueur  et  retenu  par  deux 

points  fixe».  is36 

Propriété  et  conslruction  de  Téqualion  qui  donne  le  mouvement  de  la  corde 

vibrante.  ii^i 

Conséquences  déduites  de  la  théorie  précédente.  Divers  détails  relatifs  à  la 

corde  vibrante  et  sonore.  1247 

Équation  du  mouvement  applicable  à  tout  système  de  corps,  quelles  qn»  soient 

ta  forme  et  les  conditions  auxquelles  il  est  assujetti.  1362 

Principe  de  la  conservation  du  mouvement  du  centre  de  gravité.  1267 

Principes  des  aires.  1270 

Du  plan  invariable.  1276 

Principe  des  forces,  vives;  1280 

Perte  de  forces  vives  occasionnée  par  les  changements  brusque*  qui  peuvent 

survenir  dans  le  «ystëme.  1285 

Principe  de  la  moindre  action.  ia88 
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Page   i8  ligne  t3  (*i  compter  du  haut) ,  ^f  lisez  ~  rf 

Id.  lig.  \\{duh.)tÇ,  lisez  -=- 

70  ligne  ^  {du  h.)  M  F' +  lisez  M  F' ±      . 

104  lig,  II  {du  h.),  des  millimètres,  lisez  de  millimètre 

134  lig,  16  (du  A.),  — i  ty  et  a:,  lisez  z^jret  — x 

id.  lig.  1 9  (du  h.) ,,  =  a„  y,  lisei  = — «„^ 

i3o  /i^.a(«4c.*"</«  inj),  aI7sin.  ffcos.ffj  lisez  z H sm.ffco9.â 

198  /fg-.  4  (du  h.)j  — Ndt,  lisez  ^JTdt 

245  lig.  6  (du  b.)  le  plan  qui  ta,  lisez  le  plan  vertical  qui  la 

348  lig.  3  (du  h.)j  écrive*  en  marge jF'ig. 8. 

a68  lig.  18  (duh.)  en  mèlne  temps,  /ù'ex  en  même  temps  et  aux 

extrémités  d'un  même  diamètre. 

agi  lig,  14,  (duh.) gdt,  lisez  — gdè 

"3o4  lig.  6  (du  b.),  d'iuertie  lisez  à'ineriie 

3so  lig.  8  (du  h.)  des  z^  /;V£S  des  z, 

ce    »•    o^j    l^  ^^^      ^dB      ddC    ,.      dA    dB      dC 
35i  lig.â(duh.)  — ; — ,  —, — ,  — ; —  lisez— r-,—r-j  ■—. — . 
"      ^  '     dt^    '   dt'^   '    dt^  *  de   '  dt'    dt 

Id.  lig.  5  (du  b,),  119,  lisez  1119. 

359  lig.  8  (dub.),  ne  peut  donc  agir,  Usez  n'agit  donc 

377  lig.  6  (du  b.),  =  9 a?, ,  lisez  —  qx, 

483  lig.  14  ((/«A.),  est  la  valeur  lisez  est  double  de  la  valeur 

14-  lig.  16  (du  b.)  ,  à  l'ordonnée,  lisez  à  la  moitié  de  l'ordonnée, 

494  lig.  6  (du  b.)  de  12  serait  i  lisez,  de  s.  serait  12. 

497  lig.  i  (dub.),  143689,  lisez  14863 

499,  noie ,  lig.  8  (du  i)  de  met  de  A  j  et,  en  cela,  lisez  j  de  m 

et  de  A,  dans  des  proportions  différentes,  et,  en  cela 

âoi  lig.  la  (dub.),  Claladni,  lisez  Qiladoi 
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